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Ni ſon's Entdeckungen in den fublimften Zweigen der ma- 
thematifhen Wiffenfchaften find unter allen gebildeten Nationen 
als zu dem erften Range gehörig befannt, und Fein Mathemati- 
ker, dem es um Elaffifche mathematifhe Bildung zu thun if, kann 
und wird fich eines gründlichen Studiums dev Werke Poiff on's, 
der leider vor Kurzem den Wiſſenſchaften durch einen zu fruͤhen 
Tod entriſſen iſt, entheben. Es wäre daher ganz uͤberfluͤſſig, zum 
Lobe des vorliegenden Werkes hier Naͤheres anzufuͤhren; denn der 
Name ſeines Verfaſſers leiſtet fir feinen Werth hinreichende Buͤrg— 
— ſchaft. Nur in Beziehung auf die vorliegende deutſche Bearbeitung 
4 wollen wir bemerken, daſſ e8 uns nöthig gefchienen hat, einige 
weſentliche Punkte weiter auszuführen, als es im Originale, welches 
den Zitel: »Recherches sur la Probabilite des Jugements en 
g matiere — et en matière civile, Paris 1837« führt, ges 
= fchehen ift, um fo das Werk zu einem Lehrbuche der Wahrſchein— 
lichkeitsrechnung abzurunden. Man wird es auc, natürlich finden, 


a 
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daſſ wir uͤber eine der wichtigſten Anwendungen der Wahrfcheinlich- 
feitörechnung, nämlich auf die Beftimmung der Wahrfcheinlichkeit 
der mittleren Beobachtungsrefultate, die eigene Arbeit Poiffon’s 
hinzugefügt haben; denn obgleich Die Gauß'ſche Behandlung deß 
ſelben Gegenſtandes, ſowohl in theoretiſcher, als in praktiſcher 
Hinſicht, alles uͤbertrifft, ſo hat Poiſſon's Darſtellungsweiſe doch 
ihrerſeits Intereſſe genug, um hier mitgetheilt zu werden. 


Vorrede des Berfailers. 


De Erſcheinungen jeglicher Art ſind einem allgemeinen Geſetze 
unterworfen, welches man das »Geſetz der großen Zahlen« 
nennen kann. Es beſteht darin, daſſ, wenn man ſehr große An— 
zahlen von Erſcheinungen derſelben Art beobachtet, welche von con= 
ftanten und von unregelmäßig veränderlichen Urfachen abhängen, Die 
aber nicht progreffiv veranderlich find, fondern bald in dem einen 
und bald in dem andern Sinne; man zwifchen diefen Zahlen Ver— 
häftniffe findet, welche faft unveränderlich find. Diefe Ver: 
haltniffe haben bei jeder befondern Art von Grfcheinungen einen 
fpeciellen Werth‘, welchem fie fi immer mehr nähern, je größer 
die Anzahl der beobachteten Erfcheinungen wird, und welchen fie in 
aller Strenge erreichen würden, wenn die Reihe der Beobachtun— 
gen in's Unendliche fortgefeßt werden Eönnte. Ze nachdem die un— 
regelmäßig veränderlichen Urfachen in weitere oder engere Grenzen 
eingefchloffen find, find auch mehr oder weniger große Anzahlen 
zu beobachtender Erfcheinungen erforderlich, wenn ihre Verhaͤltniſſe 
faft conftant werden follen. Die Beobachtung felbft lehrt bei je— 
der Art von Erfcheinungen, ob die Reihe der Beobachtungen hin— 
veihend weit fortgefegt ift, und der Galcul gibt nach den Anzah— 
len der beobachteten Erfcheinungen und der Größe der Unterfchiede, 
welche noch zwifchen ihren Verhaͤltniſſen ftatffinden, zuverlaͤſſige 
Regeln an die Hand, die Wahrfcheinlichkeit zu beftimmen, daff der 
fpecielle Werth, gegen welche. diefe Verhältniffe convergiren, zwi— 
hen beliebig enge_Grenzen eingefchloffen if. Wenn man neue 
Beobachtungen anftellt, und findet, daff fich diefelben Verhaͤltniſſe 
von ihrem, durch die früheren Beobachtungen beftimmten Endwerthe 
merklich entfernen, fo kann man daraus fihließen, daſſ die Urſachen, 
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von denen die beobachteten Erſcheinungen abhaͤngen, innerhalb dieſer 
beiden Reihen von Beobachtungen eine progreſſive, oder ſelbſt eine 
ploͤtzliche Veraͤnderung erfahren haben. Ohne Huͤlfe der Wahr— 
ſcheinlichkeitsrechnung wuͤrde man jedoch leicht Gefahr laufen koͤn— 
nen, ſich hinſichtlich der Nothwendigkeit dieſes Schluſſes zu irren; 
allein die Rechnung laͤſſt in dieſer Beziehung keinen Zweifel uͤbrig 
und gibt uns auch die erforderlichen Regeln an die Hand, die 
Wahrſcheinlichkeit der Veraͤnderung der Urſachen, welche ſich aus 
der Vergleichung der zu verſchiedenen Zeiten — Beobach⸗ 
tungen ergibt, zu beſtimmen. 


Dieſes Geſetz der großen Zahlen findet auch in den Er: 
Scheinungen ftatt, welche wir dem bloßen Zufalle zufchreiben, weil 
wir ihre Urfachen nicht Fennen, oder weil fie zu complicirt find, 
In den Spielen 3. B., wo die Umſtaͤnde, weldye dad Herausfom- 
men einer Karte, einer Nummer, oder das Fallen eines Wuͤrfels 
auf eine gewiffe Seite beflimmen, ind Unendliche veränderlid) fino, 
und feiner Rechnung unterworfen werden. Eönnen, wiederholen fich 
die einzelnen Falle dennoch nach beftimmten Berhältniffen, . wenn 
die Reihe dev Verfuche weit genug fortgefeßt wird. Ferner, wenn 
man nad) den Kegeln eines Spieles die vefpectiven. Wahrfcheinlich- 
Feiten der verfchiedenen möglichen Falle hat berechnen Fünnen, fo 
- findet man bei vielen wiederholten Verſuchen, daſſ fie in den durch 
die MWahrfcheinlichkeitsrechnung angegebenen Verhaͤltniſſen flattfin- 
den. Uber bei den meiften Unterfuchungen über ungewiffe Ereig- 
niffe ift die Beflimmung der Wahrfcheinlichkeiten der verfchiedenen 
Greigniffe nicht a priori möglih, und fie müffen im. Gegentheil 
erft aus den Refultaten der Beobachtung abgeleitet, werden. So 
würde ſich z. B. die Wahrfcheinlichkeit des Verluftes eines Schiffes, 
auf einer langen Seereife nicht zum Voraus berechnen laffen, und 
man beftimmt fie daher durch die Vergleichung der Anzahl der beob- 
achteten Schiffbrüche mit der Anzahl der Seereifen. Wenn die Anz 
zahl der betrachteten Seereiſen fehr groß iſt, fo ift das Verhält- 
niff der Anzahl dev Schiffbruͤche zu der der Seereifen faft unver: 
anderlich, wenigftens für jedes Meer und jede Nation insbefon- 
dere, und der Werth diefes Berhältniffes kann folglich für die 
MWahrfcheinlichkeit kuͤnftig er Ehiffbrüche angenommen. werden. 
Auf dieſe nafürlihe Folgerung aus dem Geſetze der großen 
Zahlen gründen fih die Seeajfecuranzen. Wenn der Berficherer 
der Schiffe nur eine geringe Anzahl von DENE DSTIENB ‚eine 
ginge, fo wäre es gerade fo, als wenn er fich auf eine Wette ein= 
ließe, auf deren Erfolg er nicht mit Sicherheit vechnen Eönnte, 


VII 


Wenn er aber eine ſehr große Anzahl ſolcher Verſicherungscontracte 
abfchließt, fo ift der Erfolg feiner Speculation faft vollig gewiſſ. 
Dafjelbe Sefeß der großen Zahlen herrſcht auch in den 
Erſcheinungen, welche durch befannte Kräfte in Verbindung mit 
zufälligen Urfachen von unregelmäßigen Wirkungen hervorgebracht 
werden. Das fuccefjive Steigen und Fallen der Gewäffer des 
Meeres in den Häfen und an den Küften bietet ein merfwürdiges 
Beifpiel hiervon dar, Wenn man aus einer fehr ‚großen Anzahl 
an demfelben Orte über die Ebbe und Fluth angeftellter Beobach— 
tungen die arithmetifchen Mittel nimmt, fo findet man, daſſ ſie 
den Gefeßen der Ebbe und Fluth, welche von der Anziehung des 
Mondes und der Sonne herrührt, faft conform find, ungeachtet 
Der Veränderungen, welche die Winde hervorbringen, und welde 
bei. einzelnen oder einer Kleinen Anzahl von Beobachtungen die Ges 
feße der Erfhheinung ganz aufheben würden. Man findet diefelben 
Kefultate, ald wenn die zufälligen Winde gar Feinen Einfluff auf 
die Erfcheinungen hätten, und der Einfluff, welchen die Winde auf 
Die Ebbe und Fluth haben, die während eines Theiles des Jahres 
nach derfelben Richtung wehen, ift noch nicht beftimmt. Die im 
Anfange und am Ende des lebten Jahrhundertes aus den Beob- 
achtungen abgeleiteten mittleren Refultate haben nur Eleine Unter- 
fchiede gezeigt, welche man Localveränderungen zufchreiben Fann. 
Als ein Beifpiel des Geſetzes der großen Zahlen fönnen 
wir auch die mittlere Dauer des menfchlichen Lebens anführen. 
Unter einer beträchtlichen Anzahl von Kindern, welche in derfelben 
Gegend und fait zu derfelben Zeit geboren find, fterben viele in 
der früheften Sugend, andere erreichen ein höheres Alter, und 
wieder andere die menfchliche Lebensgrenze. Aber ungeachtet die— 
fer großen Berfchiedenheiten der Alter, in welchen die einzelnen 
Menfchen fterben , ift doch die mittlere Lebensdauer, d.h. 
der Quotient, welchen man erhält, wenn man die Eumme aller 
Alter durch ihre Anzahl dividirt, vorausgefegt, daſſ diefe Anzahl 
hinreichend groß ift, faft conftant. Diefe mittlere Kebensdauer kann 
für beide Gefchlechter in verfchiedenen Ländern und zu verfchiede- 
nen Zeiten verfchieden fein, weil fie von dem Klima und ohne Zwei- 
fel aud) von dem Wohlftande der Nationen abhängt. Cie nimmt 
zu, wenn eine bisher herrſchend gewefene Krankheit verfchwindet, 
wie z. B. die Blattern durch das Einimpfen, und in allen dieſen 
Fallen lehrt uns die Wahrfcheinlichkeitsrechrung, ob die in der mitt- 
lern Lebensdauer des Menfchen beobachteten Weranderungen groß 
genug find, und aus ciner hinreichend großen Anzahl von Beob— 
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achtungen folgen, daſſ man fie irgend einer rin in den. 
allgemeinen Urfachen zufchreiben Fann, * 

Das Verhaͤltniſſ zwiſchen der Anzahl der näifichen und weibs 
lichen Geburten hat in einem großen Lande ebenfalls einen con— 
ftanten Werth, welcher nicht von dem Klima abzuhängen, aber 
für die ehlichen und unehlichen Geburten verjchteden zu fein fcheint, 
wofür man fich freilich bis jest noch keinen auch nur ————— 
wahrſcheinlichen Grund hat angeben koͤnnen. | 

Die Eonftitution der Naturkörper, welche aus neuen durch 
von panderabeler Materie leere Zwiſchenraͤume getrennten Moleculen 
beftehen, bieten ebenfalls eine befondere Anwendung des Geſetzes 
der großen Zahlen dar. Wenn man von einem innerhalb eis 
nes Körpers genommenen Punkte nad) einer beflimmten Richtung 
eine gerade Linie zieht, fo ift die Entfernung dieſes Punktes von 
dem erften Molecule, auf welches die gerade Linie frifft, zwar in 
allen Richtungen fehr Elein, Fann ſich aber mit der Richtung in 
einem fehr großen Verhältniffe verändern, und nach der einen Rich: 
fung 10, 20, 100 mal größer fein, als nad) der andern. Die 
Bertheilung det Motecule kann um jeden Punkt herum fehr unre— 
gelmaßig und von einem Punkte zum andern fehr verfchieden fein, 
Sie ändert fich fogar fortwährend in Folge der Schwingungen der 
Molecule; denn ein in Ruhe befindlicher Körper ift nichts anderes, 
als ein Syftem von Moleculen, welche beftandige Schwingungen ma— 
chen, deren Amplituden außerordentlich Elein, aber mit den gegen- 
feitigen Entfernungen der Molecule ſehr wohl vergleichbar find, 
Menn man nun jeden fehr Eleinen Theil des Volumens eines Kör: 
pers durch die Anzahl der darin enthaltenen Molecule, welche An: 
zahl wegen der äußerften Kleinbeit der Molecule fehr groß fein wird, 
dividirt, und aus dem Quotienten die Cubikwurzel zieht; fo erhält 
man den mittlern gegenfeifigen Abftand der Molecule, welcher von 
ihrer unregelmäßigen Bertheilung imabhangig und in der ganzen 
Ausdehuung eines homogenen Körpers, der überall diefelbe Tem: 
peratur hat, und abgejehen von der ungleichen Zufammendrüdung 
feiner Theilchen durch ihr eigenes Gewicht, conftant ift. Auf Be- 
trachtungen dieſer Art gruͤndet ſich die Berechnung der Molecular— 
kraͤfte und der innern Waͤrmeſtrahlung der Koͤrper, wie wir ſie an 
andern Orten mitgetheilt haben. 

Dieſe verſchiedenen Beiſpiele des Geſetzes der großen 
Zahlen ſind alle aus der phyſiſchen Welt genommen, und wir 
koͤnnten deren, wenn es noͤthig waͤre, noch mehr anfuͤhren; aber 
auch aus der moralifchen Melt laſſen fich Leicht ſolche Beiſpiele an— 
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führen. Hierher gehören z. B. die indirecten Abgaben, welche, wenn 
auch nicht jährlich, fo doch für wenige auf einander folgende Jahre 
immer diefelbe Summe geben. Ein anderes Beifpiel bieten Die 
Gerichtöfoften dar, weldhe der Staatscaffe jährlich faſt diefelbe 
Eumme zuführen, obgleich fie von der Anzahl und Wichtigkeit der 
Proceſſe, d. h. von den entgegengefegten und veränderlichen Inter: 
effen der Bürger und von ihrer groͤßern oder geringen Proceſſ⸗ 
ſucht, abhaͤngen. Hierher gehoͤren auch die faſt conſtanten Sum— 
men, welche die Lotterien und die oͤffentlichen Spiele abwerfen. 
Bei dieſen Spielen kommen zwei verſchiedene Arten conſtanter Zah— 
len vor, naͤmlich die Summe der Einſaͤtze waͤhrend eines Jahres, 
oder waͤhrend jeder Periode von einer kleinen Anzahl von Jahren, 
und der Gewinn des Banquiers, welcher jener Einſatzſumme faſt 
proportional iſt. Dieſe Proportionalitaͤt iſt eine natuͤrliche Wirkung 
des Zufalles, welcher die dem Banquier guͤnſtigen und nach den 
Regeln des Spieles zum Voraus berechenbaren Faͤlle in einem con— 
ſtanten Verhaͤltniſſe herbeifuͤhrt; aber die conſtante Summe der 
Einſaͤtze iſt eine der moraliſchen Welt angehoͤrige Erſcheinung, weil 
die auf's Spiel geſetzten Summen zugleich von der Anzahl und 
dem Willen der Spieler abhaͤngen. Dieſe beiden Elemente, naͤm— 
lich der conſtante Gewinn des Banquiers und die conſtante Summe 
der Einſaͤtze duͤrfen nur wenig veraͤnderlich ſein, weil ſonſt der 
Paͤchter dieſer Spiele nicht zum Voraus berechnen koͤnnte, wieviel 
er nad) den Gewinnen früherer Jahre der Regierung jaͤhrlich zu 
zahlen im Stande iſt. 


Auch die Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeit der Entſcheidungen 
in Criminal- und Civilproceſſen bietet peremtoriſche Beifpiele der Ans 
wendung des Öefebes der großen Zahlen auf Erfcheinungen 
der moralifchen Welt dar, und wir werden 3.3. fehen, daſſ ſich 
das Verhaͤltniſſ der Anzahl der jährlich Werurtheilten zu der der 
Angeklagten unter derfelden Gefeggebung und für ganz Frankreic) 
von einem Sahre zum andern wenig geändert hat, fo daff man 
ungefähr nur 7000 Falle als die Anzahl der jährlic) von den Ge— 
fhworenengerichten ausgefprochenen Urtheile zu betradyten braucht, 
wenn diefes Verhaͤltniſſ faft conftant bleiben fol, wahrend bei ans 
dern Unterfuchungen, z. B. bei der über die weiter oben angeführte 
mittlere Lebensdauer, eine folcye Anzahl von Fallen bei weitem nod) 
nicht hinreichend wäre, um ein conftantes Verhältniff zu erhalten. 
Bei diefer Unterfuchung fieht man auch augenfällig, welchen Ein- 
fluff allgemeine Urfachen auf das in Rede ftehende Verhaͤltniſſ ha— 
ben, welches fich jedesmal mit der Geſetzgebung geändert hat,” 
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Es ift alfo nicht zu bezweifeln, daff das Gefeß der großen 
Zahlen aud auf moraliſche Erfcheinungen anwendbar ift, welche 
von dem Willen des Menfchen, feinen Sntereffen, feinen Einfichten 
und feinen Leidenfhaften abhängen. Denn es kommt hierbei nicht 
auf die Natur der Urfachen, fondern vielmehr auf die Veraͤnde— 
rung ihrer einzelnen Wirkungen und auf die Anzahlen der Fälle 
an, welche man in Betracht ziehen muff, damit ſich die Unregel- 
mäßigkeiten der beobachteten Erfcyeinungen in den mittlern Re 
fultaten ausgleichen. Aber man muff in diefer Beziehung nicht glaus 
ben, daff die Wirfungen des freien Willens, der Verblendung der 
Leidenfhaften und des Mangels an Einficht fid) nad) einem groͤ— 
Bern Maßſtabe andern, als das menfchliche Leben von dem bei der 
Geburt fterbenden Kinde bis zu dem. 100 jährigen Greiſe, daff fie 
fchwieriger vorherzufehen feien, als die Umſtaͤnde, welche den Uns 
tergang eines Schiffes auf einer langen Secreife veranlaffen, und 
capriciöfer, als der Zufall, welcher das Treffen: einer Karte oder 
einer Fläche des Wuͤrfels bewirkt. Nicht die Begriffe, welche wir 
mit diefen. Urfachen und ihren Wirkungen verbinden, find cs, fon- 
dern vielmehr die Rechnung und Beobachtung find es, welche Die 
wahrfiheinlihen Grenzen ihrer Veränderungen bei fehr großen An: 
zahlen von Verfuchen allein beſtimmen koͤnnen. 


Nach diefen Beifpielen fo verfchiedener Art betrachten wir das 
allgemeine Geſetz der großen Zahlen als ein unbeſtreit— 
bares Factum der Erfahrung, welche nie truͤgt. Da dieſes Geſetz 
ferner die Grundlage aller Anwendungen der Wahrſcheinlichkeits— 
rechnung ift, ſo begreift man leicht, 'daff aud) fie von der’ Natur 
der Gegenftände, worauf man fie anwenden will, unabhängig ift, - 
fie mögen übrigens aus der phyfifchen, oder aus der moralifchen 
Belt fein, wofern wir nur bei jeder Unterfuchung die erforderlichen 
Beobachtungsdata in den Händen haben. Wegen der Michtigkeit 
des Geſetzes der großen Zahlen war es aber nothwendig, es 
Direct zu beweifen, und wir glauben diefen Zweck endlich erreicht 
zu haben, wie man im Verlaufe diefes Werkes fehen wird. Das 
Theorem von Jacob Bernoulli fallt in dem befondern Falle, 
wo die Wahrfcheinlicykeiten der Erfcheinungen während der Ver— 
ſuchsreihen conftant bleiben, wie es der Beweis des Erfinders noth— 
wendig vorausfeßt, über den er bekanntlich 20 Sahre hindurch nad): 
gedacht hat, mit dem Gefege der großen Zahlen zufammen. Dies 
ſes Bernoullifhe Theorem war daher bei Unterfuchungen über 
die Miederholung moralifcher oder phylifcher Erfcheinungen, deren 
Wahrfcheinlichkeiten im Allgemeinen fortwährend veränderlic und 
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meiftens 'ganz unregelmäßig veränderlich find, unzulänglich, uud’ wir 
waren daher genöthigt, die Unterfuchung auf eine allgemeinere und 
vollftändigere Weife anzuftellen, als es der Zuftand der mathema— 
tifchen Analyfis zu Bernoulli’s Zeiten geflattete. Wenn man 
dieſe Unveränderlichkeit der Verhältniffe betrachtet, welche zwifchen 
Der Anzahl von Malen, in welchen ein Ereigniff eintritt, und den 
ſehr großen Anzahlen von Verſuchen, ungeachtet: der Veraͤnderun— 
gen der Wahrſcheinlichkeit dieſer Ereigniffe während der Dauer der 
Verſuche ftattfindet; fo Eönnte man geneigt fein, dieſe fo merkwuͤr— 
dige Regelmäßigkeit der beftändigen Wirkung einer geheimen Ur: 
ſache zuzuschreiben; ‘allein die Theorie der Wahrfcheinlichkeiten zeigt, 
daſſ die Unveränderlich£eit dieſer Verhaltniffe der Normalzuftand 
der Dinge in der phyſiſchen und moralifchen Welt ift, welcher von 
felbft und ohne Hülfe einer fremden Urſache ftattfindet, deren Wir: 
fung im Gegentheil felbft nur durch eine andere ähnliche Urfache 
aufgehoben werden Eönnte, 


Mir haben nun noch über den Gegenftand des fünften Ka— 
pitel& einige Worte zu fagen. Der Zweck diefer Unterfuchung be: 
fteht darin, für Gefchworenengerichte, welche aus einer beftimmten 
Anzahl von Gefchworenen beftehen, die bei einer ebenfalls beftimm: 
ten Stimmenmehrheit urtheilen, in einer fehr großen Anzahl von 
Fallen das Verhältniff der fehr wahrfcheinlich ftattfindenden Frei: 
fprechungen und Werurtheilungen, ſowie die Wahrjcheinlichkeit der 
Unrichtigkeit eines zufällig unter den von diefen Geſchworenengerich-⸗ 
ten gefällten Vrtheilen herausgehobenen Urtheiles zu berechnen. Die 
Beflimmung der Unrichtigfeit eines verdammenden oder freiſpre— 
chenden Urtheiles in einem beftimmten einzelnen Falle würde 
unmöglidy fein, wofern man die Rechnung nicht auf willfürliche 
Borausfegungen bafiren will, welche zu fehr verfchiedenen und faft 
beliebigen Refultaten führen koͤnnen, je nach der Befchaffenheit der 
‚gemachten WVorausfegungen, Für die Sicherheit der Gefellfchaft 
und für die, welche man dem Angeklagten fchuldig ift, ift nicht 
die Kenntniff diefer Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf ein ein 
zelnes befonderes Lrtheil von Wichtigkeit, fondern die 
Kenntniff Ddiefer Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf die Ge: 
fammtheit der in einem oder mehreren Sahren von den Ailifen: 
höfen gefällten Urtheile, und welche fi) aus der Beobachtung und 
der Rechnung ergibt. Die Wahrfcheinlichfeit der Unrichtigkeit eis 
nes beliebigen Verdammungsurtheiles, mit der Wahrfcheinlichkeit, 
daff es ftattfinden wird, multiplicirt, ift das wahre Maß der Ges 
fahr, welcher die Geſellſchaft die unſchuldig Angeklagten ausjegt, 


% 
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und das Product aus der MWahrfcheinlichkeit der, Unrichtigkeit eines 
freifprechenden Urtheiles, und der Wahrfcheinlichkeit, daſſ es aus: 
gefprochen werden wird, ift ebenfo das Maß der Gefahr, welcher 
die bürgerliche Gefellfchaft ausgefegt ift, und welche man ebenfalls 
Eennen muſſ, weil es die Größe diefer Gefahr iſt, welche allein 
die etwaige Werurtheilung eines Unfchuldigen rechtfertigen Fan. 
Sn diefer wichtigen Unterfuhung der Angelegenheiten der Menfch: 
heit und der öffentlichen Ordnung würden die analytifchen Formeln, 
welche diefe verfchiedenen Wahrfcheinlichkeiten ausdruͤcken, durch 
nichts erfeßt werden Eönnen. Denn wenn es z. B. darauf an- 
käme, die Anzahl der Gefchworenen eines Gefchworenengerichtes zu 
verändern, oder zwei Länder, in welchen die Gefchworenengerichte 
verfchieden eingerichtet find, mit einander zu vergleichen, wie Eönnte 
man ohne Hülfe dieſer analytifchen Formeln beurtheilen, ob ein 
z. B. aus 12 Geſchworenen, die bei einer Stimmenmehrheit von 
wenigftens 8 gegen 4 urtheilen, beftehendes Gefchworenengericht 
den Angeklagten oder der bürgerlichen Sefelfchaft eine größere oder 
geringere Garantie gewährt, als ein anderes Gefchworenengericht, 
welches 3. B. aus 9 Gefchworenen befteht, die aus derfelben Liſte 
als die vorigen genommen find und bei irgend einer andern Stim— 
menmehrheit aburtheilen? Wie. ließe fich entfcheiden, ob die Ein— 
richtung der Gefchworenengerichte in Frankreich vor 1831, wo das 
Urtheil bei einer Stimmenmehrheit von wenigftens 7 Stimmen ges 
gen 5 gefällt werden muffte, und bei der Eleinften Stimmenmehr: 
heit die Intervention der Richter ftattfand, vortheilhafter oder nad): 
theiliger ift, als die gegenwärtige Einrichtung der franzöfifchen Ge: 
fchworenengerichte, wo die Urtheile bei derselben Eleinften Stimmen: 
mehrheit und der Berüdfichtigung der — ge— 
faͤllt werden? 


Inhaltsverzeichniſſ. 


Erſtes Kapitel. Allgemeine Regeln der Wahrſcheinlich— 
Feitäs nung ce a ia . rn 
Erklärung der Wahrfcheinlichkeit eines ungewiffen Greigniffee.. Unterfchied 
zwifchen abftracter Wahrfcheintichkeit (chance) und fubjectiver 
Wahrſcheinlichkeit (probabilite), Maß der Wahrfcheinlichkeit.  Gegen- 
ftand der Wahrfcheinlichkeitsrechnung,. Beweis der. Grundregeln diefer 
Rechnung. Anmwendungsbeilpice » nen een. 
Formeln in Beziehung auf die Wiederholung der Ereigniffe in. einer Ver— 
ſuchsreihe. Auflöfung der Aufgabe über die Theilung des Gewinnes beim 
Spiele. Auflöfung einer andern Aufgabe, welche ſich auf die Entwides 
lung einer gegebenen Potenz eined-Polynomes gründet. Anmerkung über 
einen Fall, wo die Wahrfcheintichkeiten während der. Verſuche veränders 
lich find.  Wahrfcheintichkeit, ma weiße und 7 Schwarze Kugeln zu ziehen, 
wenn man zugleih m -+n Kugeln aus einer Urne. zieht, welche weiße 
und ſchwarze Kugeln in einem gegebenen Berhältniffe enthält » « +» =» 
Allgemeine Regel zur Beftimmung der. Wahrfcheinlichkeit zufammengefegter 
Ereigniffe, wenn ſich die Wahrfcheinlichkeiten ihrer einfachen Ereignilfe 
während der Verſuche auf eine beliebige, Weife ändern x 2 + 2. > 
Anwendung der Wahrfcheinlichkeitsrechnung auf die Beftimmung der mit even— 
- tuellen Ereigniffen verbundenen Vortheile. Berechnung der verjchiedenen 
MWahrfcheinlichkeiten der ehemaligen Loterie de France. Vorurtheile über 
das Derausfommen der Nummern. Mathematiſche und moralis 
The Hoffnung. Erklärung einer Schwierigkeit bei der Anwendung 
der Regel der mathematischen Hoffnung » +» 2 2 ee nen 
Wenn 5 eine unbekannte Urfache gibt, welche das  Gtattfinden eines von 
zwei entgegengefegten Greigniffen E und F begünftigt, ohne. daſſ man 
weiß, welches; fo wird dadurch immer die Wahrfcheinlichkeit der Weber: 
einftimmung der Ereigniffe bei zwei oder mehrern Verfuchen vergrößert . 
Zweites Kapitel. Fortfesung der allgemeinen Regeln 
der Wahrfhheinlihkeitsrehnung. Berechnung der 
Wahrfheintihkeiten der Urfahen und der fünfti- 

gen Ereigniffe nady der Beobachtung vergangener 
Ereigniſſe4 N TUN“, 
Bedeutung der Ausdrüde Ur ſache und auf alt in * Wahrſcheinlichkeits⸗ 
rechnung. Regel zur Beſtimmung der Wahrſcheinlichkeiten der verſchiede— 
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$. 1—13, 


14-19, 


$. 20, 


$. 21—25. 


Seite 50, 
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nen möglichen Urfachen eines beobachteten Ereigniffes., Bemerkung über 
die Anwendung diefer Regel auf ſucceſſive Ereigniffe., Regel zur Beflim- 
mung der Wahrfcheinlichkeiten anderer Creigniffe als die beobachteten, 
welche aber von denfelben Urfachen abhängen, indem jedoch vorausgefcht 
wird, daff das Gtattfinden der vergangenen Greigniffe auf das der zu— 
fünftigen Eeinen Einfluff hat. Anwendung diefer beiden Regeln auf bes 
Tondere Beiſpieeeeeeee 
Ausdehnung dieſer Regeln auf die Fälle, wo man über die ungewiſſen Er— 
eigniſſe vor den Beobachtungen einige Aufſchlüſſe hat. Beiſpiel, woran 


$.27—33, 


die Nothwendigkeit der Berüdfichtigung diefes Umftandes gezeigt wird 8. 34 — 35. 


Formeln für die Wahrfcheinlichkeit der Zeugniffe. Der Fall, wo man blos 
wiffen will, ob ein Ereigniff wahr oder falſch ift, wenn es von einem 
oder mehrern Zeugen bejaht oder verneint wird. Der Fall, wo mehr als 
zwei Ereigniffe Haben ftattfinden Eönnen, und wo das Gtattfinden eines 
beftimmten Ereigniffes von einem Zeugen behauptet wird, Lehrſatz in Ber 
ziehung auf die Wahrfcheinlichkeit ‚eines Ereigniffes, zu deffen Kenntniff 
wir durch eine Reihe von traditionellen Zeugniffen gekommen find . 

Kenn eine große Anzahl von Ereigniffen möglich find, und alle a prtbr 
gleiche und jehr geringe Wahrjcheinlichkeiten haben, fo muſſ das Statt— 
finden eines diefer Ereigniffe, welcyes irgend etwas Merkwürdiges 
darbietet , höchft wahrfcheinlich einer von dem Zufalle verfchiedenen, und 
3. B. dem menſchlichen Willen analogen Urſache © zugefchrieben werden. 
Wenn die merkwürdigen Ereigniffe vor der Beobachtung weit wahrſchein— 
licher waren als die übrigen, fo wird die Wahrfcheinlichkeit der Wirkung 
einer Urſache © ehr geſchwächt, und ſie kann ſo gering ſein, daſſ es nicht 
nöthig iſt, ſie in Betracht zu ziehen Ka 3 A Fk 

Transformation der Formeln für die Wahrfcheinlichkeiten * Urſachen und 
künftigen Ereigniſſe, wenn die Anzahl der möglichen Urſachen unendlich 
groß iſt, in beſtimmte Integrale, Man braucht die gemeinſchaftlichen Urs 
fachen vergangener und Fünftiger Greigniffe nicht zu betrachten und Tann 
beide als zufammengefeste von demfelben einfachen Ereigniffe G, deſſen 
unbefannte Wahrjcheinlichkeit unendlich viele Werthe. haben Tann, abhän— 
gige Erreigniffeabetrchte hun EI ER 666. 


. 8.3640, 


§. 41—-42, 


8.4345, 


Anwendung diefer Integrale auf die Aufgabe, wo man, wenn dad Ereig-- 


niff @ in m -Hn Berfuchen mımal und das entgegengefegte Ereigniff H 
die übrigen mal ftattgefunden hat, die Wahrfcheintichkeit beftimmen fol, 
daff diefe beiden Ereigniffe in m’ En’ Fünftigen Verfuchen refp. m’ und 
nm’ mal ftattfinden. - Der Fall, wo man a priori weiß, daff fi die un: 
bekannte Wahrfcheinlichkeit von @ fehr wenig: von einem gegebenen Bruche 
entfernt AR IN REIFE A TB RI PENE 
Ausiprud) des Theoremes von Jacob Bernoulli, daff fi die Greigniſſe 
in einer fehr großen Anzahl von Verfuchen in’ dem Verhältniſſ ihrer reip- 


5 46-48, 


bekannten oder. unbekannten, aber: alö conftant vorausaefegten Wahrz , 


fheinlicjkeiten wiederholen. Anwendung auf ein Beilpiel aus der Arith- 
metique morale von Buffon. Andeutung des auf die Binomialformel 
gegründeten Beweifes-des Bernoullifhen Theoremes +. 
Ausſprüche dreier allgemeiner Sätze, welche im vierten Kapitel bewiefen werz 
den und fi) auf die Wiederholung der Ereigniffe beziehen, deren Wahr: 
ſcheinlichkeiten fih während der Verſuche auf eine beliebige Weife ändern. 


* 


8. 49—5l, 
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Hieraus wird das allgemeine Gefeg der großen Zahlen abgeleitet. 
Diefes Geſetz ift in zwei Gleichungen enthalten, welche die Grundlage 
aller wichtigen Anwendungen der Wahrfcheintichkeitsrecdhnung bilden „ + 55294. 
Anwendung der erften Gleichung auf Beiſpiele. Wefentlicher Unterfchied zwi— 
fchen der Anwendung der conftanten und der mittleren Wahrfcheintichteit 
der Ereigniffe, wenn beide aus der Beobachtung abgeleitet werden. Con— 
ftantes Verhältniff der männlichen und weiblichen Geburten. Verhältniſſe, 
welche zwifchen den Uebereinftimmungen und Nichtübereinftimmungen des 
Gefchlechtes der Erfigeborenen aus ein und derfelben Ehe ftattfinden müffen $. 5959, 
Angabe der Berechnung der mittleun Beobachtungsfehler, der mittlern fers 
nern Lebensdauer in verfchiedenen Altern und des Einfluffes der Winde 
auf die Höhen der Ebbe und Fluth als Anwendung der zweiten Gleichung $. 60-62, 
Digreffion über das Prinzip der Saufalität. Widerlegung der Meinung 
Hume’s über das bloße Zufammentreffen der Urfahe und Wirkung. 
Es wird gezeigt, daſſ die Eriftenz einer Urfache, welche ein Ereigniff 
nothbwendig hervorbringt, eine fehr große Wahrfcheinlichkeit haben Tann, 
obgleich das Ereigniff nur eine Kleine Anzahl von Malen beobachtet if. 8.63—64, 
Mahrfcheinlichkeit der Eriftenz oder Nichterifteng einer permanenten Urfache 
gewiſſer Erfcheinungen, welche ſich mit veränderlichen Urfachen und mit 
dem Bufalle verbindet, und diefe Erfcheinungen nicht beftändig hervor 
bringt. Was man bei den Spielen unter Glüd und Unglüd vers 
ftehen Ua ee ern 0 
Drittes Kapitel. Berechnung der Wahrfheinlidkeis- 
ten, welche von fehr großen Zahlen abhängen, wenn 
die abfiracten Wahrjcheinlichkeiten während der Ver— 
fude Kontant-brfeiben: Sn RR er ee Seite 130, 
Nothwendigkeit, fich der Annäherungsmethoden zur Berechnung der Werthe 
dir Producte aus einer fehr großen Anzahl ungleicher Factoren zu bedie— 
ren. Laplace’s Methode, die vorher durch beftimmte Integrale aus- 
gedrücten FSunctionen großer Zahlen in convergirende Reihen zu verwan= 
dein. Anwendung biefer Methode auf das Product 1.2.3... ber 
natürlichen Zahlen. Wallis Formel 2... ee. 00086668, 
Beftimmung der Wahrfcheinlichkeit, daff in einer fehr atoßen Anzahl m+n 
von Verfuchen von den beiden entgegengefegten Ereigniffen E und F das 
eine mmal und das andere nmal ftattfindet. Verminderung diefer Wahrfchein: 
lichkeit, wenn die conftanten abftracten Wahrfcheinlichkeiten von E und F, 
fiatt a priori gegeben zu fein, aus einer großen Anzahl von Beobachtun- 
gen abgeleitet find. Beifpiele eines befondern Balles, wo ſich die abftracten 
Mahrfcheinlichkeiten diefer beiden Ereigniffe während der Verfuche ändern F. 69—72, 
Transformation eines Theiles der binomifchen Formel in eine andere, welche 
ſich in ein beftimmtes Integral umformen läſſt. Anwendung der Las 
place’fchen Methode auf diejes Integral. Formeln, welche die Wahr: 
ſcheinlichkeit ausdrücken, daff bei mn Berfucdien das Ereigniff E wer 
nigftens mmal, und das entgegengejeäte Ereigniff Fhöchftens nmal 
ftattfindet. Wahrfcheinlichkeit, daſſ diefe Zahlen me und 9» zwifchen Grenz 
zen liegen, welche den abftracten Wahrfcheinlichkeiten der beiden Ereig- 
niffe nahe zu proportional find. Wahrfcheinlichkeiten, daff eine dieſer 
Zahlen die eine oder die andere diejer beiden Grenzen nicht erreicht . . $. 73—79. 
Die vorhergehenden Formeln führen auf das $. 49, angeführte Theorem von 
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Sacob Bernoulti. Der Fall, wo die abftracte Wahrfcheintichfeit ei= 
nes der beiden Ereigniffe E und Ffehr gering ift. Wahrfcheinlichkeiten 
einer zwifchen gegebenen Grenzen liegenden Differenz der Zahlen m und 7%, 
wenn die abftracten Wahrfcheinlichkeiten von E und gleich oder vers 
fchieden find. Einfluff des Zufalles bei einer fehr großen Anzahl m + 
von: Verfuchennn RT TER 
Wahrfcheinlichkeit der Grenzen, zwiſchen welchen die unbekannte abftracte 
MWahrfcheinlichkeit des Ereigniffes Z liegt, wenn fie nach der Zahl berech— 
net wird, welche angibt, wie vielmal diejes Ereigniff in einer fehr gro— 
fen Anzahl von Verfuchen ftattgefunden hat. Unendlich Eleine Wahrfchein: 
lichkeit, daff diefe abjtracte Wahrfcheinlichkeit genau einem gegebenen Bruche 
gleich ift. Ableitung der Wahrfcheinlichkeit eines aus Z und dem ihm 
entgegengefesten Ereigniffe F zufammengefegten Ereigniffes aus der vor— 
hergehenden Wahrfcheinlichkeit, Anwendung der erhaltenen Formel auf ver= 
ſchiedene Beifpiele, Wahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff Z, welches in 
mn Berfuhen m mal ftattgefunden hat, in einer andern fehr großen 
Anzahl m’--n! von Berfuchen e’mal ftattfinden wird. Ausdruck diefer 
Wahrſcheinlichkeit, wenn ſie einer gegebenen Differenz der Verhältniſſe 
klei 
m+n 
verfchiedener Ereigniffe, welche bei einer gegebenen Anzahl von Verſuchen 
aud) eine gegebene Anzahl von Malen ftattgefunden haben, Numerifche 
Anwendung der vorhergehenden Sormeln auf das $, 50, angeführte Bei: 
ipiel aus Buffon’s Werfen . . » ca ee 
Auflöfung einer Aufgabe, welche eine wichtige Anwendung geftattet. Folge— 
rungen daraus in Beziehung auf die Wahlen der Deputirten durd) eine 
HTOBt. ANSUnE VON‘ ASSCHICHDERT ne oe ea ae er Sa, 


Niertesfepitel. Fortſetzung der Berechnung der Wahr— 
ſcheinlichkeiten, welche von fehr großen Zahlen ab— 
hängen, wenn die abftracten Wahrſcheinlichkeiten 
fih auf eine beliebige Weife ändern...» 2 ne. 

Zransformation der Regel in $. 20, in eine durd ein beftimmtes Sntegral 

ausgedrüdte Formel. Anwendung diefer Kormel auf den Fall einer fehr 
großen Anzahl von Verſuchen. Beftimmnng der Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
in diefen mn Berjuchen das Ereigniff E eine Anzahl m von Malen 
ftattfindet, welche zwifchen gegebenen Grenzen liegt. Hieraus ergibt fich 
nad) dem erften in $. 52. angeführten allgemeinen Gase, daſſ diefe Zahl 
nı ſehr nahe und höchſt wahrfcheinlich der mittlern Wahrjcheinlichkeit von 
E in diefer Verſuchsreihe proportional ft 2.0 ++ 2 2 nen. 
Mahrjcheinlichkeit, daff die Summe der Werthe einer beliebigen Größe, 
welche in einer gegebenen Anzahl von Verfuchen ftattfinden, zwifchen ge— 
gebene Grenzen. fällt, fowohl wenn die Anzahl der möglichen Werthe be: 


m’ 
und „., OR] entfpricht. Vergleihung der Wahrfcheinlichkeiten zweier 


grenzt ift, als wenn fie unendlich groß wird. Der Ausdrud diefer Wahr: 


fcheintichEeit in beftimmten Sntegralen wird in dem befondern Falle, wo 
alle möglichen Werthe eine gleiche abftracte Wahrfcheinlichkeit haben , welche 
während der Verfuche conftant bleibt, unter endlicher Form erhalten. 
Verification diejes befondern Refultates und der allgemeinen Formel in 


$. 50-82, 


$. 83—89, 


$. 90-93, 


Seite 207, 


5.96, 


dem einfachften Falle, wo nur ein Verſuch ftattfindet 2... ..897-10, 
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Bei der Anwendung dieſer Formel auf den Fall einer ſehr großen Anzahl 
von Beobachtungen wird der in $. 53. ausgeſprochene Lehrſatz bewieſen, 
wornach, wenn dieſe Anzahl von Beobachtungen fernerweit immer 'grös 
Ber und größer wird, der mittlere Werth der betrachteten Größe fich eben= 
falls einem conftanten Werthe AK nähert, mit welchem er zufammenfallen 
würde, wenn die Anzahl der Beobachtungen unendlich groß werden könnte. 
Diefer fpecielle conftante Werth ift von, dem Wahrfcheinlichkeitögefege al— 
ler möglichen Werthe abhängig, und die mehr oder weniger wahrfcheins 
lichen Grenzen einer Differenz d zwiichen diefem conftanten und dem mitt- 
lern Werthe aus einer fehr großen Anzahl von Beobachtungen find eben 
fells von einer andern fich. auf daffelbe Wahrfcheinlichkeitsgefeß beziehen 
den Gonftante A abhängig... Beftimmung diefer beiden Gonftanten k und A 
in den einfachften Hypothefen über das Wahrfcheinlichfeitsgefeg.  Unters 
fuhung des Falles, wo nad) diefem Geſetze die Anzahl der möglichen 
Werthe unendlic) groß U el ni 601103. 
Beweis des zweiten in $. 52. angeführten allgemeinen Satzes, wodurd) der 
vollftändige Beweis a priori-des allgemeinen Gefeßes der großen Zahlen, 
welches bis dahin nur als ein Beobachtungsfactum betrachtet wurde, ge— 
fügt af, re ei rer 
Regel, nach welcher die Grenzen der Differenz d, welche eine gegebene Wahrz 
Scheinlichkeit haben, aus dem Beobachtungsrefultate, oder umgekehrt die 
einer gegebenen Größe diefer Grenzen entiprechende Wahrfcheinlichkeit ab— 
geleitet werden » nee» Beta sie 10106: 
Wahrfcheinlichkeit gegebener Grenzen * Differenz der mittlern Werthe der— 
ſelben Größe, welche durch zwei verſchiedene Beobachtungsreihen erhals 
ten find. Regel, aus zwei oder mehrern Beobachtungsreihen den vor— 
theilhafteſten Näherungswerth diefer Größe abzuleiten, wenn die mittlern 
Werthe wirklich gegen ihren genauen Werth convergiren, d. h. wenn für 
jede Beobachtungsreihe die. ſpecielle Gonftante diefer wahre Werth ift 8. 107—108, 
Wahrſcheinlichkeit gegebener Grenzen eines Unterſchiedes zwiſchen den Ver— 

—— und — 
hältniſſen — — 
wie vielmal daſſelbe Ereigniff EZ in m+n und mn Verſuchen ſtatt⸗ 
gefunden hat, und diefen legten Anzahlen der Verfuche, wenn alle mög— 
lichen Urſachen von E in beiden Verfuchsreihen diefeiben find, obgleich 
fi) die abftracten Wahrſcheinlichkeiten dieſes Ereigniſſes während jeder 
Verſuchsreihe auf eine beliebige Weiſe ändern können . » » re, 

Auflöfung einer Aufgabe in Beziehung auf die Neigungen der Planetenbah 
nen gegen die Ekliptik und auf ihre Excentricitäten. Auflöſung einer 
ähnlichen, ſich auf die Neigungen der Kometenbahnen beziehenden Auf— 
gabe. Hieraus folgt mit einer ſehr großen Wahrſcheinlichkeit, daſſ die un— 
bekannte Urſache der Bildung der Kometen die verſchiedenen Neigungen 
ihrer Bahnen, ſowie die directe oder retrograde Bewegung derſelben nicht 
ungleich wahrſcheinlich gemacht hat. Ferner folgt hieraus auch, daſſ die 
mittlere Neigung der Bahnen aller exiſtirenden Kometen wahrſcheinlich 
ſehr wenig von der mittlern Neigung der Bahnen der bis jest beobach— 
ten Kometen verfchieden ift, Note über die Sternfchnuppen » « . 10-1, 

Veberficht der wichtigften in diefem und dem vorhergehenden Kapitel abge— 
leiteten Sormeln. Bemerkung über die Anwendung der Wahrfcheinlichkeitös 

** 


der Zahlen m und m’, welche ausdrücken, 
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rechnung auf ein durch Beobachtungen erhaltenes Syſtem von Bedins 
gungsgteihungen “on nn a ER US, 
FünftesKapitel Anwendung der allgemeinen Regeln 
der Wahrfheinlidhkeitsrehnung auf die Entfdeis 
dungen ber Gejhworenengerihte und der Tribus 
nat Br end IB rer Ste. 
Beftimmung der Wahrſcheinuchkeiten, daff ein Ungeklagter bei einer beſtimm⸗ 
ten Stimmenmehrheit durch Geſchworene, wovon für jeden eine gegebene 
MWahrfcheintichkeit des Nichtivrens ftattfindet, verurtheilt oder freigefpros 
den wird, wenn. die ebenfalls gegebene Wahricheinlichkeit der Schuld des 
Angeklagten ‚welche vor der Urtheilsfällung ftattfand, in Betracht gezo— 
gen wird,  Beftimmung der Wahrfcheinlichkeiten, daff der unter diefen , 
Umftänden verurtheilte oder freigefprochene Angeklagte ſchuldig oder uns 
Thuldig ift, vermittelft der Regel für die Beftimmung der Wahrfcheinlich- 
keit der. Urfachen oder Hypotheſenn.. air ss HA—IT. 
Formeln für. den Fall einer beliebigen Anzahl: von Geſchworenen, für welche ° 
die Wahrjcjeinlichkeit des Nichtirrens diefelbe ift, und wenn die Entfchei- 
dung bei. einer gegebenen Stimmenmehrheit oder bei einer gegebenen 
tleinften Stimmenmehrheit ftattfinden werden, oder ftattgefunden haben. 
Nachweiſung, daff die Wahrfcheintichkeit des Ausfpruches einer Verurtheiz 
lung immer Kleiner ift, als die Wahrfcheinlichkeit der Schuld vor der Urs 
theitsfälung. Die Wahrfcheinlichkeiten der Nichtigkeit eines Urtheiles 
hängen unter übrigens gleichen Umftänden nur. von der Stimmenmehrheit 
ab, bei welcher das Urtheil gefällt ift, und’ nicht von der Geſammtzahl 
der Geſchworenen, wenn die Wahrfcheinlichkeit ihres Nichtirrens a priori . 
gegeben ift, was nicht mehr ftattfindet, wenn dieſe Wahrfcheinlichkeit a 
posteriori aus der befannten Stimmenmehrheit abgeleitet werden mufl $. 118-120, 
Anwendung diefer Formeln auf den Fall, wo die Anzahl der Gefchworenen 
ſehr groß ift, und es folglich wenig wahrfcheintich it, daſſ eine Verurthei— 
lung bei einer kleinen Stimmenmehrheit ausgeſprochen iſt, oder ausge— 
ſprochen wird EEE PER RE N ee 
Lehrfag in Beziehung auf ein aus einer beliebigen Anzahl von Geſchwore— 
nen, wovon es für jeden:mehrere verfchiedene und ungleich wahrfcheinliche 
Wahricheinlichkeiten des Nichtirrens gibt, beftehendes Gefchworenengericht, 
Beifpiel der Berechnung der mittlern Wahrfcheinlichkeit, wenn die Ans 
zahl der möglichen Wahrfcheinlichkeiten unendlich groß wird und ihr Wahr- 
Icheinlichkeitsgefeg. gegeben ift. Diefe mittlere Wahrſcheinlichkeit ift für 
alle Gefcyworene diefelbe, wenn fie zufällig aus derfelben allgemeinen Liſte 
genommen werden müffen. Formeln, welche in diefem Falle die Wahrz 
ſcheinlichkeiten ausdrücken, daff eine Verurtheilung ausgeſprochen wird, 
daſſ ein Verurtheilter ſchuldig iſt, und daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Ir— 
rens der Geſchworenen zwiſchen gegebenen Grenzen gelegen hat 8.122127. 
Anwendung dieſer Formeln auf ein Geſchworenengericht, welches aus einer 
jehr großen Anzahl von Gefchworenen befteht 2 e 02 0004 .8128-13], 
Zur. Anwendung dieſer Formeln wird in allen Fällen erfordert, daff man 
hinſichtlich des Wahrfcheintichkeitsgefeses der Wahrfcheinlichkeiten des Ir— 
rens der Gefchworenen eine befondere Vorausjesung macht. Unterfuchung 
der Laplace’fchen Hypotheſe. Folgerungen, welche fi) daraus ergeben 
und fie unzuläffig machen, Die Unmöglichkeit, über diefes Wahrfcheinlich- 
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feitögefeß irgendeine gehörig motivirte Hypotheſe aufzuftellen,, macht es 


auch unmöglich, die Wahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit eines einzelnen Urs 


theiles nad) ‚der bekannten Anzahl der Gefchworenen und der "Stimmens ı 


mehrheit, bei: welcher es gefällt ift, zu beftimmen. Nothwendigkeit der 
Anwendung einer großen Anzahl von Beobachtungen, um daraus die beis 
den in den Formeln vorkommenden fpeciellen Elemente, nämlich die allen 
' zufällig auf. derfelben allgemeinen Kijte genommenen Gefhworenen ges 
meinfchaftliche Wahrfcheinlichkeit w des Nichtivrens derfelben, und die aus 
der Vorunterſuchung refultivende Wahrfcheinlichkeit A der Schuld der Anz 


geklagten, abzuleiten « » 0.2.» Da a ee 1, 


MWahrfcheinlichkeiten, daff der Unterschied — dem Verhältniſſe der durch 
eine Reihe von Beobachtungen erhaltenen Anzahl der Verurtheilungen zu 
der Anzahl der Angeklagten, und zwiſchen dem ſpeciellen Werthe, wel— 
chen dieſes Verhältniſſ erreichen würde, wenn dieſe Anzahlen unendlich 
groß würden, zwifchen gegebenen Grenzen liegt, und endlich, daſſ der 
Unterfchied zwifchen dem erften Verhältniffe und dem ſich aus einer an— 
dern Reihe von Beobachtungen ergebenden analogen Verhältniffe zwilchen 
ebenfalls gegebenen Grenzen liegt: sv ne 2 er 0 00. 

Beobachtungsdata aus den Comptes generaux zur Beftimmung der Zah— 
Ienwerthe von u und A. Diefe Data find verfchiedene Verhältniffe, auf 
welche die vorhergehenden Wahrfcheinlichkeitsformeln angewandt werben, 
ehe man ſich ihrer bedient. Kinfluff der fucceffiven Veränderungen der 
Griminalgefeggebung in Frankreich auf die Größe diefer Verhältniſſe. 
Eintheilung der Verbrechen in zwei verfchiedene Arten. Die Werthe von 
u und k find für diefe beiden Arten von Verbrechen fehr verjchieden 5 
allein bis jest ift man genöthigt, fie für alle Departements als faft gleich 


ORFUNEHNIEN , Tran An a . 0.0. 135-138, 


Berechnung diefer Werthe für ganz Frankreich Br fur das Seinedepartes 
ment allein. Wahrfcheinlichkeit, daff nach diefen Werthen ein Verdam— 
mungs= oder Freilprechungsurtheil bei der Einftimmigfeit der Geſchwo— 


renen ausgefprocden it « +... : nee ce ec 8139-142, 
Bedeutung der Ausdrüde ſchuldig und tus Le PAR 


Formeln, welche für einen Angeklagten das Maß der Gefahr ausdrücken, ver- 
urtheilt zu werden, obgleich er nicht verurtheilbar ift, und für die menſch— 
liche Sefellfhaft das Maß der Gefahr der Freiiprechung eines Angeklag— 


8.134, 


142. 


ten, welcher hätte verurtheit werden müffen +» «2 2 2 0.2. 14 


Berechnung der Zahlenwerthe diefer Maße, fowie der Wahricheinlichkeiten 
der Unfchuld und Schuld der Angeklagten zu verfchiedenen Zeiten, wäh: 


rend welcher die Gefeßgebung diefelbe geblieben ft. 2 0 2 002. 144-180. 


Andeutung einer ähnlichen Rechnung , welche nicht ausgeführt werden Eann, 
weil es hinfichtlich der Entfcheidungen der Gorrectionspoligei und der der 


Militärjuftiz an den nöthigen Beobachtungsdaten fehlt . 2 2. 


Formeln für die Wahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit der Entſcheidungen in der 


eriten und in der Appellationsinftang der Gipvilproceffe « +» +. $&148—149, 


Wegen Mangels der zur Beſtimmung der beiden in dieſen Formeln vor= 
fommenden Elemente erforderlichen Beobachtungsdata mufften die Wahr: 
fcheinlichkeiten des Srrens für die Richter der beiden fucceffiven Inſtan— 
zen als gleich angenommen werden. Berechnung diefer Wahrfcheinlichkeit 
nad) dem ducch die Beobachtung gegebenen VBerhältniffe der Anzahl der 


146, 


wo 
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durch die Appellationshöfe beſtätigten Erkenntniſſe zu der Anzahl der jährs 
lich vor die Appellationshöfe gelangenden Erfenntniffe erſter Snftanz. 
Die geringe Veränderung diefes Verhältniffes während drei fucceffiver 
Sahre ift ein fehr merkwürdiger Beweis des Geſetzes der großen Zahlen. 
Aus diefem Beobachtungsdatum werden die Wahrfcheinlichkeiten der Rich— 
tigkeit der Entſcheidungen der erften und zweiten Inſtanz, ſowohl wenn 
fie einftimmig, ald wenn fie entgegengefegt find, abgeleitet 2.» & 150-1351. 


Anhang J. Anwendung der Wahrſcheinlichkeitsrechnung 
auf die Berechnung der Fribrenten, Lebensverfiher 
LUNGEN UT WEN. era 9 Eee 006 0 — 
Gonftruction der Mortalitätstafln + + er 666— 
Mathematiſches Gefeh der Sterblichkeit. 2 2 2.7 
Bufammengefeßte Lebenswahrfcheinlichkeiten . . 0 v2 0 2 2 0 2.8820. 
Leib = oder Kebensrenten. Temporäre und aufgefchobene Leibrenten. : Leib 
renten auf verfchiedene Verbindungen von Perfonen und bei einer be= 
flimmten Ordnung des Neberlebens . . 0 ne. 0 8,2132. 
gebensderficherungen ss... Tele 0 SR, a EUER ALU eu, 
Zeemporäre Lebensverfiherungen 2 ne se. dee ehr 
Aufgefhobene Lebensverfiherungen « + 2 2 0 2 2 2 2.2.8.3, 
Bon den Verficherungen, welche von einer- beftimmten Ordnung des Ueber: 
iebens_abhanden „ . eo ie yo a es Pr RA 
Bon den Leibrenten auf fucceffive Befißet » +» « + 0 v2 0 2. 2.8.4548, 
Hnbang HH. Von der moralifhen Hoffnung . . . . . Seite 466, 
Auhbang HUE. Ueber die Wahrſcheinlichkeit der mittlern 
PBLEOHRWEUNGSLEIULLALE Seite 477. 
Anhang EV. Ueber die Anwendung der Baprfheinlid- 
keitsrehnung auf die Naturphilofophie EEE TB ——— 
Sterblichkeitstafeln FREENET A 2 a res 


Erftes Kapitel. 
Allgemeine Regeln der Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 


F Die Wahrſcheinlichkeit eines ungewiſſen Ereigniſſes 
iſt der Grund, welchen wir haben, zu glauben, daſſ es ſtattfinden 
wird, oder ſtattgefunden hat. 

Die Wahrfcheinlichkeit eines ungewiffen Ereigniffes ift unter übri= 
gens gleichen Umftänden für den Fall, daß es flattfinden wird, oder 
ftattgefunden hat, für uns diefelbe, obgleich beide Falle an fich fehr 
verfchieden find. Die Wahrfcheinlichfeit, daſſ z. B. aus einer Urne 
mit einer befannten Anzahl weißer und fchwarzer Kugeln eine 
weiße gezogen werden wird, ift für uns Diefelbe, als die, daſſ eine 
bereitö gezogene Kugel, deren Farbe wir noch nicht Eennen, eine weiße 
iſt; denn wir haben offenbar in dem erften und zweiten Falle denfel- 
ben Grund, zu glauben, daſſ diefe Kugel eine weiße ift. 

Da die Wahrfcheinlichkeit eines ungewiffen Ereigniffes von unfe= 
rer Kenntniſſ in Beziehung auf daffelbe abhängt, fo kann fie bei dem- 
felben Ereigniffe für verjchiedene Perfonen verfchieden fein. Wenn 3.3. 
eine Perfon blos weiß, daſſ die eben erwähnte Urne weiße und ſchwarze 
Kugeln enthält, und wenn eine zweite Perfon außerdem weiß, daff 
mehr weiße, als fchwarze Kugeln darin enthalten find; fo hat diefe 
zweite Perfon mehr Grund, als die erfte, zu glauben, daſſ eine weiße 
Kugel aus der Urne gezogen wird, oder mit andern Worten: der Zug 
der weißen Kugel hat für die zweite Perfon eine größere Wahrfchein- 
lichkeit, als für die erfte. 

Hierin liegt der Grund, weshalb zwei Perſonen zuweilen über daſ— 
ſelbe Erxeigniſſ entgegengeſetzte Urtheile fällen, wenn fie in Beziehung 
auf diefes Ereigniff verfchiedene Kenntniffe beſitzen. Wenn -Z und B 
diefe beiden Perfonen bezeichnen und A weiß Alles, was D bekannt ift 
und außerdem noch Einiges mehr, fo muſſ das Urtheil der Perfon A 

Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. 2c. 2 
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für das vichtigere gehalten und ihre Meinung angenommen werden, 
wenn man zwifchen den entgegengefegten Urtheilen von A und DB wäh: 
fen muff, obgleich Diefe Meinung fich auf eine geringere Wahrfcheinlich- 
feit ftügen fan, ald die von D, d. h. obgleich die Perfon A weniger 
Grund hat, ihre Meinung für die richtige zu halten, als B in Ber 
ziehung auf die ihrige. 

Man muff daher im Allgemeinen eine abftracte Wahrſchein— 
lichkeit Wahrfcheinlichkeit an fi, chance) und eine indie 
viduelle, fubijective, ſich auf eine beftimmte Perfon be- 
ziehende Wahrfcheinlichfeit (Wahrſcheinlichkeit ſchlecht 
bin, probabilité) eines ungewiſſen Ereigniſſes unterſcheiden. Gewoͤhn⸗ 
lich werden wir ohne Unterſchied beide Arten von Wahrſcheinlichkeiten 
durch das Wort »Wahrſcheinlichkeit« ohne weitern Zuſatz bezeich— 
nen; aber wenn es noͤthig ſein wird, ſie von einander zu unterſcheiden, 
fo werden wir uns des Ausdruckes »abſtracte Wahrſcheinlichkeit« 
bedienen, um die Wahrfcheinlichkeit eines ungewiffen Ereignifjes an 
fich und ımabhängig von der Kenntniff, welche wir davon haben, zu 
bezeichnen, während der bloße Ausdruck »WahrfcheinlichFeit« immer 
die Mahrfcheinlichkeit eines ungewiſſen Ereigniffes in Beziehung auf eine 
gewiffe Perfon bezeichnen fol. | 

8.8. in dem-Spiele »WWappen oder Schrift« ift die abftracte 
Wahrfcheinlichkeit für das Treffen des Wappens und die für dad Trefs 
fen. der Schrift von der phyſiſchen Befchaffenheit des in die Luft ges 
worfenen Muͤnzſtuͤckes abhängig. Man kann es als phyſiſch unmöglich 
betrachten, daſſ die eine dieſer abſtracten Wahrſcheinlichkeiten der an— 
dern gleich fei; aber dennoch iſt fuͤr uns die Wahrſcheinlichkeit fuͤr das 
Treffen des Wappens abſolut dieſelbe, als die fuͤr das Treffen der 
Schrift, wenn und die phyſiſche Beſchaffenheit des geworfenen Münze 
ſtuͤckes unbekant ift, und wenn wir noch feine Berfuche damit angeftelt 
haben. Denn wir haben durchaus feinen Grund, zu glauben, daſſ 
das eine dieſer beiden Ereigniffe leichter ftaftfinden wird, als das an 
dere. Diefes ift jedoch nicht mehr der Fall, wenn mit dem Münz- 
Stücke bereit8 mehrere Verfuche gemacht find; denn die jeder Fläche des 
Muͤnzſtuͤckes entfprechende abftracte Wahrfcheinlichfeit andert fich zwar 
nicht während der VBerfuche, aber wenn Semand das Reſultat der Ber: 
fuche Eennt, fo ändert fih für ihn die Wahrfcheinlichfeit des kuͤnfti⸗ 
gen Treffens des Wappens oder der Schrift mit der Anzahl von Ma— 
len, welche dieſe Flaͤchen bereits oben gelegen haben. 

$. 2. Das Maß der Wahrſcheinlichkeit eines unge 
wiffen Ereigniffes ift das VBerhältniff der Anzahl der 
diefem Ereigniffe günftigen Fälle zu der Anzahl aller 


| 
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möglichen, fowohlder günftigen, als ungünftigen Fälle, 
vorausgefest, daſſ fie alle gleich möglich find oder daſſ 
fie alle diefelbe abftraete Wahrfcheinlihfeit haben. _ 

Diefer Sat bedeutet fo viel: daſſ, wenn diefes Verhaͤltniſſ für 
zwei Greigniffe gleich ift, wir denfelben Grund haben, zu glauben, 
daſſ das eine, oder das andere ftattfinden wird, und daſſ, wenn diefes 
Berhältniff für beide Ereigniffe verfchieden ift, wir mehr Grund ha— 
ben, zu glauben, daff das Ereigniff ftattfinden wird, für welches die— 
fes VBerhältniff am größten ift. 

Geſetzt 3. B. eine Urne A enthalte 4 weiße und 6 ſchwarze 
Kugeln und eine andere D enthalte 10 weiße ımd 15 ſchwarze 
Kugeln, fo ift das Verhältniff der Anzahl der dem: Zuge einer weißen 
Kugel günftigen Fälle zu der Anzahl aller. möglichen Fälle für die erfte 
Ume = 25 —=2 und für die zweite =1$=3, d. h. für beide Urnen 
gleich groß, und es kommt zunächft darauf an, zu beweifen, daſſ 
die Wahrfcheinlichfeit des Zuges einer weißen Kugel aus der einen 
oder andern Urne gleich groß ift, fo daſſ, wenn wir bei dem Zuge 
einer weißen Kugel irgend ein Intereffe hätten, für uns durchaus Fein 
Grund vorhanden wäre, lieber in die Urne A, als in die Urne D zu 
weiien 

In der That kann man ſich die in der Urne B enthaltenen 25 
Kugeln in 5 Gruppen getheilt denken, wovon jede aus 2 weißen und 
3 ſchwarzen Kugeln beſteht, und welche innerhalb dieſer Urne in einer 


beliebigen Ordnung liegen. Zur Unterſcheidung der Kugeln der einzel— 


nen Gruppen kann man die der erſten Gruppe mit der Zahl 1, die 
der zweiten mit der Zahl 2 u. f. w. bezeichnen. 
Um nun aus der Urne D eine weiße oder Schwarze Kugel zu zie⸗ 


hen, muff man ganz zufällig in die eine diefer 5 Gruppen greifen; da 


fie aber alle gleich viele weiße und ſchwarze Kugeln enthalten, fo folgt, 
dafj man, flatt die Gruppe, in welche man greift, zufällig zu wählen, 
nach Belieben wählen und 3. B. annehmen kann, daſſ es die Gruppe 


iſt, deren Kugeln mit der Zahl 1 bezeichnet find, ohne daſſ die ab- 


ftracte Wahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus der Urne 
B dadurch geändert wird. Diefes heißt aber nichts anders, als zuerft 


‚alle, mit der Zahl 1 bezeichnete Kugeln aus der Urne D herausnehmen 
und fie in eine andere Urne C legen, aus welcher man. alödanı zus 
fällig eine Kugel zieht. Die Wahrfcheinlichkeit de Zuges einer weis 
Ben Kugel aus der Urne B ift alfo von der Anzahl der darin enthal 


tenen Gruppen unabhängig, und dieſelbe, als wenn ſtatt der 5 Grup— 

pen nur eine einzige darin enthalten waͤre. Theilt man die 10 in der 

Urne A enthaltenen Kugeln in 2 Gruppen, jede von 2 weißen und 
* x 
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3 Schwarzen Kugeln, fo ergibt fich ebenfo, daſſ die Wahrfcheinlichkeit 
des Zuges einer weißen Kugel aus der Urne A dieſelbe ift, ald wenn 
dieſe Urne nur eine einzige diefer Gruppen enthielt. Folglich ift die 
WahrfcheinlichEeit für den Zug einer weißen Kugel aus der Urne Z, oder 
aus der Urne B diefelbe, als die des Zuges einer weißen Kugel aus 
einer dritten Urne C, welche nur 2 weiße und 3 fehwarze Kugeln enthält, 
d. h. beide find einander gleich, was zunächft bewiefen. werden follte. 

Mir wollen nun annehmen, daſſ eine Urne A, 4 weiße und 
3 ſchwarze und eine Ume B, 3 weiße und 2 fihwarze Kugeln ent= 
halte, fo daſſ das Verhältniff der Anzahl der dem Zuge einer weis 
Ben Kugel günftigen Fälle zur Gefammtzahl aller gleich) möglichen 
Fälle für die Ume A=# und für die Ume D=4 if. Da ver 
zweite Bruch den erften B 3, an Größe übertrifft, fo hat man 
auch mehr Grund zu glauben, daſſ aus der Urne D eine weiße Ku: 
gel gezogen wird, als aus der Urne 4; denn bringt man diefe beiden 
Brüche auf denfelben Nenner, fo verwandeln fie fih in 3% und SL, 
Nun ift aber nach dem eben Bewiefenen die Wahrfchein! icheeit des 
ges einer weißen Kugel aus der Urne A dieſelbe, als für eine Urne C, 
welche 35 Kugeln, nämlich 20 weiße und 15 fehwarze enthielte; und 
ebenfo ift die Mahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus der 
Urne D und aus einer Ume D, welche ebenfalls 35 Kugeln, naͤmlich 
21 weiße und 14 fhwarze, enthält, dieſelbe. Da aber jede diefer 
Umen C und D diefelbe Anzahl von Kugeln enthält, und D mehr 
weiße, als 0C; fo hat man offenbar mehr Grund, zu glauben, daſſ 
man cher aus der Urne D eine weiße Kugel ziehen wird, als aus der Urne 
C, und folglich ift auch der Zug einer weißen Kugel aus der Urne B 
wahrfcheinlicher, als der aus der Urne A, wodurch alfo der im. 
Anfange diefes 8. ausgefprochene Sa vollftändig bewiefen ift. 

Aus diefem Maße der Wahrfcheinlichkeit fcheint zu folgen, daſſ 
dieſer Bruch immer eine commenſurabele Groͤße ſein muſſ; allein wenn 
die Anzahl aller möglichen und die der einem ungewiffen Greigniffe guͤn⸗ 
ſtigen Faͤlle unendlich groß iſt, ſo kann ſeine Wahrſcheinlichkeit oder 
das Verhaͤltniſſ * zweiten Zahl zur erſten eine incommenſurabele Größe 
fein. Gefeßt z. B., s wäre die Ausdehnung einer ebenen Fläche und 
o die eines beſtimmten Theiles derfelben, fo ift offenbar die Wahr: 
fcheinlichkeit, daſſ der Mittelpunkt einer kreisfoͤrmigen Scheibe, welche 
auf die Fläche s geworfen wird, auf einen Punft von o fällt, dem 
Berhältniffe 0:5, deflen Größen incommenfurabel fein Tonnen, gleich. 

88 In den beiden heilen des vorhergehenden Beweiſes haben 
wir beijpielähalber beftimmte Anzahlen von Kugeln angenommen; aber 
es ift leicht einzufehen, daſſ unfere Chlüffe allgemein gültig und von 


5 
dieſen beſondern Zahlen unabhaͤngig ſind. Auch haben wir angenommen, 
daſſ das ungewiſſe Ereigniſſ, deſſen Wahrſcheinlichkeit man batrachtet, 
der Zug einer weißen Kugel aus einer Urne mit weißen und ſchwar— 
zen Kugeln ſei, fo daſſ die Anzahl der weißen Kugeln die Anzahl der 
dem ‚Ereigniffe günftigen Falle und die Anzahl der fchwarzen Kugeln 
die Anzahl der dem Ereigniffe ungünftigen Fälle ausprüdt. Diefe Vor— 
ausfeßung Fann man der leichteren Auffaffung der Schlüffe wegen bei 
einem ungewiffen Greigniffe jeder beliebigen Art immer machen. Wenn 
alfo Z ein ungewiſſes Ereigniff einer beliebigen Art ift, @ die Anzahl 
der feinem Stattfinden günftigen Fälle, 5 die Anzahl der ungünftigen 
Falle und > die Wahrfcheinlichkeit des Ereigniſſes Z bezeichnet; fo ift 
das Maß oder der Zahlenwerth diefer Wahrfcheinlichfeit nach dem eben 
Bewieſenen: 

> a — a 
’ | pP mes 
Sit Ferner FÜ das entgegengefegte Ereigniff von E, fo daſſ 
eins von diefen beiten Greigniffen nothwendig flattfinden muff, wie 
der Zug einer weißen oder der einer fihwarzen Kugel in den vor- 
hergehenden Beifpielen, und man bezeichnet die Wahrfcheinlichfeit von 
F' mit 935 fo hat man auch: 
| b 
F pe | | 


weil die dem reigniffe 2 ungünftigen. Fälle, dern Anzahl = iſt, 
die günftigen Falle für das Ereigniff Z” find. Hieraus folgt: 
p+9=1 
d. h. die Summe der Wahrfcheinlichkeiten zwei enfgegengefeßter Ereig: 
niffe, wie wir fie eben befinirt haben, it immer der Einheit gleich. 
Wenn wir nicht mehr Grund haben, das Stattfinden von FE zu 
glauben, als das von 2, fo find die Wahrfcheinlichkeiten dieſer beiden 
ungewiſſen Ereignijje einander glei, und man hat folglid P=y=%- 
Diefes ift der Fal, wenn man ein Muͤnzſtuͤck zum erften Male in bie 
Luft wirft, deffen phyſiſche Eonftitution uns unbefannt ift, wo Z als- 
dann das Obenhinfallen der einen der beiden Flächen und Z" das der 
andern ift, Statt eines Ereigniffes, welches flattfinden muſſ, oder nicht, 
ann Z auch ein beliebiges Ereigniff fein, wobei es darauf anfommt, 
zu wiffen, ob es wahr oder falſch iſt. Alsdann ift a Die Zahl der Fälle, 
in welchen wir es für wahr halten und 5 die Anzahl der Fälle, in 
welchen wir e8 für nicht wahr halten; p drüdt alddann die Wahrſchein— 
lichkeit der Wahrheit von Z und. g. die der Unwahrheit aus, 
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Wenn es gewiſſ ift, daff « und 5 wirklich die Anzahlen der den 
beiden entgegengefeßten Greigniffen 2 und F" günftigen und ungünfti= 
gen Falle ausprüden, fo find die Brüche p und z die abftracten Wahrs 
Scheinlichkeiten von Z und F’5 aber wenn die Beftimmung der Zahlen 
ae und 5 blos nach unfern Kenntniffen in Beziehung auf diefe beiden 
ungewiffen Greigniffe fattgehabt hat, fo find p und Y nur ihre Wahr: 
fcheinlichEeiten und Fünnen, wie weiter oben gezeigt worden, von ihren | 
unbekannten abftracten Wahrfcheinlichkeiten vwerfchieden fein. Diefe guͤn— 
ftigen oder ungünftigen Fälle müffen übrigens fowohl an und für fi, 
ald nach dem, was wir davon wijjen, gleich möglich fein. | 

84 Die Gewiſſheit wird in der Wahrfcheinlichkeitstheorie als 
ein befonderer Fall der Wahrfcheinlichkeit betrachtet, nämlich al3 der, wo 
für ein ungewiffes Ereigniff Fein ungunftiger Fall oder Feine entgegen: 
geſetzte Wahrfcheinlichkeit vorhanden if. Sie wird in der Nechnung 
durch die Einheit ausgedrudt, die völlige Unentfchiedenheit un: 
feres ES bei der Wahl zwifchen zwei entgegengefeßten Greigniffen 
durch 4 und die Unmöglichkeit durh 0. Diefer Begriff der Ges 
wiſſheit iſt fuͤr uns hier hinreichend, und wir brauchen ſie nicht an und 
fuͤr ſich und auf eine abſolute Weiſe zu definiren, was uͤbrigens auch | 
unmöglich fein würde; denn die abfolute Gewiffheit gehört zu den Dine 
gen, die man nicht definiren, fondern wovon man blos Beilpiele an— 
führen Fan. Unter den Greigniffen, welhe man gewifj nennt, gibt 
es nur- eine fehr Eleine Anzahl, welche es in aller Strenge find, wie 
3. B. unfere eigene Eriftenz, einige nicht ‚blos gewiffe, fondern an und 
für fich einleuchtende Grundfaße und gewifje andere Säbe, wie z.B. 
die Kehrfäße der Geometrie, deren Wahrheit man entweder direct be: 
weift, oder wovon man beweilt, daſſ das Gegentheil unmöglich ift. 
Dagegen haben die Ereigniffe, welche den allgemeinen Gefeßen der Na= 
fur nicht zuwiderlaufen und durch viele Zeugniſſe beftätigt werden, fo 
wie die, welche durch die tägliche Erfahrung beftätigt werden, nur eine _ 
fehr ſtarke WahrfcheinlichFeit, welche groß genug ift, daſſ man fie fo= 
wohl in dem gewöhnlichen Leben als felbft in den phyſiſchen und hi— 
ſtoriſchen Wilfenfchaften nicht von der abfoluten Gewiffheit zu unter: 
ſcheiden braucht. 

Es ift der Zweck der Mahtfcheinlichkeitsrechnung, bei jeder Unter— 
fuchung über ungewifje oder zweifelhafte Ereigniffe das Verhaͤltniſſ der 
Anzahl der dem Stattfinden eines ungewiffen Greigniffes, oder der 
Wahrheit deſſelben, günftigen Falle zu der Anzahl aller möglichen Fälle 
zu beftimmen, fo daff wir nach der Größe des fich der Einheit mehr 
oder weniger nähernden Bruches, welcher viefes Verhaͤltniſſ ausdruͤckt, 
den Grund beurtheilen oder abſchaͤtzen koͤnnen, welcher fuͤr uns zu der 
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Annahme vorhanden ift, daſſ das fragliche Ereigniff ftattgefunden hat, 
oder flattfinden wird, oder wahr ift, und daſſ wir auch auf eine 
ganz zuverläffige Weife diefen Grund der Annahme für das Stattfinden 
eines ungewiffen Ereignifjes mit dem für ein ganz anderes ungewiffes 
Ereigniff vorhandenen vergleichen koͤnnen. Die Wahrfcheinlichfeitärech- 
nung gründet fi auf eine Eleine Anzahl von Grundregeln, welche fich 
‚ in aller Strenge beweifen laffen, wie wir oben in 8. 2. an einem 
Beiſpiele gefehen haben. Diefe Grundregeln der WahrfcheinlichFeitsrech- 
nung müffen al3 ein nothwendiges Supplement der Logik betrachtet 
werden, weil es eine fehr große Anzahl von Unterfuchungen gibt, worin 
wir Durch Iogifche Schlüffe nicht zur völligen Gewiffheit gelangen koͤn— 
nen. Kein Theil der mathematifhen Wiffenfchaften ift fo vieler und 
unmittelbar nüßlicher Anwendungen fähig, als die Wahrfcheinlichkeits- 
rechnung, und wir werden im zweiten Kapitel dieſes Werkes fehen, 
daſſ fie fih auch auf die abftracten Streitfragen der allgemeinen Phi⸗ 
loſophie erftredt, wovon fie eine klare und unbeſtreitbare Auflöfung 
gibt. 

9, Wenn p und p! die Wahrfcheinlichkeiten zweier von einander 
unabhängiger Ereignijfe Z und ſind, fo wird die Wahrfcheinlichkeit 
ihres Zugleichftaftfindens oder des aus beiden zuſammeng e— 
ſetzten Ereigniſſes durch das Product ausgedruͤckt. 

Denn wir wollen annehmen, das Ereigniff beſtehe in dem 
Zuge einer weißen Kugel aus einer Urne AL, welche ce Kugeln, nam 
lich @ weiße und e—a Schwarze enthält, und das Ercignifj Z’ be- 
ftehe in dem Zuge einer weißen Kugel aus einer andern Urne A’, welche 
c' Kugeln enthält, worunter ſich @’ weiße und ce — a’ Schwarze bes 
finden; fo werden nah dem Vorhergehenden die Wahrfcheinlichfeiten Dies 
fer Ereigniffe Z und Z’ refp. ausgedrüdt dur: 


a a’ 


P=,P= — * 


und das zuſammengeſetzte Ereigniſſ beſteht alsddann darin, aus der 
Ume A und aus der Ume A zu gleicher Zeit eine weiße Kugel zu 
ziehen. Wenn man aber aus jeder diefer beiden Urnen ganz zufällig 
eine Kugel zieht, fo kann jede Kugel von A mit jeder Kugel der Urne 
A zugleich gezogen werden, fo daff die Anzahl aller gleichmöglichen Falle 
—cc if. Unter allen diefen Fällen find die dem zufammengefeßten - 
Ereigniffe günftig, welche aus allen Verbindungen jeder weißen Kugel 
der Urne A mit jeder weißen Kugel der Urne —“ beftehen, und die 
Anzahl diefer günftigen Fälle wird folglich dur das Product aa’ aus: 
gedruͤckt. Folglich wird die Wahrfcheinlichkeit des zufammengefehten Er- 
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a! 
eigniffes nach $. 2. durch das Berhättniff — — oder was daſſelbe iſt, 


durch Das Product ‚der beiden. Bruͤche > * p' ausgedrüdt. 


Ebenſo ergibt fih, dafi, wenn p, p’, p", ... die refp. Wahrfcheine 
lichfeiten einer beliebigen Anzahl von einander unabhängiger Ereigniffe 
E&,E,E',... find, die Wahrfcheinlichfeit ihres Bugleichftattfindens, 
oder eined aus allen diefen Ereigniffen zufammengefeßten Ereigniffes 
Durch das Product pp'p" ... ausgedrückt wird, Dieſer allgemeine 
Fall Yäfft fich auch aus dem befondern Falle ableiten, wo das zuſam— 
mengefeßte Ereigniff nur aus zwei, von einander unabhängigen Ereig- 
niffen befteht. Denn wenn das Product pp’ die Wahrfcheinlichkeit für 
das Zugleichftattfinden der Ereigniffe Z und 2’ ift, fo wird die Wahr: 
ſcheinlichkeit des Zugleichflattfindens dieſes zuſammengeſetzten Ereigniſſes 
und des Ereigniſſes Z“ ebenſo durch das Product aus pp’ und p“, 
d. h. durch ppp“ ausgedruͤckt. Ferner ift die Wahrſcheinlichkeit 
für das Zugleichſtattfinden dieſes zweiten zuſammengeſetzten Pk, 
und des Greigniffes 2’ dem Producte aus pp'p" und p', d.h. 
pp Dil gleich, U. f. f. 

Da die Bruͤche p, p', p, ... alle kleiner find, als die Einheit, 
wenigftens, wenn feins der Ereigniffe Z, 2, £”, ... gewiſſ iftz fo folgt, 
daſſ die Wahrfcheinlichkeit des zuſammengeſetzten Creignijfes Eleiner ift, 
als Die WahrfcheinlichFfeit jedes der Ereigniffe, woraus es zuſammen— 
gefegt if. Sie nimmt defto mehr ab, je mehr die Anzahl der einzel- 
nen Ereigniffe zunimmt, und fie würde im Allgemeinen vollig Null 
oder unendlich Elcin fein, wenn diefe Anzahl unendlich groß würde, 
Hiervon findet nur. eine Ausnahme flatt, wenn die unendliche Reihe 
der Wahrfcheinlichkeiten 2, p', pP", ... aus Gliedern befteht, welche 
fich der Einheit oder der Gewiffheit ohne Ende nähern, und in dieſem 
Falle hat ihr Product einen endlichen Werth, welcher Kleiner ift, als 
die Einheit. Wenn z.B. @ eine pofitive Größe bezeichnet, welche 
Eleiner ift, als die Einheit, oder höchftens ihr gleich, und man nimmt: 

PENDEL pl — ee) — — 
fuͤr die Werthe von p, p', pP", ...; fo iſt ihr Product oder die Wahr- 
ſcheinlichkeit des zuſammengeſetzten Ereigniffes nach einer bekannten For: 


. 147 ; — rip | 
EN HL ST, wo T, wie gewohnlih, das Verhaͤltniſſ des Kreise 
umfanged zum Durchmeffer bezeichnet. 

$. 6. Zur Erläuterung der vorhergehenden Regel für die Beſtim⸗ 
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fimmung der Wahrfcheinlichkeit eines zufammengefeßten Ereigniffes wol- 
len wir folgendes Beifpiel wählen: 

Es find zwei zufällig gewählte, aus derfelben Anzahl von Ziffern 
beftehende Zahlen unter einander gefchrieben, man fol die MWahrfcheinlich- 
feit beflimmen, daſſ man bei der Subtraction der untern Zahl von der 
obern niemals eine Ziffer der obern Zahl um eine nächft höhere Einheit zu 
vermehren, oder, wie man fich gewöhnlich ausdruͤckt, zu: borgen braucht. 

Jede der in der obern und untern Zahl einander correfpondirenden 
Ziffern kann 10 verfchiedene Werthe, nämlich 0, 1, 2, 3,4, 9,6,7,8,9 
haben, und folglich koͤnnen bei jeder PWartialfubtraction 100 verfchie= 
dene und gleichmögliche Fälle flattfinden. Sol nun diefe Partial- 
fubtraction ohne Vermehrung der obern Ziffer oder ohne Borgen möge 


lich fein, fo muſſ diefe die untere Ziffer übertreffen, oder ihr gleich 
fein, was in 55 der 100 verfchiedenen Fälle ftattfindet, namlich in 
einem Falle, wenn die obere Ziffer 0 ift, in zwei Fällen, wenn fie 1 
iſt, .. und in 10 Fällen, wenn fie 9 ift, welche Werthe eine arith⸗ 


metiſche Progreſſion von 10 Gliedern bilden, deren Summe —=2.0 
(1-+10)=55 ift. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man bei irgend einer 
Partialfubtraction nicht zu borgen braucht, wird alfo durch Ton aus⸗ 


gedruͤckt, und folglich ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ſich alle Partial- 
 fubtractionen ohne Borgen verrichten laſſen =(0,55)°, wo 2 ihre 
Anzahl oder die Anzahl der Ziffern der obern oder untern Dahl be= 
zeichnet. 


Wenn die von einander zu fubtrahirenden Zahlen 3. B. die Man- 
tiffen zweier, aus den Tftelligen Logarithmentafeln genommenen Logas 
rithmen find, fo ift: 

i=7, (0,55)! = (0,55)7 = 0,0152243, 
d, h. die gefuchte Wahrfcheinlichkeit Liegt zwifchen 5 und I. 

Auch die Wahrfcheinlichfeit, daff man, indem man zwei Zziffrige 
Bahlen zufammenaddirt, niemals etwas im Sinne zu behalten braucht 
bei jeder der einzelnen Partialadditionen, ift = (0,55)%. 

7 Denn die Ereigniffe Z,E',E",... dag fucceffive Statt: 
finden deſſelben Greigniffes Z find, und ihre Anzahl ift =m, fo ver- 
wandelt ſich das Product pp'p".... in die Potenz pm, welche 
folglich Die Wanrfcheinlichfeit ausdruͤckt, daff das Ereigniff Z bei m Ber: 
ſuchen, während welcher die Wahrfcheinlichkeit diefes Ereigniffes conftant 
und —=p bleibt, zmmal ftattfindet. Desgleichen, wenn Z und F zwei 
entgegengefeßte Ereigniffe jind, deren Wahricheinlichkeiten durch p und 
7 ausgedrüdt werden, fo daff p+y=1 ift ($.3.), und dDiefe Wahr⸗ 
Iheinlichkeiten bleiben während m-Hn Berfuchen conftantz; fo druͤckt das 
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Product pr gr die Wahrfcheinlichkeit aus, daff das Ereigniff Z, mmal 
und das Greigniff F, nmal in einer beflimmten Ordnung ftatt: 
findet, was fich aus der Regel in $. 5. ergibt, wenn man die Anzahl der | 
Greigniffe Z, E', Ey... glei m-n und für ı derfelben das Ereigniff 
E, aber für die m übrigen das Ercigniſſ Z" nimmt. Die Ordnung, 
in welcher diefe Greigniffe Z und I auf einander folgen ſollen, hat 
auf die Wahrfcheinlichkeit 2" g” des zufammengefehten Ereigniffes kei⸗ 
nen Einfluffz fie ift diefelbe, wenn dad Ereigniſſ E in den m erften ° 
und das Ereigniff- F in den n letzten Verſuchen, oder umgekehrt ftatt: 
finden, oder endlich, wenn dieſe Ereigniffe auf eine beftimmte Weife 
mit einander gemengt ftattfinden follen. Aber wenn bie Ordnung, in 
welcher die Greigniffe Z und F' ftattfinden follen, nicht beſtimmt ift, 
und in den mn Berfuchen, dad Ereigniff Z nur mmal und das 
Greigniif 7, mmal in einer beliebigen Ordnung ftattfinden follen; fo 
ift klar, daſſ die Mahrfcheinlichfeit diefes andern zufammengefegten Er: 
eigniſſes großer ift, ald die, welche einer beſtimmten Ordnung in der 
Aufeinanderfolge der Ereignijfe Z und F' entforicht,, und fie ift in der 
That ein Vielfaches von Dry”, wovon fpäter der allgemeine Ausdrud 
angegeben werden wird. 9: ER 
Wenn die Wahrfcheinlichkeiten vom Z und F einander gleich find, 
fo it p=y=#%, und wenn man m-tn=u fest, fo ift die Wahr- 
ſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniff Z, mmal und das Ereigniſſ F, nmal 
in einer beflimmten Ordnung bei den zu Verſuchen ftatfindet, = (HN, 
fo daſſ fie nicht bios von der Ordnung, in welcher die Greigniße £ 
und 7 ftattfinden, unabhäng ift, fondern auch von den Anzahlen der 
Fälle, in welchen fie ftattfinden, und nur noch ven Der Gefammtzahl 
der Verfuche abhängt. Dieſes ift der Fall bei einer Urne, welde 
gleich viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und woraus 4 fuccefjive 
Ziehungen gemacht werden, indem man bie gezogene Kugel jedesmal 
wieder hineinlegt. Die Wahrfcheinlichkeit, u weiße Kugeln zu ziehen, ° 
ift alddann der, m weiße und n fchwarze in einer beftimmten Ordnung 
zu ziehen, gleich. Wenn w eine ſehr große Zahl ift, jo find diefe 
beiden Wahrfcheinlichkeiten fehr Heinz aber die eine nicht Heiner, alß * 
die andere. Bor dem Beginnen der Zichungen wäre fein Grund für | 
die Annahme vorhanden, daſſ eher eine Reihe Kugeln von derfelben | 
Farbe, als eine gleich große Anzahl weißer und fehwarzer Kugeln in 
einer willfürlich beftimmten Ordnung gezogen werden. Wenn wir daher | 
fehen, daſſ 3. B. 30 Kugeln von derfelben Farbe aud der Urne ges 
zogen werden, und wir willen gewiſſ „daſſ fie ftetS dieſelbe Anzahl 
weißer und fchwarzer Kugel ‚enthält, ober wenn wir irgend ein ans 
deres Ereigniſſ beobachten, welches eine gewiffe Symmetrie darbietet, fo 


— 
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daſſ 3. B. SOmal abwechfeind eine weiße und eine ſchwarze Kugel, oder 
jedesmal 15 weiße und dann wieder 15 Ihwarze Kugeln gezogen wer: 
den; fo find wir zu der Annahme berechtigt, daff diefe regelmäßigen 
Erſcheinungen nicht die Wirkung des Zufalles find, fondern daff die 
Perfon, welche die 30 Kugeln gezogen hat, die Farbe jeder derſelben 
gekannt und abfichtlich gewählt hat. Im folhen Fällen hat das Da- 
zwilchentreten einer andern Urfache, als der Zufall, wie wir fpäter 
jehen werden, wirklich eine fich der Gewiſſheit fehr nähernde Mahr: 
fcheinlichkeit. * 


$. 8. Die Potenz 9” iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Das Ereig— 
niſſ Fununterbrochen mal ſtattfindet, und wenn man ſie von der 
Einheit abzieht, ſo erhaͤlt man folglich die Wahrſcheinlichkeit des ent— 
gegengeſetzten Ereigniſſes, d. h. die Wahrſcheinlichkeit, daſſ in den n 


ſtattfindet. Wenn man alfo die Wahrfcheinlichkeit dieſes zufammenge- 


fra Ban Verſuchen das Ereigniff Ewenigftens einmal : 


festen Ereigniffes mit 7 bezeichnet und 1—p ftatt 9 fest, fo folgt: 


r=1—(1—p)®, 


Wenn‘ man diefen Werth von r=4 feßt, fo fann man Die ı 
Anzahl der Verſuche beftimmen, welche erforderlich find, damit man | 
denfelben Grund für die Annahme deg Staͤttfindens des Ereigniffes Z, 


als für fein Nichtftattfinden bat, oder daſſ man 1 gegen 1 wetten 
kann, daff das Ereigniff Z bei diefer Anzahl von Berfuchen wenigftens 
einmal flaftfindet. Alsdann hat man: 


log 2 
log (1—p) 
Denn z. B. das Greignifj Z das Treffen einer Sechs oder einer 


(1—pr—=4, folgid n= 


andern befliimmten Zahl bei dem Wurfe mit einem gewöhnlichen Wuͤr⸗ 


fel ift, fo bat man: 
p=L,n=3,8018...,, | 
fo daſſ es vortheilhaft ift, zu wetten, daſſ die Zahl 6 bei vier Ver: 


fuchen wenigftens einmal getroffen wird. Wenn man mit zwei Wür: 


feln zugleich wirft und das Ereigniff 2 ift das Treffen einer doppelten 
Sechs, fo hat man: — 


A) 


= n=24,614.,.., 


3, Be ... 
welches zeigt, daſſ der Spieler im Vortheil ift, welcher wettet, bei 25 


Wuͤrfen wenigftens einmal eine doppelte Schs zu werfen, und ver im 


f in 4 


— 
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Nachtheil, welcher bei 24 Serfuchen einmal eine — Sechs zu 
treffen, wettet. 

Der allgemeine Ausdruck von 7 zeigt, daff, wie Klein die Wahr: 
fcheinlichfeit p eines Ereigniffes Z auch fein mag, wofern fie nur nicht 
ganz Null ift, die Anzahl 2 der Verſuche immer fo groß angenon- 
men werden kann, daſſ fih die Wahrfcheinlichfeit, daſſ das Ereigniſſ 
E wenigftens einmal ftattfindet, der Gewiffheit beliebig nähert. Denn 
wie wenig der Bruch 1—p aud von der Einheit verfchieden fein 
mag, fo kann man den Erponenten 2 dody immer fo groß annehmen, 
daſſ die Potenz; (T—p)*” Heiner wird, als ein gegebener Bruch, 
Hierin befteht eben der wefentliche Unterſchied zwiſchen einem abfolut 
unmöglichen Ereigniffe und einem Ereigniffe Z, deſſen Wahrfcheinlich- 
keit p Sehr Hein iſt; das unmögliche Greigniff findet niemals ftatt, 
während das auch noch To wenig mahrfcheinliche Ereigniſſ in einer hin⸗ 
reichend langen Reihe von Verſuchen ſehr wahrſcheinlich w fens ein⸗ 
mal ſtattfindet. — 
Nach dem binomiſchen Lehrſatze hat man: 


n.n—1.n—2 


| FRE 
d—pr=14+np+——p°+ 1.2.8 ep Ir 


und wenn n eine fehr große Zahl ift und » für n—1, n—2..... 
gefeßt wird, fo erhält man fehr nahe: 


a—pp=14np+ 4 + ete 


u 


wo die Reihe im zweiten Theile der er Gleichung die Ent: 
widelung von e-"P ift, indem e die Baſis der’ Neperfchen Logarith: 
men bezeichnet. Hiernach erhält man alfo: 


r—1l—enp 
® Im x ; 
für den Näherungswerth von 7. Wenn P= ift, fo iſt dieſer 


Werth dem Verhältniffe —— gleih. Wenn alfo die Wahrfcheinlich- 


feit eines Ereignifjes Z dur den Duotienten aus ber Einheit und 
einer fehr großen Zahl n ausgedrüdt wird, fo find fhon 2 Verſuche 
hinreichend, damit die Wahrfcheinlichkeit,, bafl das Ereigniff Z wenig- 


ſtens einmal ftattfindet, =T- oder ungefähr —2. wird, 


$. 9. Wenn zwei Greigniffe E Me FE, nicht von einander un: 
abhängig find, d. h. wenn das GStattfinden de einen auf die abflracte 
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Wahrfcheinlichfeit des andern Einfluff hat, fo ift die Wahrfcheinlichfeit des 
aus Kund 2, zufammengefesten Ereignifjes dem Producte pp, gleich, 
worin p die Wahrfcheinlichfeit des Greigniffes Z bezeichnet, welches 
zuerft fattfinden muff und >, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ, wenn das 
Ereigniſſ & Wu Be Tlaleen hat, das Ereigniff Z, bierauf flattfinden 
wird. 

Wenn z. B. a b die Anzahlen der in einer Urne A enthal— 
tenen weißen und fchwarzen Kugeln -und c ihre Summe aD be 
zeichnen, Z das Bichen einer weißen Kugel bei einem erften Verſuche 
und ZU, das einer weißen Kugel bei einem zweiten Verfuche, ohne daff 
die bei dem erflen gezogene Kugel wieder in die Urne gelegt wird, 
ift; fo hat man zuvoͤrderſt: | 


P=— a 
* 

Aber SE dem zweiten Werfuche hat fich bie Gefammtzahl der Kus 
geln in der Urne auf c—1 und die ber weißen Kugeln auf @—1 
reducirt; man hat folglich: | 

a—ı 
Ru 7a | 


als die Wahrfcheinlichfeit des — einer neuen weißen Kugel, und 
folglich: 


4A(4-1) 
— c(c—1) 


für die des Zuges zwei weißer Kugeln. 

Ebenfo findet man: 

— ab 
PPı= 7) 

für die Wahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen und einer fehmarzen 
Kugel in einer beftimmten Ordnung, wenn die bei dem erften Verſuche 
aus der Urne gezogene Kugel nicht wieder hineingelegt wird. 

Allgemein, wenn aus der Urne A fuccefjive m-Hn Kugeln ges 
zogen, aber nicht wieder hineingelegt werden, und man bezeichnet die 
Wahrfcheinlichkeit, in einer beftimmten Ordnung m weiße und n fehwarze 
Kugeln zu ziehen, mit @; fo hat man: 

„ale 1)(e 2). »(@— m+1)5B0—-1)—2).. Oont 

c(c -- 176 37... ( Gamer). 
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von welcer Beſchaffenheit dieſe beſtimmte Ordnung auch ſein mag. 
Denn wenn in den m’—-n’ erften Ziehungen 2” weiße und n’ ſchwarze 
Kugeln gezogen find, fo befteht die Anzabl ce— m’ —n! der no in 
ber Urne bleibenden Kugeln aus @— m’ weißen und aus 5—n! 
fchwarzen, und Die Wahrfcheinlichkeiten eine weiße, oder eine fchwarze 
Kugel bei einem neuen Verfuche zu ziehen, find folglich: 


a — m! b—n' 
2 oc—-m'—n! RR Int Tan 
Nimmt man in diefen beiden Brüchen für zm’ fucceffive alle Zah— 
len von 0 bi8 m — 1 und für n‘ alle Zahlen von 0 bis n—1, ſo 
muff das Product der auf diefe Weife erhaltenen m + n Größen offen- 
bar den Werth von ® bilden, was mit der vorhin angeführten For: 
mel übereinftimmt. 


Wenn man die bei jedem Berfuche aus der urne 4 gezogene 
weiße oder ſchwarze Kugel wieder hineinlegte, fo würden die Wahr— 
 Scheinlichkeiten des Zuges einer weißen und einer fchwarzen Kugel während 


b 
der ganzen Neihe der Verfuche conftant und refp. =, — —— bleiben, 
und die Wahrfcheinlichkeit, in einer beftimmten Drdnung m wei und : 


n fchwarze Kugeln zu ziehen, wäre dad Product aus —— 
m yn 


{ 2 X 
Gh oder = — —, Auf diefen Werth reducirt fich der Werth von 
c Te 


© in der That, wenn die Zahlen @ und 5 fehr groß find und gegen 
m und n als unendlich. betrachtet werden Fünnen, fo daff die Wahr: 
fcheinlichfeiten de3 Zuges einer weißen und einer fchwarzen Kugel wäh 
rend der ganzen Dauer der Berfuche conftant bleiben. 


Wenn man in dem Werthe von @, n=0 feßt, fo ergibt fich 
daraus: 


ala —1)(a— 2)...(.—m--1) . 
Er c(c—1)(c—2)...(<—m--1) 

für die Wahrfcheinlichfeit, dafj ununterbrochen m weiße Kugeln gezo= 
‚gen werden. Wenn man z. B. ftatt der Urne A ein aus 16 rothen 
and aus.eben fo vielen fchwarzen Karten befiehended Spiel Karten hätte, 
und man follte die Wahrfcheinlichfeit beflimmen, in 16 Zügen die 16 
rothen Karten zu ziehen, fo müffte man 


a=16, c=32, m=16 
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ſetzen, und alsdann ergäbe fich: 
x 1.2.3...15. 16 
16, 180 u EUER? 


oder wenn man reducirt: 


1 
7 601080390 ’ 


d. h. eine Größe, welche etwas Kleiner ift, ald ein Sechshundertmil- 
liontel. Man müflte alfo etwas mehr 4? 600 Millionen Verſuche an⸗ 
ſtellen, um eine Wahrſcheinlichkeit — 2 zu erhalten, oder ungefähr 2 
gegen 1 wetten zu konnen, daſſ das Ziehen ber 16 rothen Karten we⸗ 
nigſtens einmal unterbrochen wird. 

8 10. Wenn ein Ereigniſſ Z in mehrern von einander unabhaͤn— 
gigen Faͤllen ftattfinden kann und die Wahrſcheinlichkeit feines Statt: 
findens im erften Falle =p,, im zweiten =pe,...ift, fo ift die 
vollftändige MWahrfcheinlichkeit feines Stattfindens die Summe aus allen 
diefen einzelnen Wahrfcheinlichkeiten, fo dafj, wenn man fie mit ꝓ be= 
zeichnet: | 
P=pıtPpatPpst.:. 

iſt. 

Um die Begriffe zu fixiren, wollen wir annehmen, man hätte z 
Urnen A mit weißen und fhwarzen Kugeln und die Gefanmtzahl der 
weißen und fchwarzen Kugeln und die der weißen Kugeln -allein bes 
trüge in der erften Urme’refp. ec, und @,, in der zweiten c, und @,, 
u. f. f., und wir wollen ferner annehmen, daff das Ereigniff der 
Zug einer weißen Kugel fei, wenn man zufällig in eine diefer Urnen 
greift. Diefes Greigniff kann alsdann auf zZ verfchiedene Arten ftatt- 
finden, weil e8 zZ Urnen gibt, wo aus jeder eine weiße Kugel gezogen 
werden kann. Die Wahrfcheinlichkeit, beit man in irgend eine dieſer 


Urnen greift, ift für alle Diefelbe und = * und die Wahrſcheinlichkeit 


2 23 
ER . je nach⸗ 
dem man wirklich in die erfte, zweite, dritte, .. Urne greift. Nach 
der Negel in $. 5. find die Wahrfcheinlicfeiten 21, Par Pa, - .. der 
verfchiedenen Arten, auf welche Z ftattfinden kann, folglich : 


des Zuges einer weißen Kugel ift refp. gleich Z, 
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und es kommt nun darauf an, zu beweifen, daſſ die vollftändige 
Wahrfcheinlichteit p des Zuges einer weißen Kugel aus der einen oder 
der andern der 2 Urnen durch: 


P=- ee — + — 


ausgedruͤckt wird. 


Der Beweis dieſer Regel gruͤndet ſich auf einen Lehrſatz, welcher 
auch bei andern Gelegenheiten von Nutzen ſein wird. 

Wir wollen und eine beliebige Anzahl 2 Urnen C denken, welche 
alle diefelbe Anzahl u von Kugeln, aber die weißen und ſchwarzen Kus 
geln in verfchiedenen Verhältniffen enthalten; fo wird die Wahrfchein- 
lichEeit, aus allen diefen Urnen zufammengenommen eine weiße Kugel- 
zu ziehen, nicht geändert, wenn man die zu Kugeln, welche fie ent- 
halten, in eine einzige Ume D legt. Denn fie bilden darin beliebig 
angeordnete Gruppen von Kugeln, wovon jede Gruppe die Kugeln ei= 
ner der Urnen C enthält, und welche alle aus derfelben Anzahl u von 
Kugeln beftehen, fo daſſ die Wahrfcheinlichkeit, in eine diefer Gruppen 


N h A... \ 
zu greifen, für alle diefe Gruppen dieſelbe und Fe ift, wie wenn 


jede Gruppe in einer der Urnen C enthalten wäre. Die Wahrfchein- 
lichfeit, aus der Gruppe, in welche man greift, eine weiße Kugel zu 
ziehen, hat ſich ebenfalls nicht geändert, und folglich ift die Wahrfchein- 
- Tichkeit, aus der Urne B eine weiße Kugel zu ziehen, viefelbe, ala fie 
aus dem Spfteme der Urnen C zu ziehen. Diefer Schluff würde nicht 
mehr flattfinden, wenn in den Urnen C nicht gleich viel Kugeln enthals 
ten wären. Allein die Wahrſcheinlichkeit, daff man in eine diefer Ur- 


1 | 
nen greift, ift noch diefelbe und — Wenn aber alle Kugeln in die 


Urne B gelegt werden, ſo iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ man in eine 
dieſer Gruppen greifen wird, nicht mehr fuͤr alle dieſelbe, weil ſie un— 
gleiche Anzahlen von Kugeln enthalten, und ſie iſt offenbar fuͤr die 
Gruppen, welche aus der groͤßten Anzahl von Kugeln beſtehen, am 
groͤßten. 
BE: e a, 42 28 
Nun wollen wir die Bruͤche ne auf denſelben Nen— 
2 3 
ner m bringen, und es feien alddann @,],@,,&,, ... ihre Zähler, 


fo daſſ: 
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ift. Die Wahrfcheinlichfeit des Zuges einer weißen Kugel aus jeder 
der Urnen A und folglich aus der Gefammtheit diefer Urnen wird nicht 
geändert, wenn man für jede der Zahlen cy, Ca, Ey, . .. der weißen 
und fhwarzen Kugeln in jeder der Urnen A diefelbe Zahl u und für 
die in diefen Urnen refp. enthaltenen Anzahlen @,,@a, 4g, ... weißer 
Kugeln die Zahlen @ |, &a, Ag, » » + ſetzt. Die Wahrfcheinlichkeit des 
Zuges einer weißen Kugel wird auch nicht geändert, wenn man hier— 
auf alle dieſe Kugeln in dieſelbe Urne C legt. Da aber dieſe Urne als— 
dann im Ganzen Zu Kugeln enthält, worunter ſich (@, a, +a,-+...) 
weiße Kugeln befinden, fo wird dieſe Wahrfcheinlichkeit durch das Ver— 
haltniff der zweiten Zahl zu der erften, oder was daſſelbe ift, durch 
die Größe: An 


El 
— Ne 


ausgedrückt, welche vermöge der vorhergehenden Gleichungen mit dem 
Werthe von p übereinftimmt, was bewiefen werden follte, 

$. 11. Um Diefe Regel auf Beifpiele anzuwenden, wollen wir zu⸗ 
erſt annehmen, eine gewiſſe Perſon wiſſe, daſſ entweder aus einer 
Urne A mit 5 weißen und einer ſchwarzen Kugel, oder aus einer 
Urne B mit 3 weißen und 4 fehwarzen Kugeln eine Kugel gezogen ift, 
und daſſ fie feinen Grund habe, daſſ diefe Kugel eher aus der einen, 
als aus der andern dieſer beiden Urnen gezogen feiz fo ift für diefe 
Perſon die Wahrfcheinlichfeit ©, daſſ die gezogene Kugel eine weiße ift: 


a=yat 
denn für fie hat, dieſes Ereigniſſ auf zwei verfchiedene Arten ſtattfin⸗ 


den können, und die Wahrſcheinlichkeiten p, und p, in Beziehung 
auf diefelben find: | 


—135 —1 3 
Pı=28 PT» 


Für eine andere Perfon, welche weiß, daſſ die Kugel aus der Urne 2 
gezogen ift, wird die Wahrfcheinlichfeit, daſſ fie eine fchwarze ift, durch; 


ausgedrüdt. Da die Brüche 3 und $3 größer find, als 1, fo muff 

die erfte Perfon glauben, daſſ die gezogene Kugel weiß, und die zweite, 

daff fie ſchwarz iſt. Von diefen beiden entgegengefeßten Meinungen 

müfjen wir aber die leßte annehmen, weil die zweite Perfon in Be— 

ziehung auf das in Nede ftehende Ereigniff mehr weiß, als die erſte, 

und deſſenungeachtet iſt die Wahrſcheinlichkeit IE, auf welche dieſe zweite 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeiter. ıc. 2 
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Derfon ihre Meinung ftüßr, Heiner, als die Wahrfcheinlichkeit 3- 2, wor: 
auf fih die Meinung der erften Perfon gründet. Diefes ift ein fehr 
einfaches Beifpiel, und es ließen fich Yeicht mehrere anführen, von dem 
in J. 1. binfichifich der entgegengefeßten Urtheile verfchiedener Perfonen 
über denfelden Gegenfiand Gefagten. 


Ferner wollen wir annehmen, wir wüflten, daſſ eine Urne A 
eine gegebene Anzahl 72 weißer und fchwarzer "Kugeln enthält; aber 
nicht, wie viel von jeder Art, fo koͤnnen wir in diefer Beziehung „+1 
verschiedene und gleich mögliche Vorausſetzungen machen, welche eben 
fo viele verfchiedene Arten des Zuges einer weißen Kugel find. Diele 
verfchiedenen Vorausſetzungen find folgende: die Urne enthalt entweder n 
weiße Kugeln, oder n—1 weiße Kugeln und eine Ichwarze, oder n— 2 
weiße und 2 fchwarze, ... oder endlih n fchwarze Kugeln. Da alle 


Diefe Vorausfegungen gleich möglich find, fo ift die Wahrfcheiniichkeit 


1 
jeder derfelben mE folglich find die einzelnen Wahrfcheinlichkeiten 


des Zuges einer weißen Kugel in diefen verfchiedenem Vorausſetzungen 
reſp.: 
a n >. al n—1 J— 1 n—% 1 
me 66—— 
und die vollſtaͤndige MWahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes wird Ruh 
die Größe: 


n—1 n—n 
=) 
ausgedrudt, welche fih auf 4 veduchrt, wie es auch der Fall fein muff, 
weil wir feinen Grund haben, eher den Zug einer weißen, als den ei— 

ner fehwarzen Kugel anzunehmen. 


Aber wenn wir wiflen, dafj in der Urne A die Anzahl der wei- 
fen Kugeln zuverläffig größer ift, als die der ſchwarzen, fo ift der Werth 
von @ größer, ald 3, und um ihn zu beftimmen, muſſ man die bei- 
den Fälle, wo n eine ungerade oder gerade Zahl ift, unterfcheiden, 
Wenn zZ eine beliebige ganze Zahl bezeichnet und n—=2 7-1 ift, fo 
kann man hinfichtlich der Anzahlen der in der Urne A enthaltenen wei- 
Ben oder ſchwarzen Kugeln nur 2-1 verfchiedene und gleichmögliche 
Borausfehungen machen, indem man annimmt, daſſ fie entweder 27-41 
‚weiße Kugeln, oder 22 weiße und 1 fehwarze, ... oder endlich +1 


weiße und z fchwarze enthalt, und in dieſem erften Falle ift der voll - 


fländige Werth von @: 


: 


“ 
{ 
{ 
— 
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(ter Ha) 


2i+1 Bit 2i+1 2i-1 
welche Größe fich aufs 
3’-+2 
ar ar ARE? 
Erz) 


reducirt, Sie ift für z=0, wie ed fein muff, der Einheit gleich, 
nimmt fortwährend ab, je mehr 2 zunimmt und nährt fic) ohne Ende 
dem Werthe Wenn n—2:2-+2 ift, fo kann man wieder +1 
gleich mögliche Borausfeßungen machen, indem man annimmt, daſſ 
die Urne A entweder 2742 weiße Kugeln, oder 27-1 weiße und 
eine ſchwarze, .... oder endlich 2-2 weiße und zZ ſchwarze Kugeln 
enthält. Hieraus, ergibt fich für den vollftändigen Werth von @; 


arg! 27-2 2i+1 waEN i42 
it 3i7fa ara in Tr)’ 
oder was dafjelbe ift: 


Für die Grenzwertbe z=o und =w@ wird, wie im vorherges 

henden Falle, a=1 und @=3, Für jede andere ganze Zahl z ift 
Z 

diefer Werth um den Brud) AcL)@rLn) ‚ deffen Marimum = 5 

if, und z=1 entfpriht, größer, als der vorhergehende. 

Eine Urne 4 enthalte im Ganzen c Kugeln, wovon a weiß find, 
und wir wollen uns vorftellen, daſſ diefe Kugeln in dieſer Urne fo in 
Gruppen abgetheilt find, daſſ die erfte c,. Kugeln enthält, worunter 
fich E weiße befinden, Die zweite c, Kugeln, wovon a, weiß find, 
u. ſ. fe, fo daff man hat: 


ET 

ats ta; + .. 
Es fei p die Wahrfcheinlichfeit des Zuges einer weißen Kugel 
| aus diefer Urne, fo muff fie =— fein, was blos eine Beftätigung der 


Regel im vorhergehenden $ iſt. Eine weiße Kugel kann aus der er- 
ften Gruppe gezogen werden, Be die Wahrſcheinlichkeit durch das 


Product aus der Wahrſcheinlichteit — #7 daſſ man in dieſe Gruppe greift, 
0 Mr 
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und Der Wahrſcheinlichkeit — ‚ daf| man aus derfelben eine weiße Kuz 

gel zieht, ausgedrüdt — Daſſelbe gilt in Beziehung auf alle uͤbri⸗ 

gen Gruppen, und folglich wird der vollſtaͤndige Werth von p ausge—- 

drückt durch: | 
A Koi C 


a 
SR = Sa a A 
© Cz 


c er [9 12 
und reducirt fich vermoͤge der zweiten der beiden vorhergehenden Gleis 
a | 
chungen wirklich auf Ft ‚Aber wenn man alle diefe Gruppen von 


Kugeln in verfchiedene Umen A,, Ay, Az,... legt, fo ift die 
MWahrfcheinlichfeit, daraus eine weiße Kugel zu ziehen, nicht mehr 


a [2 ® . ’ 
ir wenn nicht alle die Zahlen cy, Ca, Cz,... einander gleich 


find, fondern fie ift im Allgemeinen von der Vertheilungsart der weis 
en und ſchwarzen Kugeln der Urne A unter die Umen A,, Ag, Sa, 

. abhängig, und wir fünnen fie nur dann berechnen, wenn diefe 
Bertheilung befarmt if. Jedoch ift für Semanden, ver diefe Art der 
Vertheilung nicht Fennt, der Grund zu der Annahme des Zuges einer 
weißen Kugel aus dem Inbegriffe der Umen A,, As, Ag,.. . offen: 
bar derfelbe, als für den Zug einer folhen Kugel aus der Urne A, 
und folglich ift die Wahrfcheinlichfeit diefes Zuges für diefe Perfon, 
welche von der abftracten Wahrfcheinlichkeit deſſelben verfchieden ift, 


— . Wir wollen 3. B. annehmen, die Urne A enthalte zwei weiße 
C 


und eine ſchwarze Kugel, und man habe in die Urne A, zwei Kugeln 
und in die Urne A, die dritte gelegt; fo gibt es für diefe Perfon drei 
gleich mögliche Vertheilungsarten der drei Kugeln der Urne A unter 
die Urnen A, und A,, nämlich es fönnen die beiden weißen Kugeln 
in die Ume A, und die fchwarze in die Ume A,, oder eine weiße 
und die fhwarze Kugel in die Urne 4, und die andere weiße Kugel 
in die Urne A,, oder endlich dieſe audit? weiße Kugel nebft der 
ſchwarzen Kugel in die Urne A, und die erfte weiße Kugel in die 
Urne A, gelegt fein. In Bote drei Fallen find die Wahrfcheinlich- 

keiten, aus Der. einen, oder der andern der Umen A, und A, eine 
weiße Kugel zu ziehen, refp. 


314+09),3G+D,3@G+D, 


und wenn man ihre Summe bildet, und diefe durch 3 dividirt; fo 
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erhält man bie ——— Wahrſcheinlichkeit dieſes Zuges — 3; alſo 

dieſelbe, wie für den Zug einer weißen Kugel aus der Urne 4. 
Endlich wollen wir ein Spftem von Umen D,, Da, Da. :»- 
betrachten, wovon die erfte ©, Kugeln enthält, worunter @, weite find 
die zweite c, Kugeln, wonon a, weiß find, ... und annehmen, daſſ 
aus irgend io Grunde die Re cheertent daſſ in dieſe Urnen 
gegriffen wird, um daraus eine weiße oder fehwarze Kugel zu ziehen, 
nicht diefelben feien. Alsdann fei k, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ man in 
die Urne ZI, greift, um eine weiße oder fchwarze Kugel aus derfelben 
zu ziehen, dieſelbe Wahrſcheinlichkeit in Beziehung auf die Urne P,, 
.; fo ift nach 8. 5. die a des Zuges einer weißen 


Kugel aus der eiften Ume = A) —, die des Zuges einer weißen Kus 
Gy, 


gel aus der zweiten Urne —k,- —— und dieſe Producte druͤcken 


folglich die einzelnen Wahrſcheinlichkeiten 25, Par Pa, ... in Bezie— 
hung auf die verfchiedenen Arten, auf weldhe ver Zug einer weißen 
Kugel ftattfinden Fann, aus. Folglich wird die volftandige Wahrſchein— 
Ber (07 rule Ereigniſſes ausgedruckt durch: 
Bere ka "242 | Y3@s "3 1 ete. 
Ci 12) Cz 
Zum Beweife der Negel im vorhergehenden $. in ihrer ganzen 
Allgemeinheit war es hinreichend, ein Syſtem von Urnen N DL 
zu betrachten, für welche die MWahrfcheinlichkeiten I, Ro, PR: 
einander gleich find, und nachdem dieſe Kegel fo bewiefen war, führte 
ihre Anwendung auf andere Umen D,, Da, Da, .., für welche Die 
Wahrſcheinlichkeiten #5, F,, A, beliebige Herthe She, zu dem Aus—⸗ 
drucke von ©, welcher fih auf den allgemeinen Fall bezieht. | 
$. 13. Es feien nun Z und F zwei entgegengefeßte Ereigniſſe, 
d. h. welche fich gegenfeitig ausfchliegen, und wovon das eine immer 
fattfinden muſſ. Ihre refp. Wahrfcheinlichkeiten wollen wir mit p und 
‚g bezeichnen, fo daſſ | 


ift-(&. 3.), und wir, wollen annehmen, daff jedes diefer Ereigniſſe auf 
werfchiedene Arten ftattfinden kann, deren MWahrfcheinlichkeiten wir in 
Beziehung auf das Ereigniſſ Z mit 24, Par Pag; -. und in Bezie— 
hung auf das Ereigniff Z mit 9,5, 95, 93, . + bezeichnen wollen. 
‚Menden wir alsdann bie vorhergehende Regel IHReIEN auf die Er: 
eigniſſe Z und Fan, fo erhalten wir: 
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P=Ppıt+Pps+Pps+..- 
| 9 Tetra 
und folglich : 


Pıtp2+tps+.:.49, +92 +93tr..:—1.) 


Die Glieder des erften Theiles diefer Gleichung find bei der Unterfu= 
hung eines beliebigen ungewiffen Ereigniffes die Wahrfcheinlichkeiten 
der verfchiedenen günftigen oder ungünftigen Combinationen, und Diefe 
Gleihung drüdt folglich aus, daff die Summe diefer Wahrfcheinlich- 
keiten immer der Einheit oder der Gewiffheit gleich ift, was in der 
That der Fall fein muß, wenn alle möglichen GCombinationen in Bes 
tracht gezogen find. 

Vermoͤge derfelben Gleichung kann der Ausdruck von p auf die 
Form: 


Ip +Ipe+Ipstete. 
Ip Hip Hp... Ft: 


gebracht werden, wo Z eine nach Belieben angenommene Größe if. 
Die Glieder diefes Bruches find den Wahrfcheinlichkeiten P1, Par- + 
1, ar. » . der dem Stattfinden des Ereigniffes E günftigen und un: 
günftigen Falle proportional, Wenn man nun annimmt, daſſ fich unter 
den Gliedern des Zählers a“ befinden, welche unter fich und der Größe «’ 
gleich find, 4“ andere, welche ebenfalls unter fih und der Größe @" 
gleich find, u. f. f., und wenn man ebenfo annimmt, daſſ fich unter 
den Blicdern des Nenners c/ Glieder befinden, welche den gemeinfchaft- 
lichen Werth Y' haben, c’’ andere Glieder, deren’ gemeinfchaftlicher 
Werth y’’ ift, u. ſ. f.; fo verwandelt fich der vorhergehende Ausdrud 
von p in: 


70H a’ ala! altat! Li all at! al! -rete. etc. 
Fa Ic! cz Ey, 4 ML etc. * 


Wenn alfo nicht alle dem Greigniffe Z günftigen und ungünfti 
gen Faͤlle die ſelbe Wahrfcheinlichkeit haben, fo erhält man die Wahr: 
fcheinlichkeit von Z, wenn man die Zahlen der gleich möglichen Falle 
durch) Größen multiplicirt, welche ihren refp. Wahrfcheinlichkeiten pro— 
portional find, und dann die Summe diefer Producte für alle guͤnſti— 
gen Fälle durch die Summe derfelben Producte für alle möglichen Falle 
dividirt. Diefe Regel ift allgemeiner und laͤſſt fich oft auch "bequemer 
anwenden, ald die in $. 2., weil fie nicht erfordert, daſſ alle guͤnſti— 
gen oder ungünftigen Fälle, wovon das Gtattfinden eines ungewiſſen 
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Ereigniffes, deſſen MWahrfcheinlichfeit man wiffen will, abhängt, auf 
eine gleiche Wahrſcheinlichkeit zurüdgeführt find. 

$. 14. Die Regeln von $. 5. bis $. 10. find hinreichend, um 
die Formeln in Beziehung auf die Wiederholung eines Ereigniſſes, 
deſſen Wahrfcheinlichfeiten befannt find, fie mögen übrigens während 
der Verſuche conftant bleiben, oder fich andern, zu erhalten. 


Mir mollen die beiden entgegengefesten Ereignifle von einer be= 
liebigen Natur, und wovon eins bei jedem Verſuche immer. ftattfinden 
mufj, wieder mit ZZ und FL’ bezeichnen. Zuerſt wollen wir annehmen, 
daſſ ihre Wahrfcheinlichfeiten conftant und gegeben find, und die Wahr: 
fcheinlichfeit von & und von Z" bei jedem Berfuche refp. mit > und 
g bezeichnen. Ferner fei zu die Gefammtzahl der Verſuche; das Er: 
eigniſſ Z finde zmmal und das Ereigniff finde nmal ftatt, fo if: 


p+4y=1, m-tn= 


Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die ar e > und ai zn und 
nmal in einer beftimmten Ordnung ftattfinden, ift von dieſer befondern 
Drdnung unabhängig und —pmgr (8. 7) Wenn man alfo die 


Wahrſcheinlichkeit, daſſ diefe Greigniffe in einer beliebigen Drdnung 


ftattfinden, mit IZ bezeichnet und mit K die Zahl, welche ausdrüdt, 
auf wie viele verfchiedene Arten die m Greigniffe F und die 2 Ereig: 
niffe Z’ bei u VBerfuchen auf einander folgen koͤnnen; fo hat man 
nad) der Regel in $. 10: 


ie: Kpm g" * 


Zur Beſtimmung von Ä wollen wir zuerſt annehmen, daſſ die 
u Ereigniffe, welche ftattfinden müffen, alle verfchieven find, und fie 
durch die Buchftaben A, B,C,D,... bezeichnen. Alsdann vrädt X 
die Anzahl der Permutationen aus, welche fih aus u Buchfiaben bil- 
den laſſen, und es ift: 


Kz1.2,3...m— Du. 


Denn wenn K’ die Anzahl der Permutationen bezeichnet, weldhe 
fih aus u—1 verfchiedenen Buchftaben bilden laffen, und man fügt 
noch einen Buchftaben mehr hinzu, fo kann derfelde in jeder der Pers 
mutationen der u— 1 Buchſtaben u verfchiedene Stellen einnehmen, 
und folglich wird die Anzahl der Permutationen von u Buchſtaben 
durch uK’ ausgedrückt. Da aber diefe Zahl =1 if für u=1, fo 
folgt, dal fie fir u=2, =3, —=4, . . . fucceffive gleich 1.2, 1.2.3, 
1.2.3.4,... if. Wenn nun m der Buchftaben 4, D,C,D,.... 
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Dafjelbe Ereigniff Z bezeichnen, fo find die ihrer Permutationen, welche 
fi) nur duch die Stellen von Z von einander unterfcheiden, ebenfalls 
einander gleich, und die Anzahl der jetzt noch verfchiedenen Permutatio- 
nen wird erhalten, wenn man daS vorhergehende Product durch die 
Anzahl der Permutationen aus m Buchſtaben, d. h. dur: 


Y., 2:1 0973 


% 


dividirt. Wenn die übrigen u—ın oder n Buchftaben auch vaffelbe 
Creigniff Z° bezeichnen, fo muff diefes Product auch noch durch die 
Anzahl der Permutationen aus n Buchſtaben oder durch: | 


1.2 3er 


dividirt werden. Folglih wird die Anzahl der verfchiedenen Permus 
tationen, welche fih aus m Greigniffen E und n Greigniffen F bil⸗ 
den laſſen, d. h. der geſuchte Werth von Ä, ausgedruͤckt durch: 


K 1.2.37, 4 
Lan m 1,2 Hr 


Wegen u=m-+n ift diefe Größe K in Beziehung auf 77 und 

r ſymmetriſch; allein man kann fie auch auf die beiden andern Formen: 
Kg -ede—2N- #—m--1) 
re a Te ee Be REN ET ENT A 


2 NR TRUE 4 


— U)CG1) 


N DET 


bringen, welche zeigen, daſſ die Wahrfcheinlichkeit IZ oder das Pro: 
duct Kpm gr das (m4+-1)te Glied in der nach den fteigenden Po: 
tenzen von p, oder das (n—-1)te Glied in der nach den fteigenden 
Potenzen von g geordneten Entwidelung von (p-+y)“ if. 


Hieraus folgt, daſſ in dem Falle, welchen wir jekt betrachten, 
wo die Wahrfcheinlichkeiten p und g der beiden entgegengefehten Er: 
eigniffe # und F conftant find, die Wahrfcheinlichkeiten aller zuſam⸗ 
mengeſetzten Ereigniſſe, welche bei u Verfuchen ſtattfinden koͤnnen, durch 
die verſchiedenen Glieder der Entwickelung von 9) ausgedruͤckt 
werden. 


Die Anzahl dieſer Ereigniſſe ft —, 1. Sie ſind ungleich 
wahrſcheinlich, ſowohl wegen der verſchiedenen Menge von Combinatio— 
nen, in welchen ſie ſtattfinden koͤnnen, und welche fuͤr jedes derſelben 
durch die Zahl A auögedrüdt wird, als wegen der Ungleichheit der 
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Wahrſcheinlichkeiten p und g. Wenn p=g iſt, fo iſt das wahrſchein⸗ 
lichfte Ereigniff das, welches m=n entfpriht, wenn 1 eine gerade 
Zahl ift, und eins der beiden, welhe — — IL entfprechen, weni 
26 eine ungerade Zahl if. . 

$. 15. Es fei P die Wahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniſſ Z bei 
Mu Berfuchen wenigftend zum mal ftattfindet. Diefes zuſammengeſetzte Er- 
eigniff Fann auf 2 +1 verfihiedene Arten ftattfinden, namlich wenn dag 
Ereigniſſ Z, u mal, (u— 1) mal, (u —2)mal,.. . und endlich (u—n) 
oder zmmal ftattfindet. Die Wahrfcheinlichkeiten, für diefe m --1 ver: 
fehiedenen Fälle ergeben fi) aus dem vorhergehenden Ausdrude für IZ, 
wenn man darin fucceffive u und 0, u- 1 und 1, u—2 ımd 2,.... 
bis zn und ſtatt diefer beiden letzten Zahlen fest. Der vollftändige Werth 
von P wird alfo nach der Regel in $. 10. durch die Summe diefer 
n 1 partielen WahrfcheinlichFeiten und folglic) durch: 


F Zpr up tg + Sprigt+... 
alu 1) (a 12). er 
* —JD 


ausgedruͤckt, ſo daſſ die Summe der n-1 erften Glieder der nach 


den fteigenden Potenzen von y geordneten Entwidelung von (P+" 
ift. 
Fir m=0, oder n=u hat man: 


P=Zpre"=1, 

was in der That der Fall fein muſſ, weil alddann das zufammenge- 
feste Greigniff aus allen möglichen Verbindungen von Z und F be: 
fieht und feine Wahrfcheinlichkeit P die Gewifjheit fein muff. Kür 
mn —1 ift diefes Ereigniff das enfgegengefekte von dem, daff 7’ bei 
allen Berfuchen ftattfindet, und in der That ift in diefem Falle der 
Werth von P die ganze Entwidelung von (2-9) weniger dem letz⸗ 
ten Gliede derſelben 9“, was mit dem Werthe von r in $. 8. über- 
‚ einftimmt, 

Wenn u eine ungerade Zahl 271 ift, und man verlangt die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ & häufiger ftattfindet, als F, 
fo ergibt fie fich aus dem allgemeinen Ausdrude von P, wenn man 
darin n—it1 und nz febt. Wenn u eine gerade Zahl 27 iſt; 
ſo erhaͤlt man die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ E, wenigftens 
ebenfovielmal ftattfindet, als F, wenn man in demfelben Ausdrude 
inzanzeäfebt. 2 
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$. 16. Aus diefer Formel ergibt fich auch die Auflöfung der erften 
Aufgabe der WahrfcheinlichFeitsrechnung, welche zu ihrem Entftehen Ber: 
anlaffung gegeben hat und unter dem Namen der Theilungsregel 
befannt ift. Zwei Spieler A und 2 fpielen naͤmlich irgend ein Spiel, 
wo einer von beiden bei jeder Partie gewinnen muff, > ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ A und g die, daſſ B diefe Partie gewinnt, A hat 
noch a und B noch 5 Partien zu gewinnen, um das ganze Spiel zu 
gewinnen, und man foll nun die Wahrfcheinlichkeit &, dafj 1 oder die 
Wahrfcheinlichfeit ©, daſſ D das Spiel gewinnt, beftimmen. Da eins 
diefer beiden entgegengefekten Greigniffe nothwendig ftattfinden muſſ, 
fo ift die Summe «-+8=1, und man hat blos @ zu beftimmen. 


Zunaͤchſt wollen wir bemerken, daff das: Spiel nach einer Anzahl 
von Partien beendigt fein wird, welche nicht größer fein Tann, als 
a+b—1. Denn bei diefer Anzahl von Partien muſſ entweder A 
nothwendig wenigftend @ Partien, oder B wenigftens 5 Partien ge: 
wonnen haben. Ferner fünnen die beiden Spieler, ohne an ihren reſp. 
MWahrfcheinlichkeiten, dad Spiel zu gewinnen, etwas zu ändern, uͤberein⸗ 
kommen, a-+5—1 Partien zu fpielenz; denn bei diefer Anzahl von Par: 
tien kann nur ein einziger Spieler noch fo viel Partien gewinnen, als er 
nöthig hat, und je nachdem A, a Partien gewonnen hat, bevor 2, b Par: 
tien gewonnen hat, oder je nachdem BD, b Partien gewonnen hat, ehe 
A, aPartien gewonnen hat, hat der Spieler A oder B das ganze Spiel 
gewonnen. Um die Wahrfcheinlichkeiten & und & zu beflimmen, koͤn— 
nen wir alfo annehmen, daff immer nur noch a-+5— 1 Partien ges 
fpielt werden. Asdann iſt @ die Wahrfcheinlichkeit, daſſ bei Diefer 
Anzahl von VBerfuchen ein Ereigniſſ 7, deſſen Wahrfcheinlichfeit bei 
jedem Verſuche =p tft, wenigftens amal ftattfindet, und folglich er— 
gibt fich der Werth diefer Wahrfcheinlichkeit aus dem vorhergehenden 
Ausdrufe von P, wenn man darin: 


u=a+b—1l, mza, nZb—1 
ſetzt. 
Hat man z. B. 


ſo findet man: 


und da 8 größer iſt als @, fo folgt, daſſ ein Spieler A, welcher 
eine doppelt fo. große Gefchidlichkeit, oder eine Doppelt jo große Wahr: 
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‚Scheinlichfeit zu gewinnen, als der Spieler B hat, ohne Nachtheil den= 


noch ‚nicht wetten kann, cher vier Partien zu gewinnen, ehe 2 deren 
zwei gewonnen hat. 


Wenn die beiden Spieler übereinfommen, fich vor der Bollendung 


des Spieles zu trennen, fo muff, wie wir weiter unten fehen werben, 
der Einfah den Wahrfcheinlichfeiten a und 8 eat unter fie 


vertheilt werden, 


817. Statt zweier Ereigniffe Z und 7" wollen wir deren eine 
größere Anzahl, z. B. 3, betrachten, welche wir mit &, F, G bezeidh- 
nen wollen, und wovon eins bei jedem Verſuche nothmendig ftattfin- 
den muff. 63 feien 7,9, r ihre conftanten. Wahrfcheinlichkeiten und 
4 die Anzahl der Verſuche, fo ergibt fih durch eine leichte Erweite— 
rung der Methode in $. 14: 


1.2.5... ‚p” ng” AR 
2 N AR SE m, At: 2,8. ) 2, 31450 
für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dad erfte der Ereigniffe 7, F, G mmal, 
das zweite nmal und das dritte omal flatsfindet. Zu gleicher Zeit hat 
man: | 


p+gq+r=1,m+»+o=u 
und die in Rede ftehende Wahrfcheinlichkeit ift das allgemeine Glied 
ber Entwidelung von (prgtn. 

Diefer Fall findet bei einer Urme datt, welche Kugeln von drei 
verfchiedenen Farben enthält, und zwar in den durch die Brüche p, g,r 
bezeichneten Berhältniffen, und: wo die Greigniffe EZ, F, G refp. die 
Biehungen diefer drei Arten von Kugeln ſind, indem Die gezogene Ku— 


gel jedesmal wieder in die Urne gelegt wird. 


Wenn man in, der Entwidelung von (2-+g-Fr)“ die Summe 
der Glieder nimmt, die eine Potenz von p enthalten, deren Grad gleich 
oder größer, als zu ift, fo erhält man die Wahrfcheinlichfeit, daſſ das 


Ereigniſſ E bei 10 Verſuchen wenigftend m mal ftattfindet. Wie groß 


die Anzahl der Greigniffe #, F, G, ..., wovon eins bei jedem Ber: 
fuche nothwendig ftattfinden muff, auch fein mag, fo lafit fich dieſe 
Mahrfcheinlichkeit doch unmittelbar aus dem vorhergehenden Werthe von 
P ableiten. Denn wir wollen die conftanten Wahrfcheinlichkeiten der 
Creigniffe E, F, G, ... wieder mit p, 9, 7, ... bezeichnen, fo kann das 
Stattfinden des einen oder des andern dieſer Ereigniffe bei jedem Ver: 
fuche ald ein zufammengefestes Ereigniff, welches wir Z° nennen wol— 
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len, betrachtet werden, und bezeichnen wir feine Wahrfcheinlichfeit mit 
g'; fo haben wir: 


mu Htrr 2, Drg 


Alsdann find FE und F’ zwei entgegengefeßte Greigniffe, wovon 
bei jedem Berfuche eins ftattfindet, und folglich wird die Wahrfchein- 
lichkeit, daff das Ereigniff & bei Verſuchen wenigftens zn mal ftatt= 
findet, erhalten, wenn man g' für g in den Ausdruck von P ſetzt. 
Um ein Beifpiel diefer Negel, welche ſich auf die Entwidelung Der 
Potenz eines Polynomes gründet, zu geben, wollen wir annehmen, 
daſſ eine Urne 2 m Kugeln enthält, welche mit den Zahlen 1,2, 3, 

. m bezeichnet find, und daſſ aus derfelben zumal eine Kugel ges 
zogen wird, indem die gezogene Kugel jedesmal wieder hineingelegt 
wird; fo ift bei jeder Biehung die Wahrfcheinlichkeit des Treffens einer 
Kugel mit einer beftimmten Zahl für alle Kugeln diefelbe, während der 


1 en 
Berfuche conflant und = haare Nun wollen wir mit 2,, %g, Rg,-.. m 


gegebene Zahlen bezeichnen, welche O, gleich, oder ungleich fein Eon- 
nen, wofern nur immer: 


n,4n,tn3+...I7mm=u 


ift, und es fei U die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Kugel mit der Zahl 1 
n, mal, die mit der Zahl 2 bezeichnete Kugel n, mal, ... und die mit 
der Zahl zn bezeichnete Kugel m in einer beliebigen Ordnung gezogen 
werden. Wenn man: 


HE HP 


fest, und 6 nach den Potenzen und Producten der unbeftimmten Groͤ—⸗ 
Ben 2, bar &gr. . + Am entwideltz fo ift der Werth von U das Glied 


x j n| Ro 13 n H 
dieſer Entwidelung, welches das Product ai * EN ... 2m enthält, 


zn 
[2 4 ’ 1 x 
wenn man alle diefe unbeftimmten. Größen darin = — ſetzt. Wenn 
in 


man den Zahlencoefficienten dieſes Producted mit N bezeichnet, fo hat 
man folglich: 


wo N eine ganze Zahl ift, welche von zu und den Zahlen n,,n,,n,, 
22. Dim abhängt, nämlich: 


— — — — — — — — — nm — 


wo man für das Product 1.2.3...r, die Einheit nimmt, wenn 
n,—=o ift, und ebenfo. bei jedem der ähnlichen Producte verfährt. 


Nun feis Die Summe der in Mu Ziehungen erhaltenen Zahlen, 
jo hat man: 


Sn 2n.tS0Doc- ——— 


Wenn alfo s eine gegebene Zahl iſt und man nimmt für n,,n,, 
Ray 4: . Am fucceffive ale ganzen Zahlen oder Null, welche diefer Glei— 
bung Geruge leiften und deren Summe —u ift, bezeichnet Die corre— 
fpondirende Werthe von N mit N’, N”, N", ... und die Summe 
der Werthe von U mit F5 fo ergibt fi: 


V= (NH N" + N 4 etc) 


für die Wahrfcheinlichkeit, in a Ziehungen eine gegebene Summe s ge— 
zogen zu haben. 


Der Werth von 7 m fich leichter berechnen, wenn man in 0 

die unbeftimmten Größen 7), £y, Lg, ... im in die Potenzen Z1, 12, 13, 

‚im derfelben Größe Z verwandelt Bezeichnet man alddann ben zu⸗ 
gehörigen Werth von 9 mit 7’, fo ift: 


T=(1+12 4134 + im, 


und es ift leicht einzufehen, dafj die Summe N’ N’--N" ,,, 
nichts. anders ift, als der Zahlencoefficient von 2% in der Entwidelung 
von 7. Bezeichnet man alfo diefen Goefficienten mit Ms, fo folgt: 


1 


Vi | 
m!* 


wo der Goeffiient Ms von den gegebenen Zahlen u, m,s abhängt 
und fich in jedem Beifpiele leicht erhalten lAfft. 


Statt einer einzigen Urne A kann man eine beliebige Anzahl 
von Urnen A), Ag, Ag, .- Au annehmen, wovon jede m Kugeln ent= 
hält, die mit den Zahlen 1, 2,3, ... m bezeichnet find und zu glei= 
cher Zeit aus jeder diefer Umen eine Kugel ziehen. Auch Fann man 
ftatt diefer Urnen eine gleiche Anzahl von Würfeln nehmen, fo hat 
man bei gewöhnlichen Würfeln mit 6 Flächen, die mit den Zahlen 
1, 2,3,4,5, 6 bezeichnet find, m=6, und F druͤckt die Wahr: 
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Icheinlichfeit au, daſſ man bei dem gleichzeitigen. Wurfe von a Wür- 
fen eine Summe —s trifft. Es fi. B u=3 und folglich): 


T=-BA+I+Rr +3 +14215), V= Me. 
Die Entwidelung von Z’ befteht aus ſechszehn Gliedern; die Coef— 


ficienten der gleichweit von den Endgliedern entfernten Glieder, wie 


M; und Mg, M, und Mare... M,, und M,, find einander 
gleich; die Summe aller Coefficienten wird durch ‚den Z=1 entipres 
chenden Werth von Z' oder 6° ausdedruͤckt, die Summe der acht er= 
erften Coefficienten M,;, My, +... Mo ft, wie die der acht lebten 
Eoefficienten, 47, 1, M, are: Mys gleih 463, und folglich ift Die 


MWahrfcheinlichkeit, mit 3 Würfeln eie Summe 10 oder eine Eleinere 


zu treffen, fowie die Summe 11 vder eine größere zu werfen, —4, 
fo daff man eine gleiche Wette eingehen oder 1 gegen 1 wetten Fann, 
dafj die Summe der drei geworfenen Zahlen größer oder Eleiner, als 
die Zahl 10 iſt. Hierauf gründet fich daS Spiel, welches man Knoͤ— 
heln nennt. Auch ohne alle Rechnung überzeugt man fich leicht 
von der Gleichheit der für beide Spieler fprechenden Wahrfcheinlichkeit, 
wenn man bemerkt, daſſ die Zahlen auf je zwei gegen einander über: 
liegenden Flächen deffelben Würfeld die Summe 7 bilden, z. B. 1 und 
6,2 und 5, 3 und 4 Menn alfo die drei Würfel auf den Tiſch 
fallen, fo bilden die. drei oben und unten liegenden Zahlen immer die 


Summe 21; und wenn folglich die Summe der obern Zahlen größer 


it, als 10, fo tft die der untern Eleiner, und umgefehrt. Es ift aljo 


ganz daſſelbe, als wenn der eine Spieler wettete, daſſ die Summe | 
der obern Zahlen größer fei, al$ 10 und der andere, daff die Summe 
der untern Zahlen Eleiner ſei, als 10. Nun ift aber einleuchtend, daſſ 


die Mahrfcheinlichkeiten diefer beiden Creigniffe einander gleich find; 


denn was für drei Zahlen auch oben und unten liegen mögen, fo ift 
das entgegengefeste Ereigniff, d. h. daſſ Ietere oben und erftere unten ” 


liegen werden, gleich möglich. Um aber die Wahrfcheinlichfeiten der ver= 


ſchiedenen Werthe von s von s=3 bis sS—18 zu erhalten, muff man 
die Größe Z' entwideln, und wenn man diefes thut, fo findet man: 

RE er 1, MN, Dun 8, MM. MM 5 0,.M, UN I, 
MM, = 15; NM. —M 5—Z21,M, =M, 328. N 2 
als die Anzahlen der Verbindungen der drei Nummern, weldye die Sum— 
men 3 oder 18, 4 oder 17, ... 10 oder 11 geben koͤnnen, und 


wenn man fie mit 6°—= 216 Boldt: fo erhält man bie Wahrſchein⸗ 
lichkeiten dieſer verſchiedenen Summen. 
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$. 18. Wenn fi die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniffes 77 wäh: 
vend der Dauer der Verfuche ändert, fo ift die Mahrfcheinlichkeit, daſſ 
es fich eine gegebene Anzahl von Malen wiederholt, von dem Gefeke 
diefer Veränderung abhängig. Wie in $. 9. wollen wir annehmen, 
daſſ das Ereigniff & der Zug einer weißen. Kugel aus einer Urne 4 
mit weißen und ſchwarzen Kugeln und in welche die gezogene Kugel jedes- 
mal nicht wieder hineingelegt wird, fei. Es feien = und d die in der 
Urne 4 vor den Ziehungen enthaltenen weißen und fehwarzen Kugeln, 
u die Anzahl der Ziehungen und © die Wahrfcheinlichfeit, daſſ in ei: 
ner beflimmten Drönung zm weiße und n fihwarze Kugeln gezogen 
werden; jo wird der Werth von @ durch die Formel in dem ange— 
führten $. gegeben, und da diefer Werth von der Ordnung, in welcher 
die Kugeln beider Farben auf einander folgen, unabhängig ift, fo wird 
die Wahrfcheinlichkeit IT, daſſ fie in einer beliebigen Ordnung auf ein: 
ander folgen, dur: 

TER 


ausgedrückt, wo K diefelbe Zahl ift, als in $. 14. und wieder: 
m+nzu,a+tbze 


geſetzt ift. 
Setzen wir ferner: 


a—m=za,b—nzb',c—uzatb—c, 


fo daff a’, b’, ce! die Werthe von a,b, c, welche die Zahlen der wei- 
Ben und fhwarzen Kugeln und ihre Summe urfprünglich ausdrüdten, 
nach den Ziehungen find. Wenn man die Ausdrüde von Kuınd o 
beruͤckſichtigt, fo läfft fi der von IT auf folgende Form bringen: 


1.258..,.2,15,2437..0.1:12 SI. 2 


EN ie ae Te TH — ERBE TT IE Me ig ger 
La... tt, Lea, a KA RN — 1, 2.3 200 


und er laͤſſt fich alsdann leicht auf den Fal erfireden, wo A Kugeln 
von drei oder mehr verfchiedenen Farben enthält. 

Wenn man im Zähler und Nenner die gemeinfchaftlichen Factoren 
hinweglaͤſſt, fo verwandelt ſich dieſer Ausdruck in den einfachern: *) 


) Nach den « Ziehungen von zn weißen und 2 fchwarzen Kugeln ift die Wahr: 
Iheinlichkeit, bei einem neuen Verſuche eine weiße Kugel zu ziehen, von den 
a' . 
Zahlen m und 2 abhängig und = Aber für eine Perfon, melde blos 
C 


wuͤſſte, daſſ aus der Urne u Kugeln gezogen find, aber nicht, wie viel weiße 
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u(- 1) (a2)... (un +1) 

Ban aam 

— 66 — 2)...(@—m+1)b—1). &or+) 

(—1)(—2)...(c—u+1) 

Die Wahrfcheinlichfeit, daff in den zu Biehungen aus der Ume A 
wenigfteng m weiße Kugeln gezogen werden, ift die Summe dern +1 
Werthe von IT, welche man erhält, wenn man in diefer legten Formel 
fucceffive u udn 0, v—lıum]l, u — und 2,.. — n und n 


Nein 


und wie viel ſchwarze, wäre die Wohrſcheinlichkeit des — einer weißen 
Kugel bei einem neuen Verſuche von der Woehrſcheintichteit —— ſehr verſchieden 


und nach einer uns eben von E. Mondeſir, ehemaligem “ae der Ecole 
Polytechnique, mitgetheilten Bemerkung ift die in Rede ftehende Wahrfchein- 
lichkeit von den Zahlen 2 und 2 unabhängig und wie vor den Ziehungen — 
Um die Nichtigkeit dieſes Satzes an einem Beiſpiele zu zeigen, wollen wir 
areas, Ce Typ uzedy eu 


feßen. Hinfichtlic der Zahlen m und 2 gibt es drei mögliche, aber ungleich 
wahrjcheinliche Fälle, naͤmlich n—2 ud 0, ml md n—=1l, m=0 
und n—2. Die aus dem Ausdrude für IT abgeleiteten Werthe der Wahre 
Icheinlichkeiten diefer drei verfchiedenen Fälle find vefp. 2, 4,4. Die Wahr: 
fcheintichkeiten des Zuges einer weißen Kugel bei einem neuen Verſuche haben 
in diefen drei Fällen die vefp. Werthe 2, 3, & und nad) den Regeln in $.5. 
und 10, iſt die vollftändige Wahriceinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 


die Summe der Producte 3.3, 4.2, 4.8, melde in der That 4 

C 

iſt. Wegen des allgemeinen. Beweifes verweifen wir auf die Note von E. 
Mondefir, welche er in dem Sournale der Mathematit von Lioupville 
bekannt machen wird. | 
Der Sag ift für fih Mar, wenn a2 ift; denn in diefem Kalle ift - 
für eine Perfon, welche die aus der Urne gezogenen Kugeln nicht Eennt, nach 
der Ziehung nicht mehr Grund für die Annahme des Zuges einer weißen Kus= 
‚gel, als für die des Zuges einer ſchwarzen vorhanden, und folglic, bleibt die 
Wahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel immer —4. Auch fann man 
bemerken , daſſ diefer Sag in dem Falle, wo die Zahlen = und 5 unendlich 
groß find, mit einem andern Sage übereinftimmt, welcher im Laufe diefeg 
Werkes bewiefen werden wird, und wornach es gewiſſ ift, daff fich die Zah: © 
Ien zn und rn wie @ und 5 verhalten, und alsdann ift man überzeugt, daſſ 
fich die Zahlen a! und 5! der noch in der Urne zurücbleibenden Kugeln eben= 
falls wie a und 5 verhalten, fo daff die abftracte und fubjective Wahrfchein- 
lichkeit des Zuges einer weißen Kugel bei einem neuen Verfuche nicht mehr von | 


a' a 
einander verfchieden und. beide dem Verhältniffe _=— gleich find. 
C C 
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fiatt m und n ſetzt. Bezeichnen wir diefe Wahrfcheinlichkeit mit 2, 

ſo haben .wir folglich: } ‚ | | 

P.e(e—1)(e—2)...(c--u+1)=a(a—1)(a- 2)... (a—u-+1) 
+ub.a(a—1)(a—2)...(a—u--2) 


+ — 


#(u1—) (u—2) 


— — — —— 


b(b-1)(b—-2)a(a—1)(a-2)...(a—u-4) 


——— —ñ —— 


| 1.2.3.0 
.b(6—1)...(d&-n-+1)a(a—1)...(a-m-+1), 
Wenn mo und nu ift, jo muſſ P=1 fein, und folglich ift: 
e(e—1)(e—2)...(c-u+ND=a(a—1)(a—2)...(a—u-+1) 
 tu.b.a(a—1)(a—2).,.(a—u-+-2) 


— 


+ ID 56 We@-1)(0—2).. .(a—u-13) 


| BEE ra A 
—— ). (-2).. (u Sag 


e(#—1)(u—2), | 
NUT TE 
D6-YP-Dala-1)(0-2)...(a-u+M 


* * * EZ 


+n.56—1)(b—2)...(b—u-+2)@ 
+5.65—-1)—2)...(b-u-+1), 

was mit einer befannten und der Binomialformel ähnlichen Formel über: 
einftimmt. In dieſer legten Formel und in allen Formeln derſelben 
Art iſt jede Größe wie (a — 1) (4—2). (a—m-+1) ein VPro⸗ 
duct aus m Factoren, für welches man die Einheit nehmen muff, wenn 
mod ift, woraus folgt, daſſ diefe Formel nicht für den all paſſt, 
wo u—O ift, welche Ausnahme auch bei der Binomialformel ſtatt⸗ 
findet, wenn der Potenzexponent SO iſt. 


$. 19. Es iſt einleuchtend, daff: die Wahrſcheinlichkeit, m weiße 
Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr, zc, | 3 
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amd n fchwarze Kugeln zu ziehen, noch diefelbe wäre, wenn man ftatt 
der 10 fucceffiven Biehungen und ohne die gezogene Kugel jedesmal: 
soieder in die Urne 4 zu legen, mit einem Male mn — u Kugeln 
aus diefer Urne zöge, was fich in der That leicht auf.folgende Weife 
darthun laͤſſt. 

Mir wollen die Anzahl der Gruppen, jede von u Kugeln, welche 
fich aus den in der Urne A enthaltenen c Kugeln bilden laffen, allge: 
mein mit Ga bezeichnen, fo ift: 


ee Huemeh) 
"NM :2,.8: 

Denn um alle diefe Gruppen aus denen von u — 1 Kugeln: zu 
bilden, muff man jede dieſer leßtern mit den nicht darin vorkommen— 
den —H+1 Kugeln verbinden, welches (c—u--1) Grup 
pen, jede von u Kugeln, gibt. Da aber immer uw Gruppen von 
„ — 1 Kugeln diefelbe Gruppe von u Kugeln geben, fo muff man 
das Product (c — u-H1) Er durch u dividiren, um die Anzahl 
der verfchiedenen Gruppen, jede von u Kugeln, zu erhalten, und es 
ift folglich: 

pe er G 1. 
M 
Für | a man offenbar G,—=c, und wenn man ſucceſſive — 
— —ſo — 


c—2 ycle1 c—2 
a Ne 


I Y 


1.2,3 
c—38 a VE 
4 1.2.8.4 
1 
und endlich: Gu= — Gu—1, 


Gr c(c—1)(c—2). „t—u-b1) nel, 


-1,2,3,.,.« 


was bewiefen werden ſollte. 
Bezeichnet man den Werth von Gm, wenn man darin c und w 
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in a und m verwandelt, mit G,, und mit G,, wenn man darin c 
und u in 5 und nn verwandelt; fo hat man ebenfalls; 


_ a(a—1)(a— 2)... er), , 


al 1724, 98,.,..M 


G — 


Das Product aus G,, und G,, druͤckt die Anzahl der Gruppen, jede 
von mn oder u Kugeln, aus, welche man aus den ad oder e in der 
Urne 7 enthaltenen Kugeln bilden kann, und wovon jede zur weiße und 
n fchwarze Kugeln enthält, und die Wahrfcheinlichkeit, eine diefer Grup= 
pen zu treffen, wenn man aus der Urme A zu gleicher Zeit u Kit 
gen zieht, ift ferner dem Duotienten aus ihrer Anzahl und der Anzahl 
aller in ‚der Ume £ enthaltenen Gruppen von Bu sugan gleih, d. h. 


7 


— = 2 ‚und wenn man fie mit IT bezeichnet; fo — man folglich: 
u 
6, er 
II— ’ 
— 


was mit dem im vorhergehenden $. erhaltenen Werthe von IT überein- 
fimmt. Der Ausprud für P in demfelben $. ift auch Die Wahrfchein- 
lichkeit, wenigſtens m weiße Kugeln zu treffen, wenn man zu glei- 
‚cher Zeit u Kugeln aus der Urne 4 zieht. 


$. 20. Sn dem Deifpiele in $. 18. änderte fich die Wahrfchein- 
lichkeit des Greigniffes Z während der Verfuche, weil fie bei jedem 
neuen Berfuche von den Zahlen abhing, welche ausdrüden, wievielmal 
das Ereigniſſ Z und das entgegengefehte Ereigniff F bereit3 ftattge= 
funden haben, Aber ed gibt Aufgaben, worin diefe beiden Ereigniffe 
von einer beliebigen Befchaffenheit eigenthümliche, bei jedem Verſuche 
von dem bereit3 früher ftattgehabten unabhängige und von einem. 
Berfuche zum andern veranderliche Wahrfcheinlichkeiten haben. 

Es feien im Allgemeinen in einer Reihe von u Berfuchen, welche 
man machen will, oder gemacht bat, >, und g, die Wahrfcheinlich- 
feiten von Z und F bei dem erfien Verſuche, P und 9, diefe Wahr: 
fcheinlichfeiten bei dem zweiten Berfuche, ... Pu und gu diefe Wahr: 
fcheinlichfeiten bei dem legten Verfuche, fo Dali: 


pı Tgi=l, pe tpR=1 .. + Put-gu=1 


if. 
3 % 
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Um die Wahrfcheinlichkeit zu erhalten, daſſ das Greisniff E 
mmal und das Ereigniſſ F, n oder (u—ım) mal in einer beliebigen 
Ordnung ftattfinden werden, oder ftattgefunden haben, wollen wir mit 
Pm das Product aus m der Factoren ?1, Par Par + - » Pu und durch 
On das Product aus n. der Factoren 4,1, Gar Yar:- gar welche in 
feiner der vorhergehenden Sleichungen mit einem der in Am vorlommens 
den Factoren vorfommen, bezeichnen, fo dalf, wenn Pm den Bruch 7; 
enthält, der correfpondirende Bruch 9, nicht in On vorkommt, und 
daff, wenn Pm den Bruch p, nicht enthält, der Bruch g; in On 
vorkommt. Multiplieirt man alsdann diefe beiden Producte Zm und 
On mit einander, und-bildet die Summe aller möglichen auf diefe Weife 
ertftandenen Größen Pm On, deren Anzahl durch die Zahl X in $. 14, 
ausgedrücdt wird; fo drüdt diefe Summe die gefuchte Wahrfcheinlichkeit 
aus. 

Diefe Negel laͤſſt fi auch noch auf eine andere Weiſe ausdruͤ— 
den, welche und in Der Folge von Nußen fein wird, 


Es ſeien u und v zwei unbeflimmte Größen, und wir oe 


R=(up, +vg,)(upgz tr95)(uPp3 +93)... (upat gu) 


feßen, fo daff Z2 ein Product aus u oder mn Factoren ausdruͤckt, 
und wenn man diefes Product entwicelt, jo erhält man ein nach den 

Potenzen von u und 9 geordnetes Polynom von z-—1 Gliedern, In’ 
diefem Polynome ift der Eoefficient von uro”r alsdann die betrachtete 

Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniff FE, mimal und das Ereigniff 7), 
rnmal in einer beliebigen Ordnung ftattfindet, Wir wolenz. B.u=3 

nehmen, fo haben wir; 


Zutat SEID 93 tPıPs92TtPaPs Qı) 
-u0*(P, 9293 #P2 9193 FP3 9192) 9° 9192 93- 


Der Eoefficient von 3 ift offenbar die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 
Greigniff Zi dreimal ſtattfindet; der Coefficient von u? die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ 4 zweimal und das Ereigniſſ 7 ein⸗ 
mal ſtattfindet, was geſchehen kann, indem das Ereigniff Z in den 
. beiden erſten Verſuchen und das Ereigniff Z7 bei dem lekten, oder dag 
Ereigniff Z" bei dem zweiten Berfuche und HE in den beiden andern, 
oder Z" bei dem erften Verfuche und Zi in den beiden Iekten ftattfin= 
det. Ebenfo drüdt der Eoefficient von u»? die WahrfcheinlichFeit aus, 
daſſ dad Ereigniff Z" zweimal und das Ereigniff Z einmal ſtattfindet, 
und endlich drückt der Goefficient von #3 offenbar die Wahrſcheinlichkeit 
aus, daſſ Das Ereigniſſ 27 dreimal flattfindet. | 

| 
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Wenn das Ereigniff ZI bei jedem Verſuche auf mehrere gleic) 
mögliche Weifen ftattfinden Fann, fo nimmt man für die Wahrfchein- 
lichkeit, daff Z bei diefem VBerfuche ftattfindet, nach der Negel in 
$. 10. den Quotienten aus der Summe der refp. Wahrfcheinlichkeiten 
diefer verfchiedenen Arten des Stattfindens von ZZ und ihrer Anzahl. 
Sieht man alddann diefe, mittlere Wahrfcheinlichkeit des Greigniffes 
von der Einheit ab, fo erhält man die Wahrfcheinlichfeit des Ereignif- 
fes F, und nach diefen beiden mittleren Wahrfcheinlichkeiten bei jedem 
Verfuche mufj man die Wahrfcheinlichfeit berechnen, daff die Ereignifie. 
E und Finden mn Berfuchen reſp. mmal und nmal ftattfin: 
den, ſowie die Wahrfcheinlichfeit für jedes andere aus FM und FF zu- 
fammengefegte Ereigniſſ. Wenn die mittlern Wahrfiheinlichfeiten der 
Greigniffe E und Z° conftant bleiben, obgleich fich ihre partiellen Wahr: 
fcheinlichkeiten der Zahl und Größe nach von einem VBerfuche zum an- 
dern ändern, fo befolgen die Wahrfcheinlichkeiten der zuſammengeſetzten 
Greigniffe noch diefelben Geſetze, als in dem Falle, wo die partiellen 
Mahrfcheinlichkeiten unverenderlich find. 

8 21. Cine der häufigften Anwendungen der Wahrfcheinlichkeits- 
rechnung beftehbt in der Beflimmung der Vor- oder Nachtheile, welche 
mit ungewifjen Ereigniffen nach dem Damit verbundenen Gewinne oder 
Berlufte und den Wahrfcheinlichkeiten ihres Stattfindens zuſammenhaͤn⸗ 
gen, und ſie beruht auf folgender Regel. 

Wir wollen annehmen, daſſ eins der Geigniffe ı 5B,F,G,H,. 
ftattfinden muff, und ihre refp. Wahrfcheinlichkeiten mit 2, g, r,5,:: 
bezeichnen, fo dafj: 


p+ta+r+s+..=1 


ift, und zugleich wollen wir annehmen, daff mit dem Stattfinden des 
Greigniffes E für eine erfte Perfon ein Gewinn g, mit dem des Er- 
eigniffes Z" für eine zweite Perfon derfelbe Gewinn g, u. f. f. verbun— 
den fei. Wenn alsdann alle diefe Perſonen übereinfommen, den Ge- 
winn g vor der Entfcheidung binfichtlich des Stattfindens der erwähn: 
ten Ereigniffe zu theilen, oder aus irgend welchen Gründen dazu ac: 
zwungen find; fo muff: diefer Gewinn nach Verhältniff ihrer reſp. Wahr: 
- fcheinlichkeiten, zu gewinnen, unter fie vertheilt werden, d. h. gp muſſ 
der Antheil der erften, gg der der zweiten, ... Perſon fein. 

Denn «8 fei zn die Geſammtzahl aller gleichmöglichen Faͤlle und. 
unter diefen Fällen feien a, b, c, d,... . refp. den Ereigniffen P, F, G, H, 


.. günftig, fo dafl: | 
atb-+c-+d-+tete. =m 
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und folglich: 


a b * d = 
Wem r=— —, Ss —, elc: 
P 1 4 f m’ 


iſt. Wenn e8 m Perfonen gäbe, wovon jede bei dem Stattfinden ei⸗ 
nes der zn möglichen Fälle gewinnen muͤſſte, fo a Elar, daſſ der Ge 


winn g unter alle gleich vertheilt, und folglic) —g der Antheil jeder | 


verfelben fein müffte. Nun muff aber die Perſon, deren Wahrfchein- 
lichkeit, zu gewinnen, —p ift, oder welche @ günftige Fälle für ſich 
hat, offenbar auch «@ diefer gleichen Theile befommen, fo daſſ ihr gan- 


zer Antheil alfo =— g=pg fein muff, und ebenfo find die Antheile 


der übrigen Perfonen refp. gg,r8,5g,.. 

Bei bereitS angefangenen Spielen gibt diefe Regel auch an, wie 
viel jeder Spieler nach feiner Wahrfcheinlichkeit, das Spiel zu gewin: 
nen, von dem Einſatze befommen muff, wenn fich beide Spieler vor 
der Beendigung des Spieles trennen wollen. Auch ergibt fich aus 
diefer Regel, daſſ der Einfab jedes Spielerd vor dem Beginnen des 
Spieles feiner Wahrfcheinlichkeit, zu gewinnen, proportional fein muff. 
Denn wenn die beiden Spieler nach) geſchehenem Einfaße, ſtatt zu ſpie— 
len, fich trennen wollten, fo müfjte jeder feinen Ginfaß wieder befom= 
men, und nach der vorhergehenden Regel müfite das, was jeder Spies. 
ler wieder befommt, auch dem Producte aus der Summe der Einfäße 
und feiner Wahrfcheinlichkeit, dad ganze Spiel zu gewinnen, gleich fein. 
Diefe Wahrfiheinlichkeit ift in den Hazardipielen von den Negeln des 
Spieles abhängig und laͤſſt fi a priori berechnen, wenn fie nicht 
ſehr complicirt find. In den Spielen, wo der Erfolg von der Gefchid- 
lichFeit jedes Spielers abhängt, beruht feine Wahrfcheinlichkeit, zu ges 
winnen, gewöhnlich auf feiner Reputation und lafft ſich nur durch 
eine lange -Reihe von Verſuchen mit einiger Genauigkeit beftimmen, 

Wenn p und g die Wahrfcheinlichfeiten zwei entgegengefeßter Erz 
eigniffe AZ. und Z find, fo daff a+g9=1 if, und eine Perfon 4 
wettet um eine Summe «, daſſ dad Ereigniſſ E ftattfindet, während 
eine andere Perfon B um eine Summe 8 wettet, daſſ das Greigniff 7’ 
ftattfinden wird; fo müffen fih, wenn beide Wetten einander gleich fein 
follen, dieſe Sniinen & und 8 wie die Pe preite p und g 
verhalten, fo daff; 


p5=qg% 
ift. Aber man darf nicht vergeſſen, daſſ Diele Wahrſcheinlichkeiten p 


* 


und 4 im Allgemeinen von den abſtracten, eigenen Wahrſcheinlichkeiten 
der" Ereigniffe H und verſchieden find und von den Kenntniffen ab: 
hängen, welche die Perfonen Z und 5 in Beziehung auf diefe Er- 
eigniffe haben koͤnnen. Wenn fich diefe Wahrfcheinlichfeiten auf die: 
ſelben Kenntniffe der Perfonen 4 und D binfichtli der Greigniffe 
FL und F gründen, fo it die Wette billig (fubjectiv gleich), obgleich 
fie eine diejer beiden Perfonen auf Koften der andern fehr begünftigen 
kann. Wenn aber die beiden Perfonen A und D nicht diefelbe Kenntnis; 
von den beiden Greigniffen E und Z haben, fo Fünnen fich die Sum: 
men @ und 5 nicht mehr wie die fubjectiven Wahrfcheinlichkeiten die: 
fer Ereigniffe für die beiden Perfonen A und B verhalten, und es 
gibt Fein Mittel mehr, die Billigkeit der Wette herzuſtellen. 

. 22. Bermittelft der Formeln in $. 19. laſſen fich leicht die . 
Mahrfcheinlichfeiten in Beziehung auf die loterıe de France, welche 
glüclicher Weife durch ein neues Geſetz aufgehoben ift, berechnen. Wer: 
gleicht man fie mit den Bielfachen der Einſaͤtze, welche die Lotterie 
für die gewinnenden Looſe zahlte, fo ergibt fich, daſſ diefe Bielfachen 
weit fleiner find, als die, welche fie hätte zahlen müfjfen, damit daS 
Spiel gleich gewefen wäre, und dafj hieraus für die Lotterie auf Ko- 
sten der Spieler ein außerordentlich großer Vortheil entiprang, wel— 
chen das Gefe bei einer andern Speculation als "unerlaubt verboten 
haben würde. 

Es fei im Allgemeinen n die Anzahl der Nummern, woraus eine 
Lotterie befteht, „ die Anzahl der Nummern, welche bei jeder Ziehung 
herausfommen, Z die Anzahl der auf dem von dem Spieler gewählten 
Loofe verzeichneten Nummern und A die Wahrfcheinlichfeit, daſſ Diele 
legten Nummern herauskommen. Die Anzahl der Gruppen von /Num: 
mern, welche man aus den n Nummern der Lotterie und aus den, 
bei jeder Ziehung herausfommenden m Nummern bilden kann, wird 
nach den Formeln des angeführten $. vefp. ausgedrücdt dur: - 


A u er 1) BR en); 
ET SR en Re 


und die Wa — A wird durch das Verhaͤltniſſ der zweiten 
Zahl zur erſten, d. h. durch: 
TG en em — 1)(m a I-+1) 


n(n INA)", .(n — N, 1) 
ausgedrückt. Wenn man den Einfaß des Spielers zur Einheit nimmt, 
fo muff der der Lotterie dem Verhältniffe von 1— A zu A gleich fein, 
und wenn der Spieler gewinnt, jo muff ihm. die Lotterie auch feinen 


40 


gezahlten Einſatz zuruͤckkgeben. Bezeichnet man alſo das Vielfache die: 
ſes Einſatzes, welches die Lotterie dem Gewinner zahlen muſſ, mit u, 
fo hat man: 

1—2 


u=!41=—. 


Ferner fei © die Anzahl der Biehungen, welche erforderlich find, da— 
mit man 1 gegen 1 wetten kann, daſſ die auf dem Loofe des Spie— 
lerö verzeichneten Nummern wenigftend einmal herausfommen; fo ift 
nach der Regel in $. 8: 


Be, 


‚und wenn die Wahrfcheinlichkeit A ein fehr Kleiner Bruch ift, fo er: 
hält man fehr nahe: 


= (0,69315), 


indem man 0,69315 für den Neperſchen — der Zahl 2 


nimmt. 


In der loterie de France war: 
se 


n 
Für eine Verne mufj man /=3 fehen, woraus folgt: 


5.4.8 
= — — ‚u=11748, <—=8143,13. 
90,89, 


Wenn alfo das je hätte gleich fein follen, fo hätte die Lotte: 
vie bem Gewinner feinen 11748 fachen Einfaß zahlen müffen, woge— 
gen fie ihm nur den 9500 fachen Einfaß, d. h. weniger, ald die Hälfte 
von dem zahlte, was fie hätte zahlen müffen. Das Mißverhältniff 
war bei der Duaterne und Duinterne nocd größer, aber bei’einer 
AUmbre und dem einfahen Auszuge geringer. 3 würde vortheil: 
haft fein, 1 gegen 1 zu wetten, daſſ eine gegebene Terne bei 8144 
Ziehungen wenigftens einmal herausfommt, und nachtheilig, 1 gegen 


1 zu. wetten, daſſ fie bei 8143. Ziehungen wenigftens einmal her: - 


ausfommt. Für eine vorher befehte Nummer hätte man: 


IN\N® ; log 2 
1—-— -) 24, 2= 124 
( 18/0 log 18 — log 17 3 


fo dafj es nachtheilig fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, daſſ diefe 


Nummer in 12 Siehungen wenigftend einmal herausfommt, aber da⸗ 


* 


EN Nee U —— ———— WG 


Ri u Te a a Te ee 
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gegen vorteilhaft, dafj fie in 13 Ziehungen wenigftend einmal her: 
ausfommt. Auch koͤnnte man 1 gegen 1 wetten, daſſ die 90 Num— 
mern in 89 oder 84 Zichungen wenigftens einmal herausfommen. *) 
Von den Spielern wählten einige diejenigen Nummern, welche 
feit langer Zeit nicht herausgefommen waren, und andere dagegen die 
Nummern, welhe am häufigften herausfamen. Diefe beiden Mei- 
nungen find aber ganz ungegründetz denn obgleich) 3. * eine ſich der 


Gewiffpeit fehr nähernde Wahrfcheinlichkeit ne (z * — ‚997 


vorhanden ift, daff eine beftimmte Nummer bet 100 jucceffiven Ziehun— 
gen wenigftens einma! herausfommt, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit 
ihres Herauskommens, wenn fie bei den erften 88 Ziehungen nicht 
herauögefommen wäre, in den 12 le&ten Ziehungen immer faſt —4, 
wie für jede andere beftimmte Nummer. Wa3 die am häufigften ber: 
ausgefommenen Nummern anlangt, fo Fann diefer Umftand nur als 
eine mit der offenbaren Gleichheit der Wahrfcheinlichkeit des Heraus: 
kommens aller Nummern bei jeder Biehung verträgliche Wirkung des 
Zufalfes betrachtet werden. Aber bei allen Hazardfpielen, wo die glei- 
chen oder ungleichen Mahrfcheinlichfeiten befannt find, haben die ftatt: 
gehabten Ereigniffe auf die Wahrſcheinlichkeit der Fünftigen feinen Einfluff 
und alle Combinationen, weldye fih die Spieler einbilden mögen, Fön: 
nen weder den fich nach der Negel im vorhergehenden $. ergebenden 
Gewinn vermehren, noch den Berluft vermindern, 

Bei den öffentlichen Spielen zu Paris, 3. DB. bei dem Spiele 
»trente- et- quarante«, ift der Bortheil des Banquiers bei jedem ein; 
zelnen Spiele nur unbeträchtlich, und zwar etwas Feiner, als 44% 
jedes Einfaßes;**) allein da bei diefen Spielen in wenigen Stunden 
eine fehr große Anzahl von Partien gefpielt werden; fo entfpringt dar- 
aus für den Banquier doch ein ficherer Gewinn, welcher jedes Jahr 
faft derfelbe ift und wofür er der öffentlichen Verwaltung, welche ihm 
das Monopol bewilligt, jährlich 5 bis 6 Millionen Franken zahlen 
kann. Diefe Spiele find noch verderblicher, als Die Lotterie; denn die 
darin aufs Spiel gefeßte Kapitalfumme beträgt jedes Jahr mehre 
‚hundert Millionen Franken und überfteigt bei weitem die Summe, welche 
in die ganze loterie de France gefest wurde. 

Es ift. hier nicht der Drt, die Gründe zu unterfuchen, welche 


*) Theorie analytique des probabilites, page 198. 


+) Wegen der WahrfcheinlichEeiten diefes Spieles vergleiche man +uhfere Abhande 
lung in dem Journal des Mathematiques von Gergonne, tome XVL., No. 6. 
Decemb. 1825. 
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man gewoͤhnllch fuͤr die Beibehaltung der oͤffentlichen Spiele anzuge— 
ben pflegt; wir haben ſie nie billigen koͤnnen, und ſchon der Umſtand, 
daſſ ſie die Urſache zu ſo manchem Ungluͤcke und ſogar zu Verbrechen 


find, iſt hinreichend, daſſ fie von der Regierung unterfagt werden, 


ftatt den Gewinn mit den Inhabern diefer Spiele zu theilen. *) 


$. 23. Das Product aus einem Gewinne und der Wahrfchein- | 


lichkeit, Ddenfelben zu erhalten, nennt man die mathematifche 
Hoffnung jeder bei irgend einer Speculation interiffirten Perfon. 
Wenn. z. B. diefer Gewinn 60099 Thaler beträgt, und die Wahr: 
fcheinlichfeit de3 Ereigniffes, wovon er abhängt, it =H, fo Fann die 
Perſon, welche diefe Summe eventuell erhalten muff, den dritten Theil 
von 60000 Thaler oder 20000 Thaler als eine Summe betrachten, 
welche fie wirklich befist, und welche man in dad Inventarium ihres 
Vermoͤgens ald eine pofitive Forderung aufnehmen müflte. **) 


Allgemein, wenn Semand bei dem Stattfinden eines Creigniffes 


E eine Summe g, bei dem Stattfinden eined andern Greigniffes Zi’ 


*) Diefer Paragraph war bereits niedergefchrieben, als das Finanzgeſetz erſchien, 
welches die oͤffentlichen Spiele vom J. Januar 1838 an aufhebt. 


**) Dieſes würde jedoch nur dann erlaubt fein, wenn die in Rede ſtehende Per: | 


fon eine große Anzahl folder Summen zu erwarten hätte, wie diefes 4 B. 


bei den Verficherungsanftalten der Fall ift, deren Zuftand man unterfuchen will. | 


Die Refultate der Wahrfcheinlichkeitsrechnung beziehen fich immer auf eine hin— 


veichend große Anzahl ähnlicher Fale oder Wiederholungen, aber niemals auf 
einen einzelnen fpeciellen Sal. Denn in einem foldyen Falle findet das frag: 
liche Ereigniff entweder ftatt, oder niht. Wenn 3. B. eine Urne 2 weiße 
und 3 ſchwarze Kugeln enthält, fo ift die Wahrfcheinlichkeit für den Zug eis 
ner weißen Kugel ==2 und die für den Zug einer ſchwarzen Kugel —#; 
aber damit foll nicht gefagt fein, daſſ ſchon bei 5 Biehungen nothwendig 2 
weiße und 3 fchwarze Kugeln gezogen werden, fondern daff fich die Anzahlen 
der gezogenen weißen und ſchwarzen Kugeln erft bei einer fehr großen Anzahl 
von Ziehungen, indem die gezogene Kugel jedesmal wieder in die Urne gelegt 
wird, wie 2:3 verhalten werden. So wenig aber. die mathematifche Wahr: 
fcheinlichkeit auf einen einzelnen Fall anwendbar ift, eben fo wenig ift es auch 
die mathematifche Hoffnung, welche das Product aus diefer Wahrfcheinlichkeit 
und einer conftanten Größe if. Hat z. B. Iemand die Wahrfcheinlichkeit 4, 
bei einem Spiele die Summe von 4000 Thaler zu gewinnen, fo ift der Werth 
feinee Erwartung nad dem Obigen — 4. 4000 — 1000 Thaler; aber Nies 
mand wird ihm für diefe Erwartung diefen Werth zahlen, wenn nur ein ein= 
iger Verſuch gemacht werden foll, wohl aber, wenn eine große Anzahl, 
z. B. 40000 Berfuche gemacht werden. Denn bei diefen 40000 Perfuchen 


würde der Spieler ungefähre 10000 mal gewinnen ; alfo im Ganzen 4000 4 
>< 10000 — 40000000 Thaler, und folglich betrüge der mittlere oder 


durchſchnitthiche Gewinn bei jedem der 40000 gende 40000000 
— 1000 Thaler. Br AUnmerf. d. Ueber]. 
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eine Summe g’, u. ſ. f gewinnen muff, und die Wahrfcheinlichfeiten 
dieſer Ereigniffe find refp. 2, p', pP", . ..5 fo wird ihre mathemati: 
fhe Hoffnung durh die Summe gp-+g'p'+g"p'"- ... auöge: 
druͤckt. Wenn eine oder mehrere der Größen g, g', g@", .. . Verlufte 
ausdrücden, welche diefe Perfon zu befürchten hat, fo muff man ihnen 
in diefer Summe daS Zeichen — geben, und für die, welche - even: 
tuele Gewinne ausdrüden, daS Zeichen — behalten. Se nachdem der 
Totalwerth der mathematifchen Hoffnung poſitiv oder negativ ift, drückt 
fie eine Vermehrung oder Verminderung des Vermögens aus und muff 
wirklich unter die ausftehenden Forderungen oder Schulden gerechnet 
werden, wenn man den Ausfall der betreffenden ungewiljen Ereigniffe 
nicht abwarten will, Es ift übrigens wohl zu bemerken, dafj, wenn 
die Gewinne oder Verluſte erft nach langern Zeiträumen flattfinden 
fönnen, man fie auf den betrachteten Zeitpunkt zurüc discontiren muff, 
um ihren wahren Werth zu erhalten, abgefehen von ihrer Ungewiffheit, 
Wenn die Perfon, deren Vermögenszuftand beftimmt werden fol, die 
Summe g erft nach n Sahren, die Summe @’ eıft nah n’ Sahren, 

‚erhalt, fo find die gegenwärtigen Werthe diefer Summen refp. 
Br uam ..., WO Ö den Zinsfuß bezeichnet, und folglich iſt 
der gegenwärtige Werth & dieſer Summen nach der Regel der mathe: 
matiſchen Hoffnung: 


je gp * 8 p'' = 
AH?" (+9) (ot 


& ift alfo der wahre oder gegenwärtige Werth der verschiedenen un: 
gewiffen Summen , welche die Perfon gewinnt, oder verliert und wel— 
chen eine andere Perfon für diefe Erwartungen jet zahlen kann. 


Auf diefe Formel und auf die Sterblichfeitstafeln grün: 
det fich die Berechnung der auf eine oder mehrere Perfonen lautenden 
Lebensrenten, Lebensverficherungen, Witwenpenfionen, eie., wie man 
in den, fpeciell über diefen Gegenftand handelnden Werfen fehen kann. *) 


$. 24. Da der Vortheil, welchen ein Gewinn Semandem ver: 
ſchafft, von feinen WVermögenszuftande abhängt, To hat man diefen 
relativen Vortheil von der mathemathifchen Hoffnung unterfchieden und 
moralifhbe Hoffnung genannt. Wenn er eine unendlich Fleine 
‚Sröße ift, fo nimmt man fein Verhältniff zu dem gegenwärtigen Ver: 
mögen der betreffenden Perfon als Maß der moralifchen Hoffnung, 


) Bergl. Anhang 1. 
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welche übrigens pofitiv oder negativ fein kann, je nachdem von einer 


eventuellen Vermehrung oder Verminderung diefes Vermoͤgens die Nede 


if. Durch die Integralrechnung ergeben fih aus diefem Maße ald: ° 


dann Folgerungen, welche mit den Regeln der Klugheit übereinftim- 


men, welche uns in unfern Speculationen leiten müffen. In den Ne 


fultaten diefer Nechnung hat man aud Gründe gefunden, felbft ein 


gleiches Spiel nicht zu fpielen, die aber vielleicht nicht Die beften find, 


welche man geben kann. in unwiderſprechlicher Einwurf gegen das 
Spiel, wenn es nicht mehr ein bloßes Vergnügen ift, befteht darin, 
daſſ durch daffelbe nicht3 gefchafft wird, was an und für fih Werth 
hat, und daſſ die Spieler, welche gewinnen, nur ihren. Bortheil in 
dem Unglüde und zuweilen in dem Ruine derer finden fünnen, welche 


verlieren. Der Handel ift infofern auch ein Spiel, ald der Erfolg 
der Flügften Speculationen immer nur eine flarfe Wahrfcheinlichfeit hat ” 
und immer auch eine gewiffe Wahrfcheinlichfeit des DVerluftes vorhan: 
den ift, welche durch Gefchicktichfeit und Umficht nur vermindert wer: 


den kann; allein der Handel vergrößert den Werth der Dinge durch 
ihren transport von einem Orte zum andern und in diefer Zunahme 
des Merthes der Gegenftände findet der Kaufmann eben feinen Ge: 
winn, indem er zugleich auch den Gonfumenten einen Vortheil ver: 
ſchafft. 

$. 25. Wie einfach und natürlich die Regel in $. 21. auch fein 


mag, fo führt fie doch auf eine Schwierigfeit, womit man fich che ° 


dem viel befchäftigt hat. 


Zwei Perfonen A und B fpielen das Spiel Wappen oder ° 
Schrift; die Bedingungen des Spieles find: 1) daff die Partie ° 
beendigt ift, wenn dad Wappen getroffen wird; 2) daff die Perfon 


B der Perfon A zwei Thaler gibt, wenn das Wappen bei dem erften 


MWurfe getroffen wird, 4 Thaler, wenn es bei dem zweiten Wurfe ° 


getroffen wird,... und allgemein 2” Thaler, wenn das Wappen 


erft bei dem ten Berfuche getroffen wird; und 3) daff die Partie une 
gültig ift, wenn dad Wappen nicht in den mr erften Verfuchen ges 
troffen wird, ohne welche Bedingung fich die Partie nicht entfcheiden. 
Aafjen würde. Es wird angenommen, daſſ das Münzftük Fein Be: 
fireben hat, eher auf die eine, als auf die andere Geite zu fallen, ' 
fo daff bei jedem Wurfe die Mahrfcheinlichkeit für das Zreffen des 
Wappens, fo wie die für dad Treffen der Schrift =4 ift. Folglich 
ift die Wahrfcheinlichfeit, daff dad Wappen bei dem nten Wurfe und 


1 
— denn hierzu iſt erforderlich, daſſ 


die Schrift (r— 1) mal hinter einander getroffen wird, wofuͤr die 


nicht fruͤher getroffen wird, — 


45 


1 
Wahrſcheinlichkeit — 5 iſt, und daſſ bei dem folgenden Wurfe 


das Mappen getroffen wird, wofür die Wahrfcheinlichfeit — 4 iſt. 
Folglich wird die Wahrfcheinlichkeit, daff das Wappen bei dem nzten 


1 
Wurfe zum erften Male getroffen wird, Tuch das Product aus — 


und 1 3 oder durch — ausgedrüdt. Im diefem Sale befommt die Per: 


Jan 
fon A, 2” Thaler, fo daff der Werth ihrer mathematifchen Hoff: 
nung — 1 &haler ift, und da fie für jeden der m Würfe, woraus 
die Partie beftehen Tann, denjelben Werth hat, ‚fo folgt, daſſ der 
ganze Werth der mathematifchen Hoffnung der Perfon A= m Thaler 
ift. Soll alfo das Spiel gleich fein, fo muff die Perfon A der Perz. 
fon D, mThaler geben, d. h. 1000 Thaler oder 1000000 Thaler, 
wenn die Partie aus 1000 oder 1009000 Würfen beftehen kann, 
und fie müffte ihr fogar cine unendlich große Summe geben, wenn 
das Spiel ohne Ende fortdauern Fünnte. Jedoch wird Niemand unter 
diefen Bedingungen eine etwas beträchtliche Summe, 3. B. von 1000 
Thalern, aufs Spiel ſetzen. Hier fcheint alfo die Negel der mathe: 
matijchen Hoffnung nicht anwendbar zu fein, und um biefe Schwies 
rigfeit zu befeitigen, hat man eben die Regel der moralifchen Hoffnung 
und ihr Maß erdacht. Allein mau muß bemerfen, daſſ diefe Schwie— 
rigkeit darin liegt, daff man in den Bedingungen des Spieles von 
der Möglichkeit abftrahirt hat, ob die Perfon D, auch alle Summen 
n A zu zahlen im Stande ift, welche nach den Wahnrfcheinlichkeiten 
des Spieles zu zahlen fein koͤnnen. Wie groß nun aber auch das 
Bermögen von D angenommen werden mag, fo ift es doch begrenzt, 
und wenn man e3 durch 5 Thaler ausdrücdt, fo Fann A niemals eine 
größere Summe, ald *3 befommen, wodurch die mathematiiche Hoffnung 
diefer leßten Perfon in einen fehr großen Verhältniffe vermindert wird, 
Denn es ift immer: 
ba’ Ah), 

wo & eine ganze Zahl und “ eine pofitive, kleinere Zahl, als die 
Ginheit if. Wenn E>m oder nr E=m ift, fo kann D alle 
Summen zahlen, weihe A zufallen; aber wenn 8<m ifi, fo fann 
fie B nicht mehr zahlen, wenn nach den 8 erften Würfen das Wap— 
pen zum erften Male getroffen wird. Die mathematifche Hoffnung 
von A beträgt alfo für diefe 8 erften. Wuͤrfe 5 Thaler, aber daruͤber 
hinaus, d. h. für die m —E folgenden Würfe reducirt fie fich "auf 

die Gonffante 5 oder auf 2°(1 +4), mit ihren refp. Wahrfcheinliche 
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— 
ſtaͤndigen Werth der mathematifchen Hoffnung der Perfon A oder die 
Summe, welche fie der Perfon B geben muff, damit das Spiel gleich 
ift, mit &, fo hat man: 


=er4 (tt. 4) 


feiten von — bis Ba multiplicirt.  Bezeichnet man alfo den voll— 
2 


oder: 
+41 — 
welche Größe nicht mit m fortwährend waͤchſt, ſondern im Gegentheil 
von dieſer Zahl faft unabhängig ift, und fich beinahe auf: 
ENTER 


reducirt, wenn zn fehr groß if. Nun kann aber dad Vermögen von 
B niemals fo groß fein, daff 8 aufhört, eine wenig beträchtliche Zahl 


zu-fein, und folglich muff A bei diefem Spiele nur. eine wenig beträcht: 


liche, zwifchen 8+1 und 64-2 liegende Summe wagen. Wenn man 


annimmt, daff D ein Vermögen von 100 Millionen Thalern beſitzt, 
fo findet man, daff 226 die höchfte in 5 enthaltene Potenz von 2 ift, 
dv. h. 6— 26, fo daff die Perfon A ſchon im Nachtheil fein würde, 
wenn fie 28 Thaler, oder mehr gegen das bedeutende Vermögen von 
B aufs Spiel feßen. wollte. 

Wenn man die Negel der moralifchen Hoffnung auf diefe Auf: 
gabe anwendet, fo ergibt fich für die Summe, welbe A auf Spiel 
feßen Eann, ein anderer Werth, welcher von dem Vermögen der Per: 
fon A und nicht von dem der Perfon DB abhängig iftz;*) allein es 
fheint uns, dafj es bei diefem Spiele die Möglichkeit ift, dafj A von 
B die vollftäandige Summe erhalten kann, welches der Summe, die A vor 
dem Anfange des Spieles an D zahlen muff, eine gewiffe Grenze fest. **) 

$. 26. Wir fchliegen Diefes Kapitel mit einigen Bemerkungen 
über den Einfluff einer unbekannten, einem gewiffen Ereigniſſe gün: 
ftigen Urfache, wodurd, wie wir fogleich fehen werden, die Wahr: 
fcheinlichfeit der Uebereinfimmung der Ereigniffe in einer Reihe von 
Berfuchen fortwährend vergrößert wird. 


‘ *) Theorie analytique des probabilites, page 439. 
) Wegen der moralifhen Hoffnung vergl, Anhang II. 


y 


. 
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So 3. B. muff man bei dem Spiele Wappen oder Schrift 
immer annehmen, daſſ das Münzftüd vermöge feiner phyfifchen Con: 
ftitution ein Beftreben hat, eher auf die eine, als auf die andere 
Flaͤche zu fallen; allein a priori weiß man nicht, ob durch Ddiefen 
Umftand das Treffen des Wappens oder das der Schrift begünftigt 
wid, obgleich die Wahrfcheinlichkeit, daſſ diefelbe Fläche des Muͤnz— 
ftüdes mehrere Male hintereinander oben liegt, dadurch vergrößert wird. 

Um dieſes nachzuweifen, wollen wir die Wahrfcheinlichfeit für 
dad Zreffen der durch die phyfifche Conftitution des Münzftüdes be= 
gunftigten Fläche mit 4(1 4-6) und folglich die für das Treffen der 
andern Fläche mit 4(1— 6) bezeichnen, fo dafj Ö ein Fleiner pofiti- 
ver Bruch ift, deffen Werth unbekannt ift, und man auch nicht weiß, 
welche Ddiefer beiden ungleichen MWahrfcheinlichfeiten dem Treffen des 
Mappens oder der Schrift entjpriht. Wenn nur ein Wurf gemacht 
werden fol, fo hat man feinen Grund, anzunehmen, daff die von 
dem einen der Spieler gewählte Seite des Münzftüdes mehr oder we: 
niger begünftigt ift, ald die andere, und die Wahrfcheinlichfeit ihres 
Treffens ift folglich — *, wie wenn d=0 wäre, Aber wenn zwei 
Wuͤrfe gemacht werden müffen, fo ift es vortheilhaft, für die Ueber: 
einftimmung der beiden getroffenen Flächen zu wetten; denn ed Fünnen 
4 Sombinationen ftattfinden, wovon zwei übereinftimmende Flächen, nam: 
lich zweimal das Wappen, oder zweimal die Schrift geben und zwei 
ungleichartige, namlih Wappen und Schrift, oder Schrift und Wap— 
pen. Die Wahrfcheinlichfeiten der beiden erften find die Quadrate von 
4146) und 3(1—6); folglich ift die Wahrfcheinlichfeit, daff eine 
diefer Combinationen ftattfinden wird, nach der Negel in $. 10. die 
Summe diefer Quadrate, oder S(1402). Die Wahrfcheinlichkei: 
ten der beiden andern Gombinationen find einander gleich und jede 
wird durch dad Product aus 41469) und (1 — 6) ausgedrückt. 
‚Folglich ift ihre Summe, oder die Wahrfcheinlichfeit des Treffens zweier 
nicht Übereinftimmender Flächen =4(1—6?), welche in dem Ber: 
hältnifje der Differenz; 1— 6? zu der Summe 1-46?, over von 
— zu 1 Eleiner iſt, als die Wahrſcheinlichkeit für das Tref— 
fen zwei übereinftimmender Flächen. Wenn alfo A um 1 Thaler wet: 
tet, daſſ bei zwei Würfen zwei Übereinftimmende Flächen getroffen 
werden, und B das — behauptet; ſo muſſ B, damit die Wette 


gleich wird, 1— — 
6,8 —AIh waͤre. 
Wenn das Muͤnzſtuͤck dreimal hintereinander in die Luft geworfen 


Thaler ſetzen, d. h. vor Thaler, wenn 
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werden foll, fo fönnen 8 verfehiedene Combinationen ftattfinden, namlich 
es kann dreimal Wappen und dreimal Schrift geworfen werden, wel- 


4 
J 


ches die beiden uͤbereinſtimmenden Fälle ſind, oder es kann ‘zweimal 


Wappen und einmal Schrift in drei Faͤllen, und zweimal Schrift und 
einmal Wappen in ebenfalls drei Faͤllen getroffen werden. Wenn man 
annimmt, daſſ oͤ genau SO iſt, fo find die Wahrſcheinlichkeiten die— 
fer 8 Combinationen einander gleich, und wenn folglich A wieder für 
die Gleichartigfeit der drei Würfe wettet, jo mufj der Einfab von A 
4 von dem des D fein. Da aber ô ohne Zweifel nicht =0 ift, fo 
würde durch dieſes Werhältniff der Einfäse die Perfon A noch mehr 
begünftigt werden, als bei zwei fucceffiven Wuͤrſen; denn die Wahrſchein— 
lichkeit der Uebereinftimmung der drei Würfe ift die Summe der Eubi 
von L(1 46) und Z(I—Ö), welche fih auf 4(1-+36?) reducitt, 
und wenn man fie von der Einheit abzieht, fo erhält man unmittel- 
bar die Wahrfcheinlichkeit des entgegengefegten Greigniffes, d. h. der 
Ungleichartigfeit der drei Würfe =3(1 — 6°), ap in dem Ber: 


1-— ö? 1-50? 
hältniffe von zu 14 oder von 1 — — 


2365? 
in einem größern Verhaͤl tniffe, as 1 — it» zu 1, Eleiner if, als 


das Dreifache der vorhergehenden Wahrfcheinlichkeit. Dieſe Schlüffe 
laffen fich leicht auf mehr als drei Verfuche, ‚und .wenn man will, 
‚ auf andere Spiele, worin mehr, ald zwei mögliche Ereigniffe, deren 
unbekannte Wahrfcheinlichfeiten ungleich fein können, vorfommen, aus: 
dehnen. 

Penn zwei Perfonen ein Spiel fpielen, wobei die Fertigkeit auf 
das Stefultat einigen Einfluff haben fann, jo it es nicht wahrfchein: 
lich, daſſ beide Spieler gleiche Fertigkeit haben, und alsdann muff man, 
wenn man den beffern Spieler nicht Fennt, annehmen, daſſ es der ift, 
welcher die beiden erften Partien gewinnt. Aber felbft dann, wenn 
man den befjern Spieler Tennt, iſt es nicht immer vortheilhaft, zu 
wetten, dafj er diefe beiden Partien gewinnt; denn man würde als— 


zu.1, d. h. 


dann von den vier moͤglichen Combinationen drei gegen und nur eine 


einzige fuͤr ſich haben, und wenngleich dieſe letztere die wahrſcheinlichſte 


waͤre; ſo koͤnnte ihre Wahrſcheinlichkeit denen der drei andern doch 


nicht das Gleichgewicht halten. 


Im Allgemeinen, ed ſei p die bekannte Wahrſcheinlichkeit eines 
beliebigen Ereigniſſes Z und g die des entgegengeſetzten Ereigniſſes F, 
fo daſſ p+g9 =1 iſt. Ferner wollen wir annehmen, daſſ irgend eine 


Urfache die Wahrfcheinlichkeit eines dieſer beiden Ereigniffe, ohne daff 


man weiß welches, um eine unbekannte Größe & vergrößern und die 


49. 


des andern Ereigniſſes folglich um eben diefe Größe vermindern Förine, 
und.@ ſei die Wahrfcheinlichfeit, daſſ daffelbe Ereigniff D oder 7. 
bei m Berfuchen beftändig ftattfindet. Wenn FD. das durch Die unbe— 
kannte Urfache. begünftigte Ereigniſſ iſt, fo ift die Wahrfcheinlichkeit 
der Öleichartigkeit der 7m fucceffiven Ereigniffe nach der Negel in $.10 


HE Mg — am. | 
Denn fie kann auf zwei verfchiedene Arten ftattfinden, d. h. jenachdem 
das Creigniff Z oder F" bei allen Verfuchen eintritt. Wenn dagegen 


F das begünftigte Greigniff ift, fo wird die MWahrfcheintichkeit der 
Gleichartigkeit der zu fucceffiven Ereigniffe durch: 
‚PZIrH+gtreM 

ausgedruͤckt. Da wir nun nicht wiffen, welches von den beiden Er- 
eigniffen Z und F dasjenige ift, defien Wahrfcheinlichkeit vermehrt 
oder vermindert wird, fo find diefe beiden verfchiedenen Werthe der 
Wahrſcheinlichkeit der Gleichartigkeit der m fucceffiven Ereigniffe für 
uns gleich möglich. Die. Wahrfcheinlichfeit jeder derjelben ift folglich 
3 und die Summe diefer beiden mit 1 multiplicirten Werthe ift 
nad) der Regel in $. 10, wieder die Totalwahrfcheinlichfeit der Gleich: 
artigkeit der m fucceffiven Ereigniffe. Es ift alfo: 


a etz AAN 
‚oder was daſſelbe ift: 


+ 
+ 


| o=P+ Q, 
‚wenn man der Kürze wegen: 


m(m—1)(m—2)(m-—3) 
— — 
m(m—1)  _,..,', m(m-—1)(m—2)(m—3) zu 
V-gm-- — —— en Dre 100. Sr 4at-Lete. 
ſetzt. Wenn die unbekannte Urfache nicht ftattfände, d. b. wern &—=o 
‚wäre, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der Uebereinftimmung der m Ber- 
ſuche blos —pm—-g®, Jede Urſache, welche die Wahrfcheinlichkeit 
des einen ber beiden entgegengefeßten Greigniffe Fund F vergrößert, 
‚ohne daff man weiß welche, vergrößert alfo auch bie Wahrſcheinlichkeit 
der Gleichartigkeit der Ereigniſſe in einer Reihe ſucceſſiver Verſuche, 
weil fie den Werth von m offenbar größer macht, als pm gm, 


P=pm 4 "N mer a2 4 m—Agtt erc. 


— 
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Zweites«“Kapitel— 


Fortſetzung der allgemeinen Regeln der Wahrfcheinlich: 
‚Feitsrechnung. — WabhrfcheinlichFeiten der Iirfachen und 
der künftigen Creignifle, welche aus der Benbachtung 
vergangener oder ftattgehabter Ereignifie abgeleitet 
werden. 


8. 27. Die in dem vorhergehenden Kapitel aufgeſtellten Regeln ſetz— 
ten die Wahrfcheinlichfeit irgend welcher Ereigniffe «8 befannt voraus und 
hatten zum Zwecke, die. Wahrfcheinlichfeiten anderer, aus jenen zuſam— 
mengefester Ereigniffe daraus. abzuleiten. In dem gegenwärtigen Ka— 
pitel aber wollen wir die Regeln aufftellen, welche zur Berechnung der 
MWahrfcheinlichkeiten der Urfachen nach den beobachteten Ereigniffen, und 
folglich der Wahrfcheinlichkeiten fünftiger Ereigniffe dienen. Aber zuvor 
wird es zwechmäßig fein, den Begriff genau zu beftimmen, welchen man 
mit dem Ausdrude Urfache verbinden muff, und- welcher von dem in 
der gewöhnlichen Sprache uͤblichen verſchieden iſt. 

Wenn man im gewöhnlichen Leben ſagt, daſſ irgend etwas die 
Urfache von einem Ereigniffe ift, fo fchreibt man Diefem Etwas die 
Fähigkeit zu, dieſes Erzigniff nothwendig hervorbringen zu muͤſſen, 
ohne jedoch damit ausdrüden zu wollen, daſſ man die Natur diefer 
Kraft. oder Fähigkeit und: die. Art ihrer Wirkung Fenne Am Ende 
diefes Kapitels werden wir auf dieſen Begriff der Gaufalität wieder 
zurückkommen, und für den Augenblid genügt die Bemerkung, daſſ der 
Ausdrud Urfache in der MWahrfcheinlichfeitärechnung in einer ausgebehn: 
tern Bedeutung genommen wird, indem man bier unter einer Urs 
fache Cirgend eines Ereigniffes Zi dasjenige verfteht, . welches dem Statt- 
finden des Ereigniffes Z die ihm eigenthümliche abftracte Wahrfcheinlich- . 
feit ertheilt, während in der gewöhnlichen Bedeutung dieſes Wortes G 
die Urfache diefer Wahrfcheinlichfeit und nicht die des Ereigniffes felbft 
wäre, und wenn das Ereigniff ZI wirklich ſtattfindet; fo wird diefes durch 
die Vereinigung der Urfache C mit andern Urfachen oder Umftänden, 
welche auf die eigene abſtracte Wahrfcheinlichkeit diefes Ereigniffes Feinen 
Einfluſſ haben, bewirkt. Wenn ꝓ dieſe bekannte oder unbekannte abſtracte 

oder eigenthuͤmliche Wahrſcheinlichkeit des Ereigniſſes FE ift, welche im 
Allgemeinen von ſeiner Wahrſcheinlichkeit verſchieden iſt; ſo ertheilt die 
Urſache C zu gleicher Zeit dem entgegengeſetzten Ereigniſſe 7 die Wahr: 
fcheinlichfet 1 —p. Wenn p=1 ift, fo bringt die Urfache C das 
Ereigniff & nothwendig hervor und iſt die Urſache deſſelben in dem 
gewöhnlichen Sinne des Wortes, und wenn p—=o ift; 2 ift C die 
YUrfache von I | | 
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Die Geſammtheit der Urſachen, welche vereinigt ein gewiſſes Er— 
ein hervorbringen, ohne auf die Größe feiner abftracten Wahrſchein⸗ 
lichkeit, d. h. auf das Verhaͤltniſſ der Anzahl der dieſem Ereigniſſe guͤn— 
ſtigen Falle zur Anzahl aller möglichen Fälle Einfluff zu haben, iſt das, 
was man unter dem Zufalle verfiehen muff. So ift z. B. bei den 
Würfelipielen das bei jedem Wurfe ftattfindende Ereigniff eine Folge 
von der Anzahl der. Flächen, der Unregelmäßigfeiten der’ Formen und 
der Dichtigkeiten der Würfel und dem Schütteln der Würfel in dem 
Beher. Nun find aber. diefe Bewegungen der Würfel durch das 
Schütteln Urfachen, welche auf die abfiraete Wahrfcheinlichkeit des Tref— 
fens einer beftimmten Fläche keinen Einfluff haben; ihr Zweck ift blog; 
den Einfluff der Lage der Würfel in dem Becher vor diefen Bewegun— 
gen aufzuheben, damit diefe urfprüngliche Tage der Würfel keinem der 
Spieler befannt fei, und wenn diefer Iwed erreicht iſt; fo hängt Die 
abftracte Wahrfcheinlichkeit für das Treffen jeder Fläche des Mürfels 
nur noch von der Anzahl der Flächen und von den phyſiſchen Unvoll- 
fommenheiten des Wuͤrfels ab, welche die abftracten Wahrfcheinlichkei= 
ten für das Treffen der verfchiedenen Flächen ungleich machen koͤnnen. 
Man fagt, dafj etwas zufällig gemacht ift, wenn es fo gefchieht, daſſ 
an Den refp. abflracten MWahrfcheinlichkeiten der verfchiedenen möglis 
chen Ereigniffe nichts geändert if. So zieht man 3. B. aus einer 
Urne mit weißen und fhwarzen, Kugeln zufällig eine Kugel, weni 
‚man. nicht auf ihre Anordnung innerhalb diefer Urne fieht, che man 
hineingreift. Sind alle Kugeln von demfelben Durchmeffer, jo kann 
die Wahrfcheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen, offenbar nur von 
der Anzahl der weißen und der Anzahl der fchwarzen Kugeln abhaͤn— 
gen, und man beweift, daſſ fie dem Verhaͤltniſſe der erften diefer bei- 
den Zahlen zu der Summe beider gleich iſt. 

a Die Urfache C kann eine phyſiſche oder moralifche fein... Bei dem 
Spiele Wappen oder Schrift ift es die phyſiſche Conſtitution des 


Münzftüdes, welche dem Treffen des Wappen oder der Schrift eine | 


im Allgemeinen wenig von 4 verfchiedene abftracte Wahrfcheinlichkeit er= 
theilt, während bei einem Griminalurtheile die abftracte Wahrfcheinlichkeit 
der Wahrheit oder des Irrthums des Urtheiles jedes Gefchworenen durch 
feine Moralität, worunter wir feine Fähigkeit und Gewiffenhaftigkeit 
mit verftehen, beftimmt wird. Zuweilen befteht die Urfache C aus der 
Bereinigung einer moralischen und einer phyfifchen Urſache. So hängt 
3. B. bei jeder Art. von Meffungen oder Beobachtungen die Wahr— 
fcheinlichkeit eines Fehlerd von gegebener Größe von der Gefchictichkeit 
des Beobachterd und von der mehr oder weniger vollfommenen Con— 
ftruction des Snftrumentes ab, deſſen er fich bedient. « Aber in allen 
/ 4* 
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Fällen werden die verfchiedenen Urſachen der Ereigniffe in der Wahr: 
feheinlichkeitsrechnung unabhängig von ihrer befondern Natur und blos 
in Beziehung auf die Größe der Wahrfcheinlichkeiten, welche fie her— 
vorbringen, betrachtet, und eben deswegen ift Diefe Rechnung fowohl auf 
moralifche, als auf phyfifche Gegenftände anwendbar. Jedoch ift bei den 
meiften: Unterfuchungen die Wahrfcheinlichfeit, welche eine gegebene Ur: 
fache C beftimmt, nicht a priori befannt, und zuweilen ift fogar die Urfache 
eines Ereigniſſes, oder ihre WahrfcheinlichFeit felbft unbekannt. Wenn 
die Wahrfcheinlichkeit conftant ift, fo beftimmt man fie, wie wir in der‘ 
Folge fehen werden, Durch eine hinreichend lange Reihe von Verſuchen; 
aber bei dem Urtheile eines Gefchworenen z. B. ändert ſich die Wahr- 
feheinlichfeit des Serthbums von einem Gefchworenen zum andern, und 
fir denfelben Gefchworenen ohne Zweifel auch in verfchiedenen Angele— 
genheiten, und da es nicht möglich ift, durch Wiederholung der Ver— 
fuche für jeden Gefchworenen und jede Art von Prozeffen die eigen- 
thumliche Wahrſcheinlichkeit des Irrthums eines Gefchworenen aus der 
Beobachtung abzuleitenz. fo muff man, wie wir in der Folge fehen 
werden, eine gewiffe Wahrfcheinlichkeit in Beziehung auf die Ges 
fammtheit der Gefchworenen des ganzen Sprengeld eines Affifenhofes 
fuchen, und diefe ift zur Auflöfung der Aufgaben, He den fpeciellen 
Gegenftand. des fünften Kapitels bilden, auch zureichend. 


Oft gibt e mehrere verfchiedene Urfachen, welche in Verbindung 
mit dem Zufälle ein gegebenes Ereigniſſ E, oder das entgegengeſetzte 
FF hervorbringen koͤnnen, und che das eine oder das andere dieſer bei— 
den Greigniffe ftattgehabt. hat, bat jede dieſer Urfachen eine gewiffe 
MWahrfcheinlichfeit, welche ſich ändert, ſobald das Ereigniſſ Z oder F 
beobachtet iſt. Zunächft wollen wir nun, indem wir die abftracte Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit, welche jede dieſer moͤglichen Urſachen, wenn ſie gewiſſ waͤre, 
dem Stattfinden des Ereigniſſes Z oder F" ertheilen wuͤrde, als bekannt 
annehmen, die Wahrfcheinlichkeiten aller diefer Urfachen nach der Beob— 
achtung und dann die MWahrfcheinlichkeit jedes andern kuͤnftigen Ereig- 
niffes, welches von — Urſachen, als E wm F ange, be⸗ 
ſtimmen. | 


$. 28. Es ehe älfe E ein beobachtetes Ereigniff. Wir wollen 
annehmen, daff fein Stattfinden zm verfchiedenen Urfachen zugefchrieben. 
werden kann, daff diefe zn Urfachen die allein möglichen find, daff fie, 
ſich gegenfeitig ausfchliegen und daſſ fie vor der Beobachtung des | 
eigniſſes Z alle gleich vwwahrfcheinlich waren. Durch das. Stattfinden 
des. Ereigniffes # find dieſe bypothetifchen Urfachen ungleich wahrfcheinz 
lich gemacht, und es Fommt darauf an, die fich aus der Beobachtung 


| | 


| 
| 
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ergebende Wahrfcheinlichkeit jeder derfelben zu beftimmen, was vermit- 


telſt des folgenden Lehrſatzes gefchehen kann: 


Die Wahrfcheinlichkeit jeder der moͤglichen Urſachen 


eines beobachteten Exeigniſſes wird erhalten, wenn man 


die Wahrfcheinlichkeit, welche diefe Urſache dem Statt 


finden des Ereigniffes ertheilen würde, wenn fie ge 
wiff wäre, durh die Summe der Wahrſcheinlichkeiten 
diefes Ereigniffes dividirt, welche aus allen Urſachen, 
denen man es zufchreiben kann, entfpringen würden, 
wenn diefe Urſachen gewiſſ wären. 


Es ſeien: 
GRFC,, G,, ... CH, 0 + Ci 4 
die m möglichen Urſachen des Ereigniſſes F und: 


Pır Par Par ——— In .r.+ Pm 


die diefen verfchiedenen Urfachen entfprechenden bekannten Wahrfchein- 
lichkeiten feines Stattfindens, fo daff ?n die Wahrfcheinlichfeit des Er- 
eigniffes Z ausdrudt, welche ftattfinden würde, wenn Die Urſache Un 
allein vorhanden, ‚oder was daffelbe ift, wenn fie gewiſſ wäre, wo⸗ 
durch alle übrigen ausgefchloffen würden. Ferner feien: 


0, Dog, Op, ⸗ .»+ On, » oo Gm 


die unbekannten Wahrfcheinlichkeiten derſelben Urfachen, fo daff on die 
Wahrfcheinlichkeit der Urfache Ca, d. h. die Wahrfcheinlichkeit-ift, daſſ 
diefe Urfache das Stattfinden von Z herbeigeführt hatz ſo kommt es 
darauf an, zu beweilen, daſſ 


n 


6 {Pa — +p2+rs+ oe tpn ++. tprr 


iſt. Von welcher Befhaffenheit das Ereigniſſ E nun aber auch ſein 
mag, ſo kann man, um die Begriffe zu fixiren, es doch immer als 


den Zug einer weißen Kugel aus einer Urne, welche weiße und ſchwarz 
Kugeln enthält, betrachten. Zu dem Z8wecke wollen wir annehmen, 
daſſ man zn folcher Urnen: | 


A, Fe RAN, , An, Dr ver‘ AR, | 


babe, woraus bie weiße Kugel Hat. gezogen werden konnen, und daſſ 
in einer beliebigen An derſelben das Verhaͤltniſſ der Anzahl der weißen 


Kugeln zu der Anzahl aller darin enthaltenen Kugeln dem Bruce 7 
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gleich iſt. Jede dieſer Urnen, in welche man zufällig greifen kann, um 
* weiße Kugel herauszuziehen, ſtellt eine der Urſachen des Treffens 
einer weißen Kugel dar. Die Urne An entſpricht der Urſache Ch und 
die Aufgabe befteht darin, die Wahrfcheinlichkeit zu REITEN daſſ J 
‚weiße Kugel aus der Urne An gezogen iſt. 
Zu dem Zwecke wollen wir die Bruͤche P1, Parfar - - + ld ur 
denfelben Nenner gebracht annchmen, fo daſſ: 


—— Pa 


"S A 
BIER 
5 
S 
- 


ift, wo der Nenner u und die Zähler &,, &2, . . . ganze Zahlen find, 
Die Wahrfcheinlichfeit des Zuges einer weißen Kugel aus der Ume An 
wird nicht geändert, wenn man annimmt, daff fie @n weiße und u 
weiße und ſchwarze Kugeln enthält, und daffelbe gilt in Beziehung auf 
Die übrigen Urmen. Da die jeßt in jeder Urne enthaltene Gefammt= 
zahl von Kugeln für alle dieſelbe ift, fo folgt aus dem Lehrfage in” 
$. 10., daff, wenn man alle diefe Kugeln -in diefelbe Urne A legt,” 
indem man die der Urne A, mit-der Zahl 1, die der Urne A, mit” 
der Zahl 2, u. ſ. f. bezeichnet, die MWahrfcheinlichfeit an, daſſ die aus” 
dem Syfteme der Urnen A, Ay, Sgr .. . gezogene weiße Kugel’ aus” 
‘der Urne An gezogen ift, der MWahrfcheinlichkeit gleich ift, daſſ eine‘ 
aus der Urne A gezogene weiße Kugel mit der Zahl 2 bezeichnet iſt, 
welche letzte Wahrfcheinlichkeit das Berhältniff von &n zu der Summe” 
der m Größen @,,@ 27 &y, ... zum Werthe hat, weil diefe Summe” 
die Gefanimtzahl der in der Urdei A enthaltenen: weißen Kugeln iſt, 
mworunter ſich @n weiße Kugeln befinden , —* mit der Zahl z bes 
zeichnet Kr Man hat alfo auch: 


n 

a, +0,40, + „0, .+: to, 
und Diefe Größe flimmt vermöge der vorhergehenden Gleichungen mit 
dem obigen Ausdrude für om überein, was bewiefen werden ſollte. | 
$. 29. Bei der Berechnung der Wahrfcheinlichkeiten. des Statt- 
findens mehrerer fucceffiver Ereigniffe muff man nicht blos den Einfluff‘ 
in Betracht ziehen, "welchen das Stattfinden des einen derfelben auf” 
die Wahrfcheinlichkeit des folgenden haben kann (F. 9.), fondern zumei=” 
len muſſ man bei der Beftimmung diefer Wahrfcheinlichkeit auch auf’ 
die Wahrfcheinlichkeit der verfchiedenen Urfachen des vorhergehenden Erz 
eigniffed oder auf die verfchiedenen Arten, auf welche es hat. flatte 
finden fünnen, — — was z. DB; bei der folgenden Kufe | 
gabe der a ift. — 


On 
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Geſetzt, man hätte eine Anzahl m von Umen 4, B, C,Dy.\. 
mit weißen und fchwarzen Kugeln und die Währfcheinlichkeiten des Zu— 
ges einer weißen Kugel aus den Umen A, D, C,».. wären reſp 
a,b,c, 2... Aus einer diefer Urnen zieht man zufällig eine erfte Ku- 
gel, dann eine zweite Kugel aus den Urnen, woraus die erfte nicht 
gezogen ift, hierauf eine dritte Kugel aus einer der Urnen, woraus 
die beiden erften nicht gezogen md, u. f. f., ©» bh. es wird nach jeder 
Biehung die Urne, woraus eine Kugel gezogen ift, binweggenommen. 
Man fol nun die Wahrfcheinlichkeit beftimmen, auf dieſe Weile 2 
weiße. Kugeln in z Zichungen zu ziehen, wo n kleiner ald m oder 

— mit. 


Wir wollen der Kürze wegen. 
a+b+c+d+-ete. RR 
ab ac+ ad+ be bd-+cd-+ ete. — 
abc+ ubd+bed--ete. = s,, 
ubed-- elc.—s,, 
elc. 


feßen, fo daſſ s, Die Summe der Brühe a,b, c,.d, ae Die 

m(m—1 
Summe der Producte aus je zwei derfelben von der Anzahl au 2 
s, die Eumme der Producte aus je Drei derſelben von naht 


— = N ee e) bezeichnet, u. £ f. Die Wahrſcheinlichkeit, bei dem 


1 
erften Zuge eine weiße Kugel zu ziehen, ift =—5- Wenn die bei 


vielem Verſuche gezogene weiße oder fchwarze Kugel aus der Ume 4 
gezogen ift, fo iſt die Wahrfcheinlichkeit, bei dem zweiten Zuge eine 


weiße Kugel zu ziehen, = — (s, —a). Diefe Wahrfiheinlichteit ift 


E 


— 6 — 2), wenn die erſte Kugel aus der Urne D gezogen iſt; 


—— 


ſie iſt — 9), wenn diefe erfte Kugel aus der Urne C ge 


zogen ift, u. 1. f. Hieraus und aus den Regeln in $. 9 und 10. 
folgt, daſſ die volftandige Wahrichein! ichkeit des Zuges einer weißen 
Kugel bei der zweiten I —* 
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ausgedrückt wird, wo &,8,Y, .. reſp. Die Wahrſcheinlichkeiten be⸗ 


zeichnen, daſſ die Kugel bei dem erſten Verſuche aus der Urne A, der 


Urne B, der cp C, 2. gezogen iſt. Nun find aber diefe Wahrfchein: 
lichkeiten @,8,Y, ... nicht einander gleich ,*) und nach dem vorher | 
gehenden $. if: 


‘a: C f 
Jı ee 5] 


Aber da: 
as, —)+bls, —b)+elis, — tele. 280 
ift, fo ift folglich die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel 


J —— — 55 Ebenfo if die Wahrſcheinlich— 
| 1 
feit des Zuges einer weißen Ki, bei dem dritten Verfuche = —— z x 


(s, —a—b), wenn die in den beiden erften Ziehungen gezogenen 
beiden weißen oder fchwarzen Kugeln aus den Umen A und D geo= 


u 1 
‚gen find; fie ift —5 


Er —a—ec), wenn dieſe beiden Kugeln 


aus den Urnen A und C gezogen find, u. f. f. Der vollftändige ” 
Werth der Mahrfcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel bei dem 
dritten Verſuche ift alfo: | | 
8(s, —a—)) h(s, —a-e) kl —b—.c) 

m — 2 gi m —2 z m—2 — | 

wo g,h,k,.... die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen , daſſ Die bei den ° 
beiden erſten Verfuchen gezogenen Kugeln aus den Umen A und D, 
4 und C, Bund C, ... gezogen find, und welche nad) dem vor 
hergehenden 8. Durch: 


———— F =, ete 


ausgedrückt werben, und da 
Paar — a0 te b-o+e=8s, 


) Megen Nichtberuͤckſichtigung dieſes Umſtandes iſt die Aufloͤſung dieſer Aufgabe 
in $&. 17. unferer Abhandlung über das Verhaͤltniſſ der männliden ° 
und weibliden Geburten unrichtig, woraus wir auch eine falſche Zole 
gerung gezogen haben, E 
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iſt, fo verwandelt ſich die Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer gu 
Kugel bei dem dritten Verſuche in: 
35; 
(m—8)s2° 


Diefe Schlüffe laſſen fich En beliebig weit fortießen, und folglich find 
die Brüche: 


— 255 rn u. | 
m — (m—1)s, . (m — 2)s,' CR (m—n-+1)s2_ı 
die MWahrfcheinlichkeiten, bei dem erften, zweiten, dritten, ... nten 


Berfuche eine weiße Kugel zu ziehen, fo daff die. gefuchte Wahrfchein- 
lichfeit daS Product aus diefen n Brüchen er ($. — welches ſich 


auf en, "vebucirt, wenn man: 


. m(m — 1) (m — 2)...(m—n--1) 
4 h "1.2. 3.,,2 | 


feßt, wo w die Anzahl der Producte aus je n der m Buchftaben 
a,b,c,d, ... deren Summe sn bezeichnet, ift. 


1 ION 
Bon der Nichtigkeit. dieſes Werthes Zn überzeugt man fich, wenn 


man bemerkt, daſſ jedes diefer Producte die Wahrfcheinlichkeit ausdrückt, 
aus 2 beftimmten der Urmen A, B,C,D,..., n weiße Kugeln zu 
ziehen, und daſſ folglich der Duotient au der Summe aller diefer 
Producte und ihrer Anzahl die Wahrfcheinlichkeit ift, aus n zufällig 
gewählten diefer Urnen 2 weiße Kugeln zu ziehen, welche offenbar ver 


gefuchten Wahrfcheintichkeit gleich if. Wenn n= m ift, fo hat man 


#“—1 und diefe Wahrfcheinlichkeit ift = sm, was unmittelbar aus der 
Regel in $. 5. folgt. 

$. 30. Es fei nun Z’ ein anderes, von ZZ verfchievened, aber 
von denfelben Urfachen “u C,,Cz, ... abhaͤngiges Ereigniff und - 
duch : 


‘ —* 
Pır Par »-- Pur +: Pm 


J wir die Wahrſcheinlichkeiten des Ereigniſſes Z’ in Beziehung 
auf dieſe verfchiedenen Urfachen bezeichnen, fo daſſ Pn die gegebene 


Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ das Greigniff ſtattfinden wärde, wenn 


Die Urfache Ch gewiff wäre. Da aber diefe Urfache blos wahrfchein= 


lich und ihre Wahrfcheinlichkeit Durch @ bezeichnet ift, fo ift das Statt— 
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finden von # vermöge dieſer Urſache ein zuſammengeſetztes Ereigniſſ, 
deſſen Wahrſcheinlichkeit durch das Product dieſer beiden Wahrſchein— 
lichkeiten ausgedrüdt wird (8. 5.). Ferner iſt Die vollftändige Wahr: 
fcheinlichfeit des Ereigniffes 2 die Summe der Wahrfcheinlichkeiten für 
die zm verfchiedenen Arten, auf welche dieſes Ereigniff ftattfinden kann 
($. 10.), d. h. die Summe der Werthe von p,@,, welche fih auf - 
die m möglichen Urfachen C,, Ca, Cs, .... von Zum # beziehen. 
Bezeichnen wir dieſe solfftänige Wahrfezeintichkeit von mit »', fo 


haben wir folglich: | 
op; © +P39,+ .. an > .. + pm Om 
oder, wenn wir für @,, @g,... ihre Werthe feßen: — 


pe +tPRPn tt tPmPm 
pıtp2+-- tat: ——— 


Dieſes iſt die Formel, welche zur Berechnung der Wahrſchein— 


— 


lichkeit kuͤnftiger Ereigniſſe a der Beobachtung vergangener oder ftatt- 
gehabter Ereigniffe dient. ° Zu demfelben Ausdrude gelangt man aud 


ohne Hülfe der. gemeinfchaftlichen Urfachen der. Ereigniffe Z_ und .&, 


wenn man fie ald zwei zufammengefeßte Ereigniffe betrachtet, welche 4 
von demfelben einfachen Ereigniffe abhängen, und die Schlüffe, welche 4 


uns darauf geführt haben, find ebenfalls auf diefe andere Betrachtungs= © 


weife der Aufgabe anwendbar; aber man Tann fie, wenn man will, 
unmittelbar auf die vorhergehende zurüdführen. 


Denn wenn E und 2’ zwei aus demfelben Greigniffe G zufam- ° 
mengefegte Ereigniffe find und G Fan, ehe das Ereigniſſ Z beobachtet 


ift, vaſchiepene gleichwahrſcheinliche abſtracte Wahrſcheinlichkeiten: 
Sir dar. 3N 8m 


haben; fo kann man fie als eben fo viele verſchiedene Urſachen von 

und FE’ betrachten. Nimmt man alfo gm für die im Vorhergehen- 
den mit C, bezeichnete Urfache, fo ift die Wahrfcheinlichkeit von gn der 
Werth von @7, welchen wir gefunden haben, d. h. on ift die Wahrfchein: 
lichkeit, daſſ vie Wahrſcheinlichkeit von G gleich En iſt, und der vorher⸗ 
gehende Ausdgrud: von.w’ ift alddann die Wahrfcheinlichkeit für das Statt: ° 
finden von Z’, welche fi) aus den zn möglichen, Werthen der Wahrſchein⸗ 
lichkeit von @ ergibt. In dieſer Formel druͤckten pn und 7m die gegebe⸗ 
nen Wahrſcheinlichkeiten des Stattfindens von Z und aus, wenn 


8n zuverlaͤſſig die Wahrſcheinlichkeit von @ ware. 


$. 31. Man muif diefe Beftimmung der Mahrfcheinlichkeit von 2° 
nach. der Beobachtung von Z nicht mit irgend einem Cinfluffe des h 


Pos ui * 
ll 


ı. 


99 


EStattfindens vergangener Greigniffe auf das der zukünftigen, deſſen An- 
nahme ungereimt fein würde, verwechſeln. Wenn wir z. B. ficher 
wiffen, daſſ eine Urne drei weiße und eine fehwarze Kugel enthält, 
fo ift es für uns gewiff, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des Zuges einer 
weißen Kugel = if. Wenn folglich das Ereigniff 2’ in der Zie— 
. bung zwei weißer Kugeln aus der Urme A, indem die erfte gezogene 
Kugel wieder hineingelegt wird, befteht, fo it die Wahrfcheintichkeit 
von 2’ das Quadrat von 3 :0der Hr, von welcher Art das Greignifl 
FE, welches wir haben beobachten koͤnnen, auch fein mag, und: wenn 
wir annehmen, daff die fucceffive Ziehung einer gewiſſen Anzahl 
weißer Kugeln und einer gewifjen Anzahl fchwarzer Kugeln aus der Urne 
A, welcye jedesmal wieder in diefe Urne gelegt werden, bedeutet; fo 
fünnen wir ohne Nüdficht auf das Berhältniff diefer beiden Zahlen 
immer 9 gegen 7 wetten, daſſ das Ereigniff 2’ ftattfinden wird. Aber 
wenn die Wahrfcheinlichfeit de3 einfachen Ereigniffes @ uns nicht be— 
kannt ift und wir blos wiflen, daff fie nur gewiffe Werthe haben Fann, 
fo gibt uns die Beobachtung des Ereigniffes Z die Wahrfcheinlichkeit 
‚jedes  derfelben, woraus wir alsdann die Wahrfcheinlichkeit von BZ’ 
ableiten. Diefe Beobachtung vermehrt oder vermindert unfern Grund 
zu der Annahme des Stattfindens des reigniffes 2° ohne auf dieſes 
fünftige Ereigniff oder feine abſtracte eigene Weahrfcheinlichkeit irgend 
einen Einfluff zu haben, fo daſſ für Semanden, melcher irgend ein an: 
deres, von demfelden einfachen Ereigniffe @ abhängiges Ereigniff E, 
beobachtet hätte, der Grund zu der Annahme des Stattfindens von &’ 
weit ftärfer oder geringer fein könnte, als für und, wodurch an der eigen: 
thuͤmlichen oder abftracten Wahrfcheinlichfeit von Z’ nicht3 geändert würde, 
Hinfichtlich des Falles zweier Perfonen, wovon die eine ein Er- 
eigniff 2 und die andere ein Ereigniff 7, , die beide aus demfelben 
Greigniffe @ zufammengefeßt find, beobachtet hat, ift zu bemerken, 
daff, wenn das Ereigniff Z, das Creigniff # und außerdem noch) 
etwas mehr in fich begreift, die Meinung der zweiten Perfon hinficht- 
lich des Stattfindens eined neuen, ebenfalls von G abhängigen Ereig- 
nifjes 77° richtiger fein wird, als die der erften Perfon und vor Diefer 
den Vorzug verdient (F. 1). Wenn wir annehmen, daſſ die Beobach- 
tung des Greigniffes 7, auf eine Wahrfcheinlichfeit A des Fünftigen 
Greigniffes Z’ und die des Greigniffes Z auf eine Wahrfcheinlichkeit 
h deſſelben Fünftigen Greigniffes geführt hatz fo hat die zweite Per 
fon mehr Grund, k gegen 1 —k zu wetten. als die erfte, A gegen 
1 — h zu wetten, daſſ das Ereigniff Z’ flattfinden wird, die Brüche 
h und k mögen größer oder Eleiner, als 4 und die Diffray A — k 
poſitiv oder negativ fein. | 
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$. 32. Ehe wir weiter gehen, wird es zwedmäßig fein, einige 
Anmwendungsbeifpiele der vorhergehenden Ausdrüde von on und @f, 
. welche wir zunächft der Kürze halber auf die Form: 


BR 1 
ZPn ZPn 
bringen wollen, wo das Zeichen Z eine Summe andeutet, welche ſich 
auf die zn Werthe des Inder z, von n=1 bis n=m erftredt, mit— 
zutheilen. =; | FRE 

Man weiß, daff eine Urne 2, m weiße oder fchwarze Kugeln 
enthält, man hat eine weiße Kugel aus verfelben gezogen und foll die 
‚ Wahrfcheinlichkeit beflimmen, daſſ diefe Ume nn weiße Kugeln enthält. 

Sn Beziehung auf die Anzahl der in der Urne enthaltenen weis 
Ben Kugeln kann man m verfchiedene Vorausſetzungen machen, nam: 
ih man kann annehmen, dafj fie m weiße Kugeln, oder m—1 
weiße Kugeln und 1 fchwarze, oder m — 2 weiße und 2 fehwarze, 

.. oder endlich, daſſ fie 1 weiße und m —1 Schwarze. Kugeln 

enthält. Da alle diefe Vorausſetzungen gleich möglich find und fich 
gegenfeitig ausfchließen, fo kann man fie für die zn Urfachen C,, Ca, Oz, 
... des Greigniffes Z nehmen, welches hier der Zug einer weißen Kus 
gel aus der Urne DB ift. Im der Vorausfehung aber, daſſ fich unter 
den zn Kugeln der Urne BD, n weiße befinden, wäre die Wahrfchein- 
lichfeit diefes Zuges das Verhältniff von 2 zu zn, und man hat alfo: 


2 
| Pn — Br / 
woraus folgt: 


Zpm=4(m-+1), 
und mithin. ift: 


an 

?Tm(m-+1) 
die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Urne B wirklich 2 weiße Kugeln ent: 
hält. Sie kann nur dann —=4 fein, wen m=n=3 if. Im 
Allgemeinen iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Urne B nur weiße 
Kugeln enthalt, oder daſſ n=m iſt, nachdem eine weiße Kugel her⸗ 
a | | Re 

ausgezogen ift, — 
Wenn das Ereigniff Z’ der Zug einer neuen weißen Kugel aus 
der Urne B ift, fo ift feine Wahrfcheinlichkeit @' verfchieden, je nach⸗ 
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dem die bereit3 gezogene weiße Kugel wieder in die Urne gelegt iſt, 
oder nicht. 


Im erſten Falle hat man: 
Pr=Pa——, Spnpn= En? ; 
aber bekanntlich ift: | 
rein m sn _”r+2) 


1.2 A——6 nen, Er 
folglich : 

RD an an 

1,2 1. TREE 9 ————— 
und mithin: 
2 
m-441 
3m 


Da im zweiten Falle die Geſammtanzahl der weißen und ſchwarzen 
Kugeln, fo wie die der weißen allein, welche in der Urne 2 enthalten 
find, bei dem zweiten Berfuche um eine Einheit vermindert ift, fo hat 
man: Yale‘ 


. 1 
aan) 


aber wieder: 
n 
Pn== 55, ZPpn—=y(m+1), 


und wegen: 


n(na—1) (m—1)m(m-+-1) 
2 1.2.8 


3 


ergibt ſich: 
o'— 2. 
- Die Wehrſheinlchkeit des Zuges einer weißen Kugel aus einer 
urne, woraus bereits eine Kugel von dieſer Farbe gezogen, aber nicht 
wieder hineingelegt iſt, iſt alſo von der Gefammtzahl m der in dieſer 
Urne enthaltenen weißen und ſchwarzen Kugeln unabhängig und immer 
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2, Der Werth von @' für den erften Fall reducirt ſich auch auf- 
diefen Bruch 3, wie es auch der Fall fein muff, wenn m eine jehr 
große Zahl ift, welche man ald umendlich anfehen kann. | 
Wenn man müffte, daſſ von den urfprünglich in der Urne B 
enthaltenen m weißen oder fhwarzen Kugeln m —1 weiße Kugeln 
gezogen find, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die noch darin ges 


m 5 
bliebene Kugel auch eine weiße iſt, — Her Denn man: fonnte als— 


dann nur zwei Vorausfehungen C, und CO, machen, namlich, daſſ 
alle in der Urne B enthaltenen’m Kugeln weiß find, oder daſſ fich 
eine fchwarze darunter befindet. In der erften Vorausſetzung tft die 
Mahrfcheinlichkeit des beobachteten Ereigniſſes die Gewiſſheit und in der 
sweiten Vorausſetzung iſt Diefe MWahrfcheinlichkeit, d. h. die des Ziehens 
von m—1 weißen Kugeln aus der Urne D diefelbe, als die Wahr: 
fcheinlicheit,, daſſ die fchwarze Kugel in der Urne bleibt, und da die 
in der Urne zuricdbleibende Kugel eben fowohl jede der zm darin ent— 
haltenen Kugeln fein kann; fo ift die Wahrfcheinlichfeit, daſſ dieſes Die 


1 
ſchwarze Kugel ift, =—' Man hat alfo: 


| i 
Ppı=l, B2R % 


folglich : 


ER. et 


ppfpa) mtr 

für die Wahrfcheinlichkeit der erften Hypotheſe, d. b. für die Wahrfchein- 
lichkeit, dafj die in der Urne bleibende Kugel, wie alle aus Derfelden 
gezogenen Kugeln, weiß if. Der Fall, wo m=1 ift, ift in dieſem 
Werthe von @,, fo wie in dem zweiten der vorhergehenden Merthe 
von @’ nicht mit begriffen. 

$. 33. Wir wollen noch folgende unmittelbare Anwendung der 
vorhergehenden Formeln anführen, wo man die Gefammtzahl der in 
der Urne D enthaltenen weißen oder ſchwarzen Kugeln nicht Fennt, 
und 3. B. blos weiß, daſſ diefe Zahl nicht größer fein ann, als 3. 
Das beobachtete Ereigniff Z befteht in dem Treffen von x weißen 
Kugeln in einer Reihe von n Ziehungen, indem man die aus Der 
Urne D gezogene weiße oder fchwarze Kugel jedesmal wieder hin= 
einlegt. Wenn x weer —o, noch =nr ift, fo fann man in Be 
ziehung auf die in der Urne D enthaltenen Kugeln nur drei Vorauss 
feßungen: machen, nämlich 1) die Vorausſetzung C,, daſſ fie eine weiße 
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und eine ſchwarze Kugel enthält, 2) die Vorausſetzung C, , daſſ fie 
zwei weiße und eine ſchwarze Kugel enthält und 3) die Borausfekung 
C,, daſſ fie zwei ſchwarze Kugeln. und. eine weiße enthält. Die die- 
fen drei verfchiedenen Urfachen oder Hppothefen entiprechenden Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten des Ereigniſſes M ſind reſp.: ER 

Pi =" (4 NW, B=-r 9 m=arg nn, 
oder was daſſelbe ift: 

| 1 27 Arie 

Pı7 an! Pa —ant P3 * Ten 
und wenn man ber Kürze wegen: | 
sn on 22n 2 — u 


fest, fo hat man auch: 
J— zn .gn--x 22n—x 
N ER 7 


als die MahrfcheinlichFeiten der Urfachen oder Hypotheſen C ;e and GC 
Wenn man den Zug einer neuen weißen Kugel als das kuͤnftige —* 
eigniſſ 2’ annimmt, fo find die Wahrſcheinlichkeiten von D in Be— 
ziehung auf dieſe drei Urfachen oder Hppothefen reſp.: 
 Pı=3 Pam Pa —4 

und folglich ift die vollftändige Wahrfcheinlichfeit @’ dieſes Ereigniffes: 
1.30 43.ante 120m 

gran ta Lg2n—a. 


Wenn n=2r ift, fo hat man: 


o’— 


9% 
91T gely.ge 
87 
0,05 —ger2,ge 


Der Werth von a’ ift, wie es auch der Fall fein nit), e —1, 
Denn. da eben fo viel weiße, als fchwarze Kugeln aus der Urne 2 
gezogen find, fo ift fein Grund vorhanden, weswegen man annehmen 


ni 
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follte, daſſ bei einem neuen Zuge eher eine weiße, als eine ſchwarze 


Kugel gezogen werben ſollte. Jedoch muſſ 9” größer fein, als das 


Doppelte von 8” oder 7>B5, damit man mehr ald 1 gegen 1’ wetten 


kann, def die in der Urne B enthaltene Anzahl weißer Kugeln der 


darin entyaltenen Anzahl fchwarzer Kugeln gleich ift, oder daſſ Diefe Urne 
eine weiße und eine fchwarze Kugel enthält. Die Wahrfcheinlichkeit &, 


diefer Hppothefe ift fehr wenig von der Gewiffheit ——— wenn 
x eine ſehr große Zahl iſt. 
Wenn z eine ganze Zahl iſt und man 7 =27,n=32 hat, fo 
ergibt ſich: | 
ee san +30 
a’ +2’ +0) . 


welche Größe fehr wenig von 3 verfchieden ift, wenn 2 fehr groß ift. 
< Zu gleicher Zeit ift die MWahrfcheinlichfeit @,, daſſ die Urne B zwei 


weiße Kugeln und eine fehwarze enthält, fehr wenig von der nr 
beit verfchieden. 


es 


Serner wollen wir n=3% feßen, fo verwandelt En ber zuges 


hörige Werth von @’ in: 
‚en +3" +4en” 
Er) + A" + Br)”. 


Wenn © fehr groß ift, fo veducirt fich derfelbe faft auf L, und 


-die Wahrfcheinlichkeit @,, daff die Urne 2 eine weiße und zwei Schwarze: 


Kugeln enthält, wird ebenfalls faft der Gewiffheit aleich. 


In den drei Fällen, wo die Anzahl der Siehungen als fehr groß | 


angenommen ift, nähert fich Die Wahrfcheinlichfeit ©’ des Zuges einer 


neuen weißen Kugel alfo fehr dem Berhältniffe der Anzahl der aus 


der Urne D gezogenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl der WBerfuche, 
und diefes Verhältniff ifl zugleich mit einer fich der Gewifiheit fehr 


nähernden Wahrfcheinlichfeit das Verhältniff der Anzahl der, in der 
Urne B enthaltenen weißen Kugeln zur Gefammtzahl der darin enthal- 
tenen weißen und fehwarzen Kugeln, d. h. die eigene abftracte Wahr: ° 


fcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel aus Diefer Urne. In der 


Folge werden wir in der That fehen, daſſ, wenn irgend ein Greigniff - 


in einer fehr großen Anzahl von Verſuchen eine gewiffe Anzahl von 
Malen beobachtet ift, das Verhältniff der letzten Zahl zur erften der 
fehr wahrfcheinliche und fehr genäherte Werth der befannten oder unbe— 


kannten abftracten Wahrfcheinlichkeit diefes Ereigniffes if. Da in dem 


65 


eben betrachtelen Beiſpiele * Wahrſcheinlichkeit nur 4, 3, 4 fein kann, 
fo folgt, daff die Werthe — ——4 —=2, —1 aud die einzigen find, 


— 


welche man mit Bahrfcheintichfeit annehmen Fann, wenn = und n 
ſehr große Zahlen find, 


$. 34. In dem Vorhergehenden haben wir vorausgeſetzt, FR vor 
dem Stattfinden des Greigniffes Z alle die Urfahen C,, Ca, Ca, 
welchen man es zufchreiben kann, gleich möglich find; aber —— ist; 
a priori irgend welchen Grund hätte, dad Vorhandenfein einer diefer 
Urfachen eher anzunehmen, als dad einer andern, fo müfjte man bei 
der Berechnung der Wahrfcheinlichkeiten, welche diefe verfchiedenen Ur: 
fahen nad dem. Stattfinden des Greigniffes Z erhalten haben, auf 
dieſe Ungleichheit. der Wahrfcheinlichkeiten der Urfahen Cy, Car Ugır:. 
vor der Beobachtung des Greigniffes Z Rüdficht nehmen. Diefe Be: 
ruͤckſichtigung iſt in der Theorie der Wahrſcheinlichkeiten und, wie wir 
im fuͤnften Kapitel ſehen werden, beſonders bei der Beſtimmung der 
Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit von Rechtsentſcheidungen ein wichti— 
ger Punkt. Der Beweis in 8. 28. laͤſſt ſich übrigens leicht auf den 
"allgemeinen Fall erfireden, wo die Urfachen des Ereigniffes Z vor der 
Beobachtung deffelben beliebige an haben, deren Werthe 
‚gegeben find. 


Denn wir wollen, wie in diefem $., daS —— E durch den 
Zug einer weißen Kugel aus einer der Umen Ay, Agı Ag⸗... dar: 
ftellen und zuerft annehmen, daſſ diefer Zug aus jeder Diefer Haren 
gleich möglich. geweien if. Die N daff die weiße Ku: 


gel aus der Urne An gezogen iſt iſt — — Pn wieder das 


Verhaͤltniſſ der Anzahl der in der Urne v5 enthaltenen weißen Kugeln 
zur Geſammtanzahl der darin enthaltenen Kugeln bezeichnet und die 
Summe — ſich auf alle Urnen Ar Ası Ag... erſtreckt. Für andere 
unter biefen Urnen Ar Agr Agı . . . vorkommende Urnen Anı, Anıı, 

3 Pas 

‚etc., und 
>, 

et 


Pau 
etc. ift diefe Wahrfcheinlichfeit ebenfalls — 


nach der Regel in $. 10. iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die weiße 
Kugel aus einer der Umen An, Ant, An“, elc. gezogen ift, die 
Summe: 

pP Pnt 
> ARE 3 
ip; Da; i 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 5 
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welche fich auf das Product aus einem diefer Brüche und ihrer Anz 


zahl reducirt, wenn bie Größen Du, Pt, Pr, . . . einander gleich. find, 
Nun wollen wir annehmen, daff Die Umen A Agı Ay 


aus @, Umen A), wo in jeder dad Verhältniff der: weißen Kugeln 


zu der Gefammtzahl der weißen und fchwarzen Kugeln = p, tft, aus 


a, Urnen Ay, wo für jede dieſes Verhältniff = pP, ift,.... und end: 


lich aus a; Urnen Az, für welche diefes Verhältnif =pi ift, beſte— 
ben, fo daff z die Anzahl diefer Gruppen gleicher Urnen ausdruͤckt, 
und wenn s die Summe aller Urnen bizeichnet, 


s=at0+0a+..ra 


ift. - Die auf alle Urnen erſtreckte Summe Zpn Tann durch die Summe 
An Pr, welche fih auf alle Gruppen von Urnen oder auf alle Werthe 
des Inder n von n—=1 bi$ nz erſtreckt, erfeßt werden. . Wenn 


alfo die an Urnen An, An Anrı, ... eine der Gruppen bilden, fo 
wird die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die, u einer der Ss Urnen gezogene 


weiße Kugel aus diefer Gruppe gezogen ift, durch dad Product aus 


Pr 
Dem — eye und der A An ausgedruͤckt, daſſ, wenn 


an 


man fie mit @n bezeichnet, 


@nPn 


ee — 
SAU rn 


if. Aber vor der Beobachtung war die Wahrfcheinlichfeit, daff die e 
zu ziehende weiße oder ſchwarze — aus dieſer Gruppe von Urnen 


wuͤrde gezogen werden, offenbar =—, und wenn man fie mit qn bes 


zeichnet, jo hat man folglich: 
an 
an Z — alſo An = Sgnı 


und wenn man diefen Werth von an in den von om fubflituirt, und 
den gemeinfchaftlichen Faktor S des Zählers und Nenners hinweglaͤſſt; 


fo erhalt man; 
InPn 


On — 5 
2 g,P 


Die verfchiedenen Gruppen von Urnen, welche wir eben betrach⸗ 
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tet haben, ftellen die Z möglichen Urfahen CO, , Ca, Car... Cr.des 
Ereigniffe® Z dar, welche vor der Beobachtung deffelben ungleich wahr: 
fcheinlih waren, Der Bruch gn drüdt die Wahrfcheinlichfeit vor der 
Beobachtung aus, daſſ das Ereigniff, welches flattfinden wird., von 
der Urfache CH herrührt, und @m drüdt die Wahrfcheinlichfeit aus, 
daſſ das ftattgehabte Ereigniff ZH durch diefelbe Urfache hervorgebracht 
ift, und da fih die Urfahen C5, Oz, Cgr. . . gegenfeitig ausfchlie: 
ßen; fo find gn und @n die Wahrfcheintichkeiten der Exiſtenz dieſer 
Urſachen vor und nach der Beobachtung des Ereigniſſes FE. Der 
Ausdruck von on zeigt alſo, daſſ die Wahrſcheinlichkeit jeder der moͤg— 
lichen Urfachen eines beobachteten Ereigniffes erhalten wird, wenn man 
das Product aus der MWahrfcheinlichkeit gm diefer Urfache vor der Be— 
obachtung des Ereigniffes Z und der Wahrfcheinlichkeit Dr, welche fie 
dieſem Greigniffe ertheilen würde, wenn fie gewiff wäre, durch die 
Summe Fgn Pn der fih auf alle Urfachen, welchen das Ereigniſſ zu: 
gefchrieben werden kann, beziehenden ähnlichen Producte dividirt. 


Die Wahrfcheinlichkeit @’ des Fünftigen Ereigniffes FL’, welches 
von denſelben Urſachen, als E abhängt, wird, wie weiter oben, durch 


Eon Pn ausgedrüdt, wenn man für om den J Werth 
ſetzt, und es iſt folglich: 


Z94nPnPn 


= AnPn 


Wir wollen nun annehmen, dafj nach dem ftattgehabten Ereig— 
niffe Z auch das Ereigniſſ 2’ beobachtet fei, und es fei P“ ein drit: 
tes Greigniff, welches wieder von denfelben Urfachen abhängt, und 
durch wollen wir die Wahrſcheinlichkeit bezeichnen, welche die Urs 
ſache Cn, wenn fie gewiff wäre, dem Stattfinden des Fünftigen Er⸗ 
eigniffes EB ertheilen würde. Die Wahrfcheinlichkeit diefer Urfache 
war nach der Beobachtung ded Ereigniffes Z und vor der des Ereig— 
niſſes 2= on und nad) der ee a ift fie nach der 


Beobachtung des Rn, E' gleich, Sebt man in die: 


n'n 
a nt 
fen Werth den von on, fo verwandelt er ſich in — — und 


= AnPnPn 


multiplicirt man denfelben mit Dh ſo erhaͤlt man die Wahrſcheinlichkeit, 
daſſ das Ereigniſſ Z’’ vermöge der Urſache Ca ſtattfinden wird. Be: 
5* 


| zeichnen wir alfo bie voltftändige MWahrfcheinlichkeit in Cr 5 
mit ©”, fo erhalten wir: i 


5, ‘ 44 * 
In Pn Pn Pi 
—— Be 

= AnPnPn 


Ä 5 ER 
welcher Ausdruc fi) auch aus dem von ©’ ergibt, wenn man 7, für 


pn und PnPn für p,, fubftituirt, und in der That ift diefes Pros 


duct 2,7. in Beziehung auf die Urfache C, die Wahrſcheinlichkeit des 
beobachteten Ereigniffes, d. h. der Aufeinanderfolge der — EB‘ 


und ZV. 


$. 35. Um ein einfaches Beifpiel — ——— welches zur Nach 


weifung der Nichtigkeit und Nothwendigfeit der vorhergehenden Negel 


dienen kann, wollen wir annehmen, man fände auf einem Tiſche zwei ' 
Karten von unbefannten Farben, und daff, wenn man eine derfelben ° 
umfehrte, fie eine rothe wäre. In Beziehung auf die Farben dieſer 
beiden Karten kann man nur zwei Vorausſetzungen machen; denn es 
find entweder beide Karten roth, oder die eine ift roth und die andere 
fhwarz Wenn man durchaus nicht weiß, woher diefe beiden Karten 
fommen, fo find dieſe beiden bypothetifchen Urfachen des beobachteten 
Ereigniſſes vor der Beobachtung gleich wahrfcheinlih und nach der 
Beobachtung ift die Wahrfcheinlichkeit der erften Hypothefe, wie wir 


in $. 32. gefehen haben, —=$, fo daſſ man 2 gegen 1 wetten fönnte, 


daſſ die noch nicht umgewandte Karte, wie die bereit unmgewandte, 


roth iſt. Aber dafjelbe findet nicht mehr ftatt, wenn man z. B. weiß, ' 
dafj die beiden Karten zufällig aus einem Piquetfpiele genommen find, 


EEE 


welches aus 16 rothen und ebenfo viel fehwarzen Karten befteht, Vor 
der Beobachtung ift die Wahrfcheinlichfeit der erften und ee Hy: 


pothefe nach $. 18. reſp.: 
Sehbn 10,0 ,19 16 
91T ga,gı? 92T 939,51 ' 
und zu gleicher Zeit hat manz 
Ppı=lı R=3; 
folglich ift: 
—5 JıPı a 
Ppıtgep, ‚81 


* 


die a ai der erften ET nach ‚der Bari fo 


| 
| 
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daſſ man, flatt 2 gegen 1, noch nicht einmal L gegen 1, fondern 
blos 19 gegen 16 wetten Fann, dafj die unbekannte Karte, wie die 
bereits umgekehrte, roth iſt. Die Richtigkeit diefes Werthes von @, 
ergibt fih unmittelbar; denn es ift einfeuchtend, daſſ die vorliegende 
Aufgabe ganz diefelbe it, ald wenn man, nachdem aus dem ganzen 
Spiele eine rothe Karte gezogen ift, die Wahrfcheinlichfeit beftimmen 
follte, d daſſ aus den- übrigen 31 Karten, worunter fih nur noch 15 
rothe befinden, wieder eine rothe gezogen werden wird. 
Allgemein, wenn man einen Haufen von m Karten hat, wovon 
‚a roth und 5 fchwarz find, nimmt aus diefem Haufen zufällig r 
Karten und Fehrt a — 1 derfelben um, wodurch man a’ rothe und 
b’ Schwarze findet; fo ift die MWahrfcheinlichfeit @,|, daſſ die te Karte 
roth ift, und die Mahrfcheinlichfeit @,, daff fie ſchwarz ift, nad) 


der vorhergehenden Negel -refp.: 


a— a b—D! 


—— 


| — ER 
| m—n-1’ * m—n--1 
Diefer Werth von ao, ift auch, wie es fein muſſ, die Wahr- 
ſcheinlichkeit, aus dem urfprünglichen Haufen, welcher nur noch m — n 
1 Karten enthalt, worunter fih @—«' vothe befinden, eine rothe 
Karte zu ziehen, und ebenfo erhellet die Nichtigkeit des Werthes von 
o,, wel a+b=m, a -+b'=n—1 un uͤberdies a, +9, =1 
ift. 
$. 36. Aus der Kegel in $. 34. ergibt fich die allgemeine Fol- 
gerung, daſſ, wenn zwei Ereigniffe Z und Zi’ von derfelben Ur: 
fache abhängen, die Wahrfcheinlichkeit des kuͤnftigen Ereigniſſes 2 
nicht blos von dem beobachteten Greigniffe M abhängt, fondern daſſ 
man bei ihrer Beftimmung auch die Auffchlüffe berüdfichtigen mufl, 
welche man vor der Beobachtung hinfichtlih Der gemeinfchaftlihen Ur 
fachen der Ereigniffe Z und Z° haben kann, fo daſſ die Wahrfchein: 
lichkeit des Greigniffes F' für zwei VPerfonen, welche daffelbe Ereig: 
niff Z beobachtet, aber zuvor verfchiedene Kenntniffe davon gehabt ha= 
ben, verfchieden fein kann. 
| Ebenfo muff man bei Unterfuchungen des Zweifels oder der Kris 
tif, worauf die Wahrfcheinlichkeitsrechnung ebenfalls anwendbar ift ($. 3.), 
3. B. wenn man wiffen will, ob ein von einem Zeugen bezeugtes Fa— 
ctum wahr oder falfch ift, ‚nicht blos die Wahrfcheinlichfeit des Irr— 
thums des Zeugen, fondern auch das, was wir vor der Ablegung fet- 
nes Zeugniffes von dem in Rede ftehenden Ereigniſſe wiffen, in Be— 
tracht ziehen. | 
Bezeichnet alfo p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich der Zeuge nicht 
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irret, oder irren will und 4 die Wahrſcheinlichkeit der Wahrheit des Er⸗ 
eigniſſes vor der Ablegung des Zeugniſſes; fo haͤngt die Wahrſchein— 
lichkeit deſſelben nach Ablegung des Zeugniſſes von p und g ab und 
wird auf folgende Weiſe beftimmt, } 
Das beobachtete Ereigniff ift bier die Degengung eines Ereigniſ— 
ſes, deffen Stattfinden nicht völlig gewiff if. In der Vorausfekung, 
daff es wahr ift, werden wir durch den Zeugen nicht getäufcht, und 
p iſt folglich die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniffes. In der entgegen: 
geſetzten Vorausſetzung ift feine Wahrfcheinlichfet — 1 — p, weil uns 
alsdann der Zeuge taͤuſcht. Vor der Ablegung des Zeugniffes war y 
die Wahrfcheinlichkeit der erften und 1—g die der zweiten Vorauss 
feßung. Bezeichnet man alfo die Wahrfcheinlichfeit der erften Voraus: 
feßung oder der Wahrheit des Ereigniffes nach Der Ablegung des Zeugs 
nifjes mit 7, fo ift nach der Negel in $. 34: 


— Pq 
"pa +A—p)(a—9) 
und hieraus folgt: 


ıı1—-)@p—1) 
pgt+ia—p)(1—g) 


woraus erhellet , dafj die Differenz 7 —Y daffelbe Zeichen hat, als 
p—3, und folglich wird- die Wahrfcheinlichfeit der Wahrheit des Er- 
eigniffes, welche vor der Ablegung des Zeugniffes ftattfand, Durch die: 
ſes vermehrt oder vermindert, je nahdem P>} oder P<IL gefekt 
wird. Diefe Differenz ift =o, und die Wahrfcheinlichkeit des Ereig— 
nifjes vor der Bezeugung deffelben wird durch dieſe nicht geändert, 
wenn 2% ft, und man alfo 1 gegen 1 wetten kann, daſſ der 
Zeuge die Wahrheit fagt, oder nicht. Wenn man a priori feinen 
Grund hat, eher die Wahrheit, ald die Unwahrheit des von dem Zeus: 
gen behaupteten Ereigniffes anzunehmen, fo ift die Wahrfcheinlichfeit 
9=4; folgih r=p, und in diefem Falle hängt die Wahrfcheinlich- 
feit, daſſ das Ereigniff wahr ift, nur noch von der Wahrhaftigkeit und 
Einfiht des Zeugen ab. 

Man Fan nicht annehmen, daff eine der beiden Größen p und q 
die Einheit und die andere Null feiz aber wenn ſich p der Gewiſſ— 
heit und g der Unmöglichkeit fehr nähert, fo daſſ das Verhältniff von 
7 zu 1 —p ein fehr Kleiner Bruch ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit r 
ebenfalls fehr Elein und dieſem Verhaͤltniſſe faſt gleich. Dieſer Fall 
findet bei einem Ereigniſſe ſtatt, welches den allgemeinen Naturgeſetzen 
zuwiderlaͤuft und von einem Zeugen beſtaͤtigt wird, welchem man, wenn 


— — 
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dieſes nicht der Fall wäre, einen fehr hohen Grad von Zufrauen fchen: 
Een würde. Diefe allgemeinen Naturgefege find für uns das Nefultat 
langer Reihen von Erfahrungen, wodurch diefelben, wenn auch nicht 
abjolute Gewiſſheit, fo doch wenigftens eine fehr ſtarke Wahrfcheinlich- 
keit befommen, welche durch die in diefen Gefegen ftattfindende Har: 
monie noch mehr vermehrt wird, und welcher durch Fein Zeugniff das 
Gleichgewicht würde gehalten werden fünnen. Wenn alfo das von dem 
Beugen behauptete Ereignifj diefen allgemeinen Naturgefegen zuwider ift, 
fo ift die Wahrfcheinlichkeit der Wahrheit deffelben vor der Ablegung 
des Zeugniffes faft Null, und wenn man auch dem Zeugen das größte 
Zutrauen fchenft, fo genügt doch fchon die Möglichfeit feines Irrthu— 
‚mes, damit die Wahrfcheinlichfeit 1 — p des leßtern gegen die Wahr: 
fcheinlichfeit 9 des Ereigniffes vor dem Bezeugen deffelben fehr groß 
fei und die Wahrfcheinlichfeit 7 nach dem Zeugniffe noch als unmerf- 
lich betrachtet werden koͤnne. In einen: felchen Falle müfjen wir fo: 
‚gar unfer eigenes Zeugniſſ verwerfen und annehmen, daſſ wir Durch 
unfere Sinne getäufcht find, welche und etwas als wahr barftellen 
koͤnnen, was den Gefeßen der Natur zuwiderläuft. 

8. 37. Wir wollen annehmen, dal] das Greigniff, , deffen Wahr: 
fcheinlichfeit wir eben betrachtet haben, auch durch einen zweiten Deus 
gen beftätigt werde. Die Wahrfcheinlichkeit, daff uns diefer Zeuge 
nicht. hintergeht, wollen wir. mit ꝓ bezeichnen und die fih aus Dem 
doppelten Zeugniffe ergebende MWahrfcheinlichkeit der Wahrheit des Er: 
eigniffes. mit r’, Wenn man erwägt, daſſ die Wahrfcheinlichfeit der 
Wahrheit dieſes Ereigniffes unabhängig von der Beftätigung des arme 
ten Zeugen jhon =r war, fo folgt, daſſ fich der —— von 7 
aus dem von 7 ergeben muſſ, wenn man p und g in ꝓ und r wer: 
wandelt, wodurch man 


AR p' r 
DL rer 
erhält, oder wenn man für m und 1—r ihre Werthe feht: 


EIN URPEDEINN 
gpp +A1—-g)(1—p)L—p) 

Wenn der zweite Zeuge die Unwahrheit des Ereigniſſes bezeugt, 
deffen Wahrheit von dem erften Zeugen behauptet ift, fo ift die Wahr: 
fcheinlichfeit der Unwahrheit des Ereignijfes, unabhängig von dem zwei- 
ten Zeugniffe =1—r, und wenn man folglid die aus den beiden 
entgegengefeßten Zeugniffen refultirende Wahrfcheinlichfeit der Unwahr— 
heit des Ereigniffes mit 7, bezeichnet, fo muſſ fich der Ausdruck für, 


r' = 
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. aus denn für 7 im vorhergehenden 8. ableiten laſſen, wenn man 2. und - 


z in p! und 1—r verwandelt, und auf diefe Weife Pr man: 
re N „urn 
| sr p'—r)+r rap) pP) 
oder was daffelbe ift: 
| pP'1—p)1—4) 
PAa—nAa—N)+tgpa—p') 
Wenn p=p* ift, fo reducirt ſich diefer Werth vonz, auf 1—g, 
und in der That heben fich die beiden, entgegengefekten Zeugniffe von 


gleichem Gewichte gegenfeitig auf, und die Wahrfcheinlichfeit der Un- 
wahrheit des Ereigniffes muſſ diefelbe bleiben, als zuvor. 


Ebenfo läfft fich leicht die Wahrfcheinlichkeit beftimmen, daſſ em _ 


Greigniff wahr oder unwahr ift, wenn es von. irgend einer Anzahl 
Zeugen beftätigt und von einer andern Anzahl verneint wird. Wenn 


das. Ereigniff von allen Zeugen zu gleicher Zeit beftätigt wird, fo 


nimmt der Ausdrud der Wahrfcheinlichkeit, daſſ es a ift, folgende 
Form an. 


Es fei wieder vor der Ablegung eines Zeugniffes g die Wahr: 
ſcheinlichkeit der Wahrheit des Ereigniffes und mit ya wollen wir den 
Merth diefer Wahrfcheinlichkeit bezeichnen, nachdem das Ereigniff durch 
eine beliebige Anzahl x von Zeugen beftätigt iſt; Yar—ı fei diefe Wahr: 
fheinlichkeit, wenn das Ereigniff blos durch 2 — 1 Zeugen beftätigt 


.. 


wird, und wenn die Wahrfcheinlichkeit, dafj der Zeuge, welcher nicht 


unter den @—1 Zeugen mitbegriffen ift, uns nicht täufcht, wenn er 
ebenfalls die Wahrheit des Ereigniffes bezeugt, mit p@—1) bezeich- 
net wird; fo ergibt fich der Ausdrud von Ya aus dem. von r im vor: 
heräebenben $., wenn man darin p@—1) und Ya-ı Ein p und gq 
feßt, und man hat: 


PEUMyzLi 
eg +(1 ne 1) —— BER, 
Der Werth von Ya ift die urfprüngliche Wahrfcheinlichkeit g, 


Ya 


und wenn man fucefjive =1,—=2,=3, ... ſetzt, fo ergibt ſich 


aus diefer Formel: 


Pq ge 91 —2* 
HEFTE 


woraus man den Werth von y,, durd Elimination von y,|, den von Ya 


Kürze wegen 


8* 
> # 
—* Elimination von an Pe f ableitet. aAber wenn man, der 
pn 2 
pe» zer Ä | | * 
ſetzt, ſo verwandelt ſich je vorhergehende Gleichung mit, endlchen Dif⸗ 
ferenzen der erſten Ordnung in folgende: 
= * * Ix—1 9 
IT er, 
Ya +2 (1- ei) a 


deren vollftaͤndiges Integral 


[B ”» a 
c+(1-—0g, 929 —— 


iſt, wo c die wiltkuͤrliche Conſtante bezeichnet. Wenn man in dieſem 


Ausdrucke von Yaı U — 1 jaft,, x ſetzt, 10 ggibt ſich daraus in der 
That: 


Yo ⸗— 


— 

Y- 1 re ea, 

EL 0) 9192 83 17 +a—ı" 

/ (1— C)g, 02 037-1 
ya Ian 


CH(1— 0), 02 05 40.1" 


und werden diefe Werthe mit dem von Ya verbunden, fo machen. fie 
die gegebene Gleichung identifh. Die Conftante ce beſtimmt man ver- 
mittelft eines befondern Werthed von Ya, und wenn man will, ver 
mittelft des Werthes, welcher 2 = o entfpricht. Nimmt man alddann die 
‚Einheit für das Product 0,0505 - +. Qu von © Factoten, fo ergibt 
fh yo =y=c und man hat alöbanın für eine beliebige Anzahl 2 von 
Zeugen: | 

g-+(1—9)01 02 03:+:0x 

In Beziehung auf den Zeugen, welcher einem beliebigen Inder z 
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entſpricht, ift die Größe 0: das Verhaͤltniſſ der MWahrfcheinlichkeit, daſſ 
er uns täufcht zu der Wahrfcheinlichkeit, daſſ er uns nicht täufcht, fo 
daſſ 85 >1 oder 5 <L1 ift, jenachdem die erfte Wahrfcheinlichfeit groͤ— 
‚Ber oder Eleiner ift, al3 die zweite, und or ift — 1, wenn fie einan- 


| 
| 


der gleich find. Wenn die Anzahl der Zeugen ſehr groß ift und als 


unendlich betrachtet wird, und oz ift für alle Zeugen größer, als die 
Einheit, fo ift die Wahrfcheinlichkeit Yu der Wahrheit des von ihnen 


74 
bezeugten Ereigniſſes, bis auf eine Ausnahme, Null, und wenn dagegen | 
x. unendlich. ift,- fo iſt diefe WahrfcheinlichFeit wieder bi auf eine Aus- 
nahme die Einheit oder Gewiffheit, wenn 0: für alle Zeugen Kleiner * 
als die Einheit iſt. Die Ausnahme findet flatt, wenn die Größen 
6, 0a, O35 . *. fortwährend ab- oder zunehmen; aber fich ohne Ende | 
der. Einheit nähern. Wir wollen z. B. allgemein. 

48? A 
(2i— 1)? a2, 


Je 
nehmen, wo das Berhältnifj des Kreisumfanges zum Durchmeffer 
bezeichnet, und 8 eine gegebene Conſtante, welche die Einheit. nicht 
überfteigt, ‘damit Feine der Größen 01, a7 Qg, . +. megativ wird. ! 
Das Product dieſer Größen ift nach einer befannten Formel = cosg 
und man hat folglich: 


1 


9, 
q+(1—4g)cosg’ 
welche‘ Größe ſehr von der Einheit verfchieden ft, wenn g von 4 1m 
verfchieden iſt. Wenn man — — ſetzt, ſo kann die neue 
Conſtante A größer oder kleiner als die Einheit ſein. Bezeichnet man 
die Baſis der Neperichen Logarithmen mit e, fo ergibt Nor | 
2q 
RABEN 
29+(1-9)(e He”) 
und wenn die Einheit nicht überfteigt, oder nur Feine fehr große 
Zahl ift, ſo iſt diefe Wahrfcheinlichkeit Y_, nicht fehr Elein. Man kann 
fich jedoch leicht überzeugen, daſſ der erfte Werth von Y,, immer groͤ— | 
Ber iſt, ald die Wahrfcheinlichfeit 7 des Creigniffes vor der Ablegung 
der Zeugniſſe und der zweite immer kleiner. | 
Dieſe Formeln ſetzen voraus, daff alle Zeugniffe directe find, und | 
wir wollen fogleich den Fall unterfuchen, wo nur ein einziges Seugnill 
direct und. alle übrigen traditionell find. 
$. 38. Wenn ein Zeuge nicht blos ausfagt, daſſ ein Ereigniff 
wahr oder falſch ift, fondern auch das Stattfinden eines Ereigniſſes in 
einem Falle bezeugt, wo mehrere möglich waren, fo ift das Ereigniff, 
welch:3 er bezeugen kann, wenn er fich irret, oder wenn er fich ir: ° 
rin will, nicht das einzige, fondern nur eins von Denen, welche nicht ° 
flatigefunden haben, oder wovon er dieſes wenigftens glaubt. Dieſer 
Umftand hat aber, wie man fogleich fehen wird, auf die Wahrfchein: 
lichkeit des Ereigniſſes nach dem Zeugniſſe, unabhaͤngig von welche 
vorher ſtattfand, Einfluſſ. 


Yo 


Yo 


5 


Um die Begriffe zu firiten, wollen wir annehmen,’ daff eine 
Urne 4 eine Anzahl 0 von Kugeln enthält, wovon =, mit der Zahl 1, 
a, mit der Zahl 2, ... Am mit der Zahl m bezeichnet find, fo daſſ: 


w=a,t4a,+03 ... +Q@m 


und m die Anzahl der verfchiedenen Nummern der in diefer Urne ent- 
haltenen Kugeln if. Wenn aus der Urne eine Kugel gezogen ift, fo 
kann man in Beziehung auf die Nummer diefer Kugel zn verfchiedene 
Borausfegungen Cy, Ca, Cr .. . Cn machen, und wenn ihre Wahr: 
ſcheinlichkeiten, vor irgend einem Zeugniffe, mit 91, 95, Iar +» Gm 
bezeichnet werden, fo bat man: 
— — 

Fuer, 9 Et 
und wenn ein Zeuge ausfagt, daſſ die aus der Urne Ä gezogene Ku: 
gel die Nummer 2 bat, fo bekommen die Wahrfcheinlichkeiten diefer 
Hypothefen die Werthe von @,, 9, Ogr ... Om, welde nad) der 
Regel in $. 34. zu beſtimmen find. Das beobachtete Ereigniff ift hier 
die Ausfage des Zeugen, daſſ die gezogene Kugel die Nummer n trägt, | 
und jede diefer Vorausſetzungen gibt diefem Ereigniſſe eine gewiffe 
MWahrfcheinlichfeit, deren Ausdrud zunaͤchſt gevildet werden muſſ. Wir 
wollen die den 777 Sypothefen entfprechenden Wahrfcheinlichfeiten viefes 
Ereigniſſes mit Pi, Par Par ++: Pm bezeichnen, fo entfprechen nach 
den fruͤhern Bezeichnungen die Größen C;, gi, @i, pi dem Zuge. ei: 
ner beliebigen Nummer zZ und En, Yun, On, Pn entfprechen insbefon- 
dere dem Zreffen der von dem Zeugen ausgefagten Nummer. Ä 

Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich diefer Zeuge nicht irret, wollen 
wir mit z und die, daſſ er fich nicht abfichtlich irret, mit o bezeich= 
nen, jo ift 1— u die Wahrfcheinlichkeit, daſſ er fich irret, und 1— e 
die, Daff er fich abfichtlich irret. Sn der nten Hypotheſe, d. h. in der 
Vorausſetzung, daſſ 2 wirkfich die aus der Urne A gezogene Nummer 
ift, wird der Zeuge den Zug diefer Nummer ausfagen, wenn er. fich 
nicht irret und nicht irren will, wofür die Wahrſcheinlichkeit nach der 
Negel in $. 5. dur zo ausgedrüdt wird. Wenn er fich irret, fo 
glaubt er, daſſ die aus der Urne A gezogene Kugel irgend eine von 
n verfchiedene Nummer 7° bat, und wenn er täufchen will, fo fagt 
er eine von 72 verfchiedene oder unter den m —1 übrigen Nummern 
genommene Nummer aus. Die Wahrfcheinlichkeit, daff die Nummer n 
‚gerade die ift, welche der Zeuge ausfagt, ergibt ſich hieraus folglich 


— 
— 


a 
Rilke 4 Nah: 
N 


u 


A„indem jedoch angenommen wird, daſſ ber Zeuge für irgend 
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eine Nummer Feine befondere Vorliebe hat. - Folglich wird die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ dieſe Nummer von einem Zeugen, welcher fich irret, 


und täufchen will, angegeben wird, ‚durch Dad Product der drei Brüche 


1 
1—u, 1—v, — ausgedruͤckt. Der Zeuge ſagt die Nummer n 


nicht aus, wenn er ſich irret und nicht taͤuſchen will, oder wenn er 
ſich nicht irret und hintergehen will; denn im erſten Falle ſagt er die 
Nummer aus, welche er fuͤr die gezogene haͤlt, aber nicht die Num— 
mer n ift, und im zweiten Falle weiß er, daſſ dieſe Nummer gezogen 
ift und will fie nicht ausfagen. - Hieraus und aus der Hegel in $. 10. 
ergibt fich: ® oz 

(1 — u) (1 +) 


ml. 


Pa up 4 —— 


ei Die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit, welche die Hypotheſe Ca dem be 


obachteten Ereigniſſe ertheilen würde, wenn fie gewiff wäre. - 
In der dem Zuge einer von 7 verfchiedenen Nummer entſpre— 


chenden Hypothefe GC fagt der Zeuge nicht die Nummer n aus, wenn. 


er fich nicht irret und nicht hintergehen will. Wenn er fich nicht ivret, 
aber täufchen will, fo weiß er, daſſ die Nummer 7 gezogen ift, aber er 
fagt aus, daſſ eine der m —1 andern Nummern gezogen ift, und 


die Wahrfcheinlichkeit, daff diefes Die Nummer 2 ift, ift — — wor⸗ 


— 


aus fich die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Zeuge wirkfic, die Nummer n aus: 


— — 


fagt, — 


ergibt. Wenn fich der Zeuge irret, aber nicht betrügen 


will, ſo ift diefe Wahrfcheinlichkeit — denn er kann glauben, 


BaNG | p) 


daſſ Die gezogene Nummer eine der —— m—1 von verſchiede⸗ 


nen Kugeln iſt, und er ſagt die aus, von welcher er glaubt, daſſ fie ges 


/ 1 er m: , 20 
zogen ift und — iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 2 dieſe Nummer iſt. 


Endlich, wenn ſich der Zeuge irret und er will hintergehen, ſo glaubt 
- er, daſſ eine der m— 1 Nummern aus der Urne — gezogen iſt, welche 


von der verfchieden find, die er ausfagt, und folglich ift die Wahrfchein= 
lichkeit, Daff. er glaubt, es fei eine beflimmte Nummer 7’ gezogen, 


er - ET EEE 


— ——, Diefer Bruch druͤckt auch die Wahrfcheinlichkeit aus, dafj 


nn —]1 


er unter den zn — 1 von n! verfchiedenen Nummern I: Nummer n. 
Die Wahr⸗ | 
ſcheinlichkeit; daſſ der Zeuge glaubt, die Nummer rel gezogen, aber 


als die ausgezogene ausfpricht, und folglich iſt ie 
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ausfagt, daſſ die Nummer 72 gezogen fei. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
der Zeuge die Nummer n als die gezogene angibt, wird folglich durch 
das Product aus dem Bruche * und der Anzahl der Nummern 
wie 7°, welche der-Zeuge für gezogene hat halten koͤnnen und wel: che 
Zahl nur = n— 2 ift, weil der Zeuge, welcher fich irret und betrügen 
will, weder glauben Fann, dafj die wirklich gezogene Nummer 2, noch 
die von ihm ausgefpröchene Nummer 72 gezogen ift, ausgedrückt. Anderer 
Seits ift die Wahrfcheinlichfeit diefes doppelten Fehlers dem Producte 
(1 —u)(1— 9) gleich und die Wahrfcheilichkeit, daff der Zeuge wirk- 
lich die Nummer 7 ausfagt, wird folglich durch das Product (L— w)X 


—— 2 
-.0) — He ausgedruͤckt. Wenn man alsdann die Wahrſchein— 


lichkeiten dieſer Ausſagen in den drei verſchiedenen Faͤllen, worin ſie 
haben. ſtattfinden koͤnnen, in eine Summe bringt, ſo ergibt ſich: 
Erle) ar. VEBBALL= ML" 79) 


a“ m—1 m—1 ‚ (m.— 1)? 


als die vollftändige Wahrfcheinlicheit des beobachteten Ereigniſſes in ei⸗ 
ner der na — 1 feiner Wahrheit zuwiderlaufenden Hypotheſen. Dieſer 
ze von Pi ift mit dem von Pn übrigens durch bie Gleichung: 


Pn-+ (m —1) pi 1 


betbunden,, weil die’ Summe der Wahrfcheinlichkeiten, daſſ ver Zeuge 
die Ziehung der den zm verfchiedenen Hypotheſen C |, Ca, Carr. Cm 
entfprechenden Nummer 7 ausfagt, der Einheit gi fein muſſ. 

Nun ift aber nach der Negel in $. 34: 


InPn giPi 
InPn 49:Pi —— pi 
wo fih die Summe Z auf alle Werthe des Inder zZ von 2=1 bis 


i=m erftreft, ausgenommen Z=n. Da die Größe Pi von unab⸗ 
haͤngig und die Summe der Werthe von ‚gi, weniger dem Z—n entſpre⸗ 


Sn 


na 
chenden, * iſt; jo verwandelt ſich der Ausdruck von on, nach: 


dem man die Werthe von pn, 9n, Pi, gi hineinſubſtituirt und —7 
Zähler und Nenner mit u(m— 1)? multiplicirt hat, in: 


mu +a—WA—o)]m—1)a, 


ne — 
Be —») Er . Wr 1) (1—u) o-+(m -—2) (1—u) oe] (u--a, ’‘ 
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Dieſes iſt alſo die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die von dem 
ausgefagte Nummer nr wirklich aus der Urne A gezogen iſt. Die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ diefes nicht der Fall ift, wird durch 1— on, 

ausgedru?t und die des Zuges einer jeden andern beflimmten Nummer | 
2 ergibt fih aus dem Ausdrude von L—&n, wenn man denfelben 
mit dem Verhältniffe von grpe zu 29; oder von a zu u—an 
multiplicirt; fo. daſſ man hat: | 
' (1—7,) Q; 
HZ —  — 

a A ER | 

Um diefe Nefultate zu erhalten, haben wir angenommen, daſſ, 
wenn fich der Zeuge irret, oder wenn er betrügen will, die von ihm. 
ausgefagte Nummer blos durch den Zufall und nicht durch irgend eine 
befondere Urfache beftimmt ift, und diefes ift wohl zu bemerken. Dafs 
felbe würde nicht mehr der Fall fein, wenn er betrügen will und ir: 
gend einen Grund hätte, den Zug einer beſtimmten Nummer lieber 
glauben zu machen, als den einer andern, fo wie auch nicht mehr, 
wenn er fich irret und fein Irrthum z. B. daraus entfpringt, daſſ 
zwijchen der Nummer, welche er für die gezogene halt und ausfpricht, 
und der wirklich aus der Urne A gezogenen Kugel eine gewiſſe Aehn⸗ 
lichkeit ſtattfindet. Dieſe ſchwer zu berechnenden Umſtaͤnde, wovon 
wir abftrahirt haben, Fonnten auf die Wahrfcheinlichfeit des Zuges der 
von dem Zeugen ausgefagten Nummer einen bedeutenden Einfluff haben | 
Statt der mit m verfchiedenen Nummern bezeichneten. Kugeln 
fönnte die Urne A auch Kugeln von eben fo vielen verfchiedenen Far⸗ 
ben enthalten. Wenn ſie blos weiße und ſchwarze Kugeln enthaͤlt, und 
zwar von der erſten Farbe d und von der zweiten u—a Kugeln, 
und der Zeuge fagt aus, daff eine weiße Kugel gezogen feiz fo macht 
man in dem Ausdrude von @n, m=2 und Ana, und wenn man 
alsdann feinen Werth mit 7 bezeichnet, fo erhält man: | 


[ue+(1—u)(1— o)]a 4 
Ned 4[(1—o)u (1 ua —%) . 
als die Wahrfcheinlichkeit, daſſ wirklich eine weiße Kugel aus der Urne A 
gezogen ift. 

Diefen befondern Fall kann man ald den eined wahren oder car 
jhen von einem Zeugen bezeugten Ereigniffes betrachten, Wenn die= 
ſes Ereigniff der Zug der weißen Kugel ift, fo ift 7 die Wahrfcheins 
lichfeit, dafj er ftattgefunden hat und ihr Ausdrud mufj mit dem in | 
$. 36. übereinftimmen. Die Wahrfcheinlichkeit, dafj und der seuge 
nicht hintergeht, iſt zuvoͤrderſt: | 


79 


pP=w+a—u)(—); 


denn dieſes kann ſtattfinden, wenn er ſich nicht irret und uns nicht 
betrügen will, oder auch, wenn er fich irret und uns hintergeben: will, 
d. h. wenn der Zeuge von dem beiden allein möglichen Greigniffen des 
uges einer weißen und des einer fchwarzen Kugel das Entgegenge: 
ſetzte glaubt von dem, was ſtattgefunden hat, oder das Entgegenge— 
ſetzte ausſagt von dem, was er glaubt. Ferner iſt die Wahrſchein— 
Feeit, daſſ uns der Zeuge hintergeht; a 


1—p=(1—o)u+(l- oe, 


was ſich aus dem Merthe von D ergibt, oder direct erhalten Lift 
wenn man bemerkt, daſſ uns der Zeuge hintergehen kann, ſowohl, 
wenn er ſich nicht irret und uns betruͤgen will, als wenn er ſich irret 
und uns nicht taͤuſchen will. Auch iſt: 


reſp. die Wahrſcheinlichkeit der Wahrheit und Unwahrheit des von dem 
Zeugen behaupteten Ereigniſſes vor der Ablegung ſeines Zeugniſſes. 
Diefe verſchiedenen Werthe machen den Ausdruck von r in 8. 36. in 
der That mit dem eben angeführten identiſch. | 
Wenn die Urne A nur eine Kugel mit jeder ber Nummern’ von 
1 bis m enthält, fo hat man m =1 und u=m, wodurd der all- 
gemeine Ausdrud von © fehr vereinfacht wird und ſich auf: 


On u on 


—1 

reducirt. Diefe Wahrfcheinlichfeit, daff die von dem Zeugen auöge: 
fagte Nummer 2 wirklich aus der Urne A gezogen ift, ift in diefem 
Falle von der weiter oben mit 2m bezeichneten Wahrfcheinlichfeit, d. h. 
von der MWahrfcheinlichfeit, dafj der Zeuge die Nummer 2 in der Bor: 
ausfesung ausfagt, daſſ fie gezogen ift, nicht verfchieden, fie nimmt 
defto mehr ab, je größer die Anzahl 72 der in der Urne enthaltenen 
Kugeln wird und würde der Wahrfcheinlichfeit gleich fein, daſſ fich der 
Zeuge weder irret, noch uns hintergehen will, wenn diefe Zahl un: 
endlich groß werden koͤnnte. 

$. 39. Es bliebe nun noch der allgemeine Tal zu betrachten 
uͤbrig, wo mehrere Zeugen vorhanden waͤren, wovon einige von dem 
Ereigniſſe, welches ſie bezeugen, eine directe und die uͤbrigen eine 
traditionelle Kenntniſſ haben; um aber dieſe Unterſuchung über die Be— 
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ſtimmung der Wahrſcheinlichkeit der Zeugniſſe nicht zu weitlaͤufig zu 
machen, wollen wir nur eine fpecielle Aufgabe diefer Art auflöfen. 3 

Wir wollen die Zeugen, deren Anzahl = z-+1 ift, mit T,7T, Tor 

RT 1 Mer bezeichnen. Es ift, wie in der vorhergehenden Auf⸗ 
soll aus der Urne A eine Kugel gezogen, deren Nummer nur der . & 
Zeuge 7 direct kennt; jeder der uͤbrigen Zeugen hat fie von. den ° 
vorhergehenden durch eine unterbrochene Neihe 'von „Traditionen kennen 
gelernt, und von dem letzten Zeugen 7% iſt dieſe Auskunft auf uns 
uͤbergegangen. Da der Zeuge 7x alſo der einzige iſt, von wech 
chem wir etwas gehört haben, fo ift in diefer Aufgabe das bei 
obachtete Ereigniff die von dem Zeugen Ta—ı abhängige en 
des Zeugen Tr, daſſ aus der Urne A die Nummer n ‚gezogen if 
und es fommt darauf an, die MWahrfcheinlichkeit zu beſtimmen, daff 
diefe Nummer wirklich die aus dieſer Urne gezogene iſt. 

Es fei Ya die Wahrfcheinlichfeit des beobachteten -Ereigniffes in. 
ber Hypothefe Cn des Zuges der Nummer 2. auß der Urne A und. 


Y 5 diefe Wahrfcheinlichfeit in der Vorausfeßung ©, des Zuges einer 
andern-Nummer z, Bezeichnet man wieder durch m und az die Anz | 
zahlen der in der Urne A enthaltenen und mit den Nummern n und J 
bezeichneten Kugeln und mit « Die —— der Kugeln, welch 


dieſe Urne enthält; fo ift der Bruch — die Wahrſcheinlichkeit des au } 
a: j 
ges der Nummern 2, und — bie des Zuges der Nummer z, 4 


der Regel in $. 34. wird — Wahrſcheinlichkeit der Hypotheſe CH 
durch) : 

anTz 

on =— — — - P | 

5 07 Mr 29 5 

ausgedruͤckt, wo ſich die Summe 3 auf alle J Indices z von —1 bis 

i==m, mit Ausnahme von Zn, erſtreckt. Wir werden ſogleich ſehen, 


daff der Ausdrud von Yu von zZ unabhängig ift, und da die Summe 
der Werthe von az, mit Ausnahme von a„, gleih u—a, ift, fo ift 
diefer Werth von om daffelbe ad: 


—— 
en etw — 
Hieraus ergibt r ch die. Wahrfcheinlichfeit @; jeder andern Sure ; 


“ 
; 


On — — 


- 
A ea — 


sı 


C,, wenn man den Werth von I — om durch das Verhaͤltniſſ von 
a; zu U — 4A, multiplicirt. 


Die Aufgabe reducirt ſich alfo auf die Beflimmung der Unbe- 
Fannten y. und Ya ald Functionen von ©. Zu dem Zwecke wollen 
wir die Wahrfcheinlichfeit, daff uns der Zeuge 7, nicht taufcht, mit 
Ka bezeichnen, ſo daff 1L—Ay die Wahrfcheinlichfeit ift, daſſ er ung 
ohne oder mit Vorſatz täufcht. Der Zeuge 7, jagt aus, daſſ aus 
der Ume A die Nummer 72 gezogen ift, wenn er uns nicht täufcht, 
und, der Zeuge Zu—ı auch gefagt. hat, daſſ diefe Nummer gezogen fei, 
wofuͤr in der Vorausſetzung On die Wahrfcheinlichkeit dem Producte 
Krya—ı gleich ift, wo Ya—ı in Beziehung auf den Zeugen 71 
daſſelbe ausdruͤckt, was Ya in Beziehung auf den Zeugen 7, ausdrüdt, 
Der Zeuge Tr kann auch ausfagen, daſſ die Nummer n gezogen fei, 
wenn er uns bintergeht und zu gleicher Zeit der Zeuge Zr_ı den 
Zug einer andern Nummer ausgefagt hat. Sn der Vorausfekung Ca 
ift die Wahrfcheinlichkeit diefer Combination = (1 — ky) (1 — Yazı), 
aber da die Wahrfcheinlichkeit, daff m die Nummer ift, welche der 
Zeuge Za von den m — 1 Nummern, die er nicht für von dem Zeu— 
‚gen Tz—ı ausgefprochene Nummern hält, ausfagt, nur — iſt; 


m — 


ſo wird die Wahrfcheinlichkeit der Ausfage der Nummer n auf 

I) (EV) 
m — 1 

hung dieſer Nummer nicht ausſagen, ſowohl wenn er uns hintergeht, 

und ber Zeuge Tr—ı fie ausgeſagt hat, als wenn er uns nicht hinter⸗ 

geht und Te—i den Zug einer andern Nummer ausgeſagt hat. Wir 

erhalten alfo 


reducirt, Endlich wird der Zeuge 7, die Zie- 


ler k..) (1 a) 


m—]1il 


Ya—kaya- ı+ 


als die vollſtaͤndige Wahrfcheinlichkeit des beobachteten Ereigniffes in der 
Vorausſetzung Ca, und. ebenfo findet man: 
1—k)a—y,)) 

Yazkz ya-ı BET a er 
für diefe Wahrfcheinlichkeit in jeder andern Hypotheſe C;, fo daff die 
beiden Unbekannten Y. und 94 von derfelben Sleichung mit endlichen 
Differenzen der erften Ordnung abhängen, und fich nur durch die will 
kuͤrliche Conftante von einander unterfheden. | 

Poiſſon's Wahrfcheinlichkeiter, ꝛtc. 6 
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Bezeichnet man diefe willkuͤrliche Conſtante mit ©, jo ift das volls, 
ftändige Integral der gegebenen Gleichung: 


1 ad Aal (mk,—1)...(mk,_ 4 —1)(mb 1 
Vz a Te a — 


*  (m— 1)" 


Denn feht man darin a—1 ftatt =, fo ergibt fich daraus: 


1 ie are (mk,— 1)... (mk, ,—» 
VA ie ee Cr Te 
| m R (m — rn ı 
r —— c(mk, —ı1) (mk,—1) a = 
— m i 
m (my 


und diefe Werthe machen in Verbindung mit dem von Ya Die gegebene 
Gleichung identifch. Zur Beflimmung der Eonftante c feßen wir in 
dem Sintegrale mo und bemerken, daſſ die fich auf den directen Zeus 
gen 7 beziehende Wahrfcheinlichkeit yo den im vorhergehenden &. mit 
Pr bezeichneten Werth haben mufl. Nimmt man in diefem Falle, wo 
x — iſt, die Einheit für dad Product der in dem Integrale vorkom— 
menden Factoren, fo ift folglich: 9 
1 mp, — 1 
m=— He, .c—-— - —— 

m m ı 


und für einen beliebigen Werth von © ift folglich alsdann: 


1 


n 

wenn man der Kürze wegen: 
(mk, — 1) (mk,—1),..(mk,—D ı 
(m — 1)" = 
fett. Bemerkt man, daſſ die Wahrfcheinlichkeit y. in Beziehung auf 
den directen Zeugen 7’ in einer beliebigen von On verfchiedenen Hypo— 
theſe ©; auch diefelbe fein muff, als die, welche im vorhergehenden $. 
mit 7; bezeichnet ift, fo hat man ebenfo; 
4 1 nr 
= -U+mp—DX], \ 


7 


eine von 7 unabhängige Größe, weil p; von biefer Zahl unabhängig ift. 
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Subftituirt man diefe Werthe in den von Dn, fo ergibt fich: 

* | [1 (mp, —DAJa, 

TH De FH 
für die gefuchte Wahrfcheinlichkeit, daff die von dem legten Zeugen 7%; 
ausgefagte, Nummer n wirklich aus der Urne A gezogen. ift. 

Statt des mit A bezeichneten Productes kann man folgendes; 

ah, Ryhst, Ar | 
Iubfiituiren, wenn man der Kürze wegen: 
| | ——— 


PH M — HH 
m—]1 


feßt. Da die Zahl zn immer größer ift, als 1 und kr einen pofiti- 
ven Bruch bezeichnet, welcher die Einheit nicht überfchreiten Fann, fo 
folgt, daſſ jeder der Sactoren von A pofitiv oder negativ fein Fann, 
ohne die Grenzen 1 zu überfchreiten. Wenn die Anzahl x der Fac- 
toren fehr groß ift, fo ift diefes Product fehr Hein und es würde voͤl— 
lig Null, wenn diefe Zahl unendlich groß wäre, diejenigen befondern 
Fälle jedoch ausgenommen, wo die Factoren h,, h,, ha... eine Reihe 
von Brücen bilden, die fortwährend gegen die Einheit convergiren. 
Wenn man nun in dem Ausdrude für on die Glieder mit V vernach- 
[4/ 


läffigt, fo reducirt er fich auf — , woraus folgt, daſſ im Allgemeinen 


die Wahrfcheinlichkeit eines Ereigniſſes, welches uns durch eine fehr lange 
Reihe von Zraditionen mitgetheilt ift, nicht merklich von der eigenen 
abftracten Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes verfchieden ift, währen, 
ſich die Wahrfcheinlichfeit eines Ereigniffes der Gewiſſheit fehr nähert, 
wenn es von vielen directen Zeugen beflätigt wird und man in Be: 
ziehung auf jeden diefer Zeugen mehr als 1 gegen 1 wetten Fan, 
daff er uns nicht taͤuſcht —635 

In dem beſondern Falle, wo die Urne A nur eine Kugel von 
jeder Nummer enthält und wo folglich m—=1 und u—m ift, redu— 
cirt fich der Werth von @n vermöge der Gleichung: 


Pant (m — 1) ı=1 | 
auf: 
| "Akad 
m=— [1 +(mpn — 1)X]. 
6* 


84 | 


Diefe Wahrfcheinlichkeit ftimmt folglich alddann mit Ya, d.h. mit 
der Mahrfcheinlichfeit der Ausfage der Nummer n durdy den Zeugen 
Tv in der Vorausſetzung Ca, daſſ dieſes wirklich die aus der Urne A | 
gezogene Kugel ift, überein. Aber man darf nicht, wie es Laplace bei, 
der Auflöfung derfelben Aufgabe*) gethan hat, a priori eine der beis 
den MWahrfcheinlichfeiten Yu und @n für die andere nehmen, welche 
nur dann identifch find, wenn das Verhaͤl vo, von fg zu an 
den von zn —1 zu 1 gleich ift. 

$.40. Man kann, wenn man will, jede der Größen Kiki: 
auch vermittelft der Zahl m und der Wahrfcheinlichfeiten, daſſ der Zeuge, 
auf welchen fie fich bezieht, fich nicht irret, und uns nicht hintergehen 
will, ausdruͤcken. Es fei w, die Wahrfcheinlichfeit, daſſ ein beliebiger 
Zeuge 7a der vorhin erwähnten traditionellen Neihe nicht getäufcht ift 
und 9, die Wahrfcheinlichfeit, daſſ er nicht hat täufchen. wollen. Wenn 
diefe beiden Umftände zugleich ſtattfinden, ſo hat uns der Zeuge nicht 
getaͤuſcht und er hat uns auch nicht taͤuſchen koͤnnen, wenn er ſich ges 
irret hat und und hat täufchen wollen; aber in diefem zweiten Falle ift 


1 
ax bie Mahrfcheinlichkeit, daff er unter den m — 1 Nummern, 
IN 


wovon er glaubt, daff fie nicht aus der Urne A gezogen find, die 
Nummer n ausgefagt hat, und da diefe beiden Fälle die einzigen find, : 
worin er nicht hat täufchen koͤnnen durch die alas diefer Nummer; 
fo ift der vollftändige Werth von kur: 


(1—u .)(i—r.) 
Kunze up 1 u on, 


Fur «"=0O flimmt er mit dem Werthe von Zn im vorhergehenden 8. 
überein, wenn man z,, 9, für die in dem letztern vorkommenden 
Größen z und e nimmt. 

Diefe Größe Au ift die Wahrfcheinlichfeit des Zeugniſſes von Tyr 
oder der Werth diefes Zeugniffes an fich betrachtet, d. h. der Grund, 
welchen man hat, zu glauben, daff die Nummer neaus einer Urne A 
gezogen ift, welche zn verjchiedene Arten von Nummern enthalten Fann, 
wenn man blos weiß, daſſ diefer Zug von einem Zeugen Zr bezeugt 
wird, für welchen ua und vxı die Wahrfcheinlichkeiten find, daff er ſich 
nicht irret und uns nicht hintergehen will. Wenn man gewif| weiß, 
daſſ der Zeuge Zar fich irret und uns täufchen will, fo ift vr —=0 und 
Pr =0; aber die aus feinem Zeugniffe reſultirende Wahrfcheinlichfeit 


*) Theorie analytique des probabilitds, page 457. 
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* u 
, daſſ die Nummer n gezogen ift, if dennod) aa! Sie ift 


* m—2 die Gewiſſheit, und in der That fagt der Zeuge nothwen— 
dig die Wahrheit, wenn er die der beiden Nummern ausfagt, wovon 
er nicht glaubt, daſſ fie gezogen ift und die für die gezogene Num— 
mer hält, welche es nicht if. Wenn m=3 ift, fo kann man 1 
gegen 1 wetten, daſſ von den drei Nummern die gezogen ift, welche 
der Zeuge ausfagt, wovon man fich leicht durch die Aufzählung aller 
möglichen Combinationen überzeugen kann, ebenſo uͤberzeugt man 


ſich leicht von der Richtigkeit des Werthes — —— der Wahrſcheinlich⸗ 


keit Ka für eine beliebige Zahl mr. 

Man muſſ den Fall, wo fich ein Zeuge irret, und zuverläffig taͤu— 
ſchen will, nicht mit dem verwechfeln, wo die Reihe der Traditionen 
unterbrochen ift, fo daff der Zeuge Zur—ı, welcher vor Ta vorhergeht, 
nicht eriftirt. Alsdann ift es gewifl, daſſ der Zeuge Zh täufchen will, weil 
er die GEriftenz des Zeugen Zu—ı vorausfeßt, und man hat folglic) 
9 0; aber die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich der Zeuge Zar nicht 
ieret, ift nicht Null. Da diefer Zeuge in diefem Falle über das ftatt- 
gehabte Ereigniſſ Feinen Auffchluff hat, fo ift die. WahrfcheinlichFeit, 


1 
daſſ er die wirflich gezogene Nummer ausfagt, ——, und fie iſt zu 
gleicher Zeit auch der Werth feines Zeugniffes; denn wenn man in ber 


1 1 
vorhergehenden Formel zu — =— und 90 feßt, fo kommt Kr — 
Dieſer Werth von ka vehriett den Factor hr: von X auf Null, I 


ſolglich die Wahrfcheinlichkeit @n des Zuges der Nummer n * — 


da h. auf die eigene abſtracte Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes, wie 
h offenbar der Fall fein muff. 


$. 41. Mit Hülfe der zur Beftimmung der Wahrſcheinl ichkeit der 
Irfachen aufgeftellten Regel koͤnnen wir nun dad am Ende des $. 7. 
über das Beftreben unferes Geiftes, bei gewiffen Ereigniffen eine fpe- 
ielle, von dem Zufalle unabhaͤngige Urſache derſehen nicht zu bezwei— 
eln „Geſagte vervollſtaͤndigen. 


Wenn wir ein Ereigniſſ beobachtet haben, welches an und fuͤr 
ich eine ſehr geringe Wahrſcheinlichkeit hatte, und es bietet irgend et— 
vas Symmetriſches oder Merkwuͤrdiges dar, ſo werden wir ganz natuͤr— 
ih auf den Gedanken geführt, daſſ es nicht die Wirkung des Zufal—⸗ 
es, oder allgemeiner, der einen Urfache, welche ihm diefe geringe Wahr: 
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ſcheinlichkeit ertheilen wuͤrde, iſt, ſondern daſſ es von einer maͤchtigern 
Urſache, wie z. B. der Wille irgend eines Weſens, welches einen 
befiimmten Zweck dabei hatte, herrührt. Wenn wir 3. B. auf einem 
Tiſche die 25 Buchflaben des Alphabetes in Lettern nach der natuͤrli⸗ 
"hen Ordnung a,b, e,...r,y,2 an einander gereiht finden, fo zweis 
feln wir nicht, daff fe. Semand vermöge eines Actes feines Willens 10° 
geordnet hat, und deffenungeachtet ift dieſe Anordnung an und für ſich 
‚ betrachtet, nicht unwahrfcheinlicher , al3 jede andere, welche uns nichts 
Merfwürdiges darbietet, und welche wir daher Beinen Unftand nehmen, 
dem bloßen Zufalle zuzufchreiben. Wenn diefe 25 Lettern fucceffive 
und ganz zufällig aus einer Urne, worin fie enthalten find, gezogen 
werden müflten, fo würde es ebenfo wahrfcheinlich fein, daff fie in der 
natürlichen Ordnung gezogen werden, als in einer vorher beftimmten 
andern Drdnung, wie z. B. d,P,w, ... na, 1, welche man willkuͤr⸗ 
lich wählt, und diefe Wahrfcheinlichkeit würde ſowohl für die erfte, als 
für die zweite Anordnung fehr Fein fein; aber in dem einen Falle nicht 
feiner, als in dem andern Falle, Desgleichen, wenn eine Urne gleiche 
viel weiße und fchwarze Kugeln enthält, und man foll aus derſelben 
ſucceſſive 30 weiße Kugeln ziehen, indem die gezogene Kugel jedesmal 
wieder — wird, ſo wird die Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſ⸗ 
ſes durch (930 ausgedruͤckt, d. h. fie iſt ungefähr — LODDDEOTOB 
Aber Die Wahrſcheinlichkeit, 30 weiße und ſchwarze Kugeln in einer 
ſolchen Ordnung zu ziehen, wie ſie zum Voraus beſtimmt iſt, iſt weder 
groͤßer, noch kleiner, als die Wahrſcheinlichkeit, 30 weiße Kugeln hin⸗ 
ter einander zu ziehen, und man kann ebenfalls 1000000000 gegen 
3 wetten, daſſ dieſe zweite beſtimmte Aufeinanderfolge nicht ſtattfinden 
wird. Wenn wir aber dennoch ſehen, daſſ 30 mal hinter einander” 
ine weiße Kugel aus der Urne gezogen wird, fo Fünnen wir nicht 
glauben, daſſ diefes Ereigniff von dem bloßen Zufalle herrührt, waͤh⸗ 
rend wir es ohne weiteres dem Zufalle zufchreiben, wenn die re 
anderfolge der 30, gezogenen Kugeln nichts Regelmaͤßiges und Te 
wuͤrdiges darbietet. 

Was wir Zufall nennen (§. 27.), bringt fo zu fagen ein & 
eigniſſ, welches wir merkwürdig finden, und ein anderes, welches: E 


nicht ift, mit derfelben Leichtigkeit hervor. Die Brad: der erften 
Art find weit feltener, ald die der zweiten, wenn ale gleich möglichen 

Ereigniffe in fehr großer Anzahl vorhanden find, Aus. diefem Grunde 
fallt und das Stattfinden der erftern weit mehr auf, wodurch wir ver⸗ 
anlaſſt werden, ſie einer beſondern Urſache zuzuſchreiben. Die Exiſtenz 
dieſer Urſache iſt in der That ſehr wahrſcheinlich; aber ihre große Wahre 
ſcheinlichkeit entfpringt nicht aus der Seltenheit der merkwirdigen Er 
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eigniffe, fondern fie beruht auf einem andern Prinzive, worauf wir 
nun die im Vorhergehenden bewiefenen Negeln anwenden wollen. 

42, Wir wollen * merkwuͤrdigen Ereigniſſe, welche ſtattfin— 
den koͤnnen, mit 2, Ey, Eg, ... und die nicht merkwuͤrdigen mit 
Fi F,,F3, ..-. bezeichnen. Wenn es fih 3. B. darum handelt, 
aus einer Urne, welche gleichviel weiße und ſchwarze Kugeln enthält, 
30 Kugeln zu ziehen, fo find Die Ereigniffe &,,Ea, E, .. . das 
Treffen von 30 Kugeln derfelben Farbe, das — Treffen ei: 
ner weißen und einer fchwarzen Kugel, ferner das Treffen von 15 Ku— 
geln von derfelben Farbe, worauf 15 Kugeln von der andern Farbe 
folgen, u. ſ. f. In dem Kalle, wo 30 Kettern an einander gereiht 
ſind, find die Ereigniffe Z,, Ba, Ez,. - . die, wo dieſe Lettern in der 
‚alphabetifchen Dronung, oder in umgekehrter Ordnung auf einander fol: 
gen, oder wo fie eine Phrafe irgend einer Sprache bilden. Die An: 
zahl der Ereigniffe Ey, Ey, Eg, .. . wollen wir wieder mit mı und 
Die ‚der übrigen Creigniffe F,F3, FVg, ... mit n bezeichnen und an- 
nehmen, daſſ fie alle gleich möglich find, wenn fie allein von dem Zus 
falle herruͤhren, fo daſſ die Wahrfcheinlichkeit > jedes derfelben durch: 

61 
Ban 
ausgedrüdt wird, ed mag uͤbrigens der erſten oder der zweiten Reihe 
angehören. Dieſes findet nicht mehr ſtatt, wenn dieſe Ereigniffe durch 
irgend eine befondere, von der Wahrfcheinlichkeit p unabhängige Urs 
fache C hervorgebracht werden müffen, welche z. B. der Wille einer 
Derfon fein mag, die die Mahl eines unter ihnen trifft. Wir wollen 
annehmen, daſſ diefe Wahl durch die verfchiedenen Umftande beftimmt 
wird, wodurch ein Theil der möglichen Ereignijfe zu merkwürdigen ge: 
macht wird. Es wird alſo eine gewilfe Wahrfcheinlichfeit 2, oder P,, 
. haben, dafj diefe Perfon das Greigniff Z, oder Z,, ... wählt; 

Aber es ift Feine Wahrfcheinlichkeit vorhanden, daſſ fie von den Ereig: 
niffen 2, Ep) F',, :+. das eine oder. das andere auswählt, und da 
diefe verfchiedenen Ereigniffe die allein möglichen find; fo muff: 


PıtTPatPpst -.. = 
fein. Wenn die Wahrfcheinlichkeiten Pr Par alle einander 
1 ZutE 
gleich find, fo ift ihr gemeinfchaftliher Werth — =; und folglich. fehr 


groß gegen 2, wenn die Geſammtzahl mn der möglichen Fälle an 
und für fih und gegen die Anzahl zu der merhöirdigen Falle fehr groß 


if. Im Ale Igemeinen koͤnnen Diefe Bahrfeheinlichkeiten ſehr unglech 
® J —— — 
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fein, und wir haben Fein Mittel fie zu beſtimmen; allein es ift hinrei⸗ 
chend, daſſ fie gegen die Wahrſcheinlichkeit pP ſehr groß find, welches 


jedesmal der Fall ift, wenn leßtere, wie in den eben angeführten Bei: 
ſpielen, ſehr Elein oder die Anzahl m +n auferordentlich groß iſt. 
Dieſes iſt das Grundprinzip, wovon wir ausgehen wollen, um 


die Wahrfcheinlichkeit der Urfache C nach der Beobachtung eines der 


Ereigniſſe Ey, Ez, «.. F\, Es, Fa, +». zu beflimmen, oder 
wenigſtens zu zeigen, daſſ fie fehr groß ift, wenn das beobachtete Ereig⸗ 
niſſ der erſten Reihe angehoͤrt. | 


Es fei #, dieſes Ereigniff, fo Tann man zwei Vorausfekungen 


machen, nämlich: 1) daff es von der Urfahe C hervorgebracht wird, 
und 2) daſſ es die Wirkung des Zufalles iſt. Wenn die erfte Hypo= 


thefe gewiſſ wäre, fo wäre p, die Wahrfcheinlichkeit des Stattfindens 


des Ereignijfes Z,, und wenn die zweite gewiſſ wäre, fo wide diefe { 
Wahrfcheinlichfeit durch D ausgedruͤckt. Bezeichnet man alfo die Wahr: 


fcheinlichfeit der erften Hypotheſe nach der Beobachtung des Ereigniffes 
mit r und betrachtet beide Hypothefen vorher als gleich wahrjcheinlich, 
jo ift nach der Negel in $. 28: | 


Nun braucht aber die Wahrfcheinlichkeit p, nur gegen die fehr kleine 


Er N 


Wahrſcheinlichkeit p fehr groß zu fein, damit diefer Werth von 7 fehr 
wenig von der Einheit oder der Gewiifheit verfchieden if. Wenn man 


in einem der vorhergehenden Beifpiele, wo die Anzahl der möglichen 
Ereigniffe 1000000000 überftieg und p Eleiner war als 000000000 
annimmt, daſſ die Anzahl ver Creigniffe, welche hinreichend merkwuͤr— 
dig find, um eine Perfon zur Wahl eines verfelben zu beftimmen, 
— 1000 if, und „og für den Werth von P, nimmt; fo ift der 
Werth von 7 um weniger ald ein Milliontel von der Einheit verfchie- 
den und noch weit weniger, wenn die Dahrfcheinlichkeit >, , wie fich 
annehmen läfit, größer als 1000 iſt. Wenn man folglich eins dieſer 
merfwürdigen Ereigniffe, z. B. die fucceffive Stehung von 30 Kugeln 
derjelben Farbe aus einer Urne, die gleich viel Kugeln von zwei ver- 
ſchiedenen Farben enthält, beobachtet hat, jo muſſ man es, wie es auch 
geichieht, ohne alles Bedenken der Willenswirkung irgend Jemandes 


oder jeder andern fpeciellen Urfache zufchreiben und nicht als eine bloße 


Wirkung des Zufalles betrachten. 


Jedoch würde die Mahrfcheinlichkeit ” der Urfache C bedeutend 


vermindert werden, wenn vor der Depbachtung des Creigniffes ihr Vor: 
handenfein oder Nichkvorhandenfein nicht gleich moglich ware, wie es die 
ö— — en, ———— 
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——— — vorausſetzt, und ihre Nichtexiſtenz urſpruͤnglich die 
groͤßt einli yafte, Diefes findet in dem eben angeführten 
Beilpiele flatt, wenn vor der Ziehung die gehörigen Borfichtsmaßregeln 
‚getroffen find, um den Einfluff irgend eines Willens auf die Ziehung 
der Kugeln zu verhindern. Wenn man auf diefen wanan vor der 


Beobachtung Nudficht nimmt, fo zeigt Die Negel in $. 34: die Ab- 
nahme des Werthes von m. Diefe Wahrfcheinlichkeit wird zuweilen 


auch in einem fehr großen Verhältniffe vermehrt oder vermindert, wenn. 
nicht alle Ereigniffe &,, Er, Es, : » Di. Fo, Far». . gleich möglich 


| 
| 
| 
| 


| 


find, nämlich vermehrt, wenn EL eigene er, Waprfcheinlichkeit jedes 


Ereigniſſes der erften Reihe größer ift, als die der zweiten Neihe, und 
vermindert im entgegengefesten Falle, 


Die Harmonie, welche wir in der Natur beobachten, ift obne 


| Zweifel nicht das Werk des Zufalles; aber durch eine aufmerffame und 


lange Zeit fortgefegte Unterfuchung ift man dahin gelangt, für eine fehr 
‚große Anzahl" von Naturerfcheinungen die phyſiſchen Urſachen, welche 
ihr Stattfinden bewirken, wenn auch nicht mit einer abſoluten Gewiſſ— 
"heit, fo doch wenigftend mit einer ſich der Gewiffheit fehr nähernden 
Waͤhrſcheinlichkeit angeben zu koͤnnen. Betrachtet man fie al$ die Er— 
eigniffe Hy, Ey, Ez, . . . welihe befondere Merkwürdigkeiten darbie- 
ten, fo haben diefe Ereigniffe ſchon an und für fich eine hinreichend 
ſtarke Wahricheinlichkeit, daſſ es unmwahrfcheinlic und ganz unnuͤtz ift, 
dafj die mit © bezeichnete Wahrfcheinlichkeit ins Spiel fommt. Was 
die phyſikaliſchen Erfcheinungen anlangt, deren Urfachen noch unbekannt 
find, fo ift e8 vernünftig, fie ähnlichen Urſachen, wie die, welche wir 
Eennen und denfelben Gefegen unterliegen, zuzufchreiben. Ihre Anzahl wird 
durch die Fortfchritteder Wiffenfchaften übrigens täglich vermindert. So 
wiſſen wirz. B. jebt, wodurch der Blitz entfteht und wie die Planeten 
in ihren Bahnen erhalten werden, was unfere Vorgänger nicht wufiten, 
und ebenfo werden unfere Nachfolger die Urfachen anderer Naturerfchei= 
nungen Fennen, welche jeßt unbekannt find. 

| $. 435. Wenn die Anzahl der verfchiedenen Urfachen, welchen man 
ein beobachtetes Greigniff 7 zufchreiben kann, unendlich groß ift, fo 
‚werden ihre MWahrfcheinlichkeiten fowohl vor, .ald nach dem Stattfinden 
des Ereigniffes FH unendlich Hein und die in den Formeln in $. 32 
‚und 34. vorkommenden Summen I verwandeln fich in heſtimmte Zu⸗ 
tegrale. 

| Um diefe Transformation zu bewirken, wollen wir annehmen, daſf 
das beobachtete Ereigniſſ Fin dem Zuge einer weißen Kugel aus ei— 
ner Urne A mit unendlich vielen weißen oder fchwarzen Kugeln beftehe. 
In Beziehung auf das unbekannte Verhältniff der Anzahl der weißen 
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zur Anzahl aller Kugeln kann man unendlich viele Sorahsfeungen‘. ma⸗ 

chen, welche man als eben ſo viele verſchiedene und ſich gegenſeitig aus⸗ 
ſchließende Urſachen des Stattfindens von Z betrachtet. Wir wollen 
dieſes Verhaͤltniſſ mit © bezeichnen, fo daff = eine "Größe ift, welche 
von einem unendlich Heinen Werthe, der dem Falle entſpricht, wo die 
aus der Urne A gezogene Kugel die einzige weiße ift, welche fie ent— 

hält, bis zu dem Werthe 21, weldyer dem andern Grenzfalle ent 
fpricht, wo diefe Urne nur weiße Kugeln enthält, ftetig zunehmen Tann, 


Ferner fei A die Wahrfcheinlichkeit. des Stattfindens des Greig- | 
nijfes Z, wenn der Werth x diefes Verhältniffes gewiff wäre, fo daſſ 
X in jedem Falle eine befannte Function von » if. ES kommt alfo 
Darauf an, indem diefer Werth als eine der möglichen Urfachen von & 
betrachtet wird, die unendlich kleine Wahrfcheinlichkeit von = zu beftim= 
men, fowohl wenn alle diefe Urfachen vor der Beobachtung gleich wahr⸗ 
fheinlih find, als wenn fie a priori verfchiedene a 
haben. “ 
Sm erften —— ſich die geſuchte Wahrſcheinlichkeit aus der 
Größe on in $. 28., wenn man darin 772 unendlich groß und für © 
Pyr Ps’ gr - die allen Werthen von X entiprechenden Werthe von. 
© jeßt. Bedienen. wir und, ‚wie in $. 32., zuerft des Zeichens I 
und bezeichnen die Wahrfcheinlichfeit von x mit @, fo ift folglich: 

A 


077; 
0 


— 


7 « 
——— 


aber nach dem Hauptlehrſatze uͤber die beſtimmten Integrale iſt auch: 


San Erde 
Jo 


Wenn wir alfo dad Differenzial da als conftant betrachten, und die. i 
beiden Glieder des oorbergahän ne 5— mit dx multipliciren, ſo 
ergibt ſich: 

—J Adx 


9 dc 


Bezeichnen wir zu gleicher Zeit die = entfprechende Wahrfcheinlich — 
keit des kuͤnftigen Ereigniſſes 2’, welches von denſelben Urſachen, als 
FE abhängt, mit X und mit u die vollftändige Wahrfcheinlichkeit des 
Stattfindens von 7’; fo haben wir nach der Regel in $. 30: 1 


u = 3A o 
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oder wenn man für © feinen vorhergehenden Werth ſetzt und die 
Summe > in ein Integral verwandelt: 


u AAds 
ni Te 


wo die Größe X in jedem Beifpicle eine gegebene Function von x ifl. 
Sn dem Falle, wo die verfchiedenen Werthe von x vor der Be— 
obachtung des Ereigniſſes Z ungleich wahrfcheinlich find, wollen wir 
die. unendlich Feine und vor diefer Beobachtung flattfindende Wahr- 
jcheinlichkeit der abftracten Wahrfcheinlichkeit x von Z mit Y dx bezeichnen 
und in den Formeln in $. 34, Ydz ftatt gm feken; £ ergibt fich: 


XAYdx 


— Yryr 


ald die Wahrfcheinlichkeit dieſer abftracten Wahrfcheinlichkeit x nach dem 
Stattfinden des Ereigniffes Z, und: 


ib: xwyYda 
Pe Mh 


0 
für ei Wahrfcheinlichkeit des Stattfindend des Fünftigen Ereignifjes Zi’. 
‘. 44. Wenn man a priori gewiff ift, daſſ fich der Werth von 
2 nicht von <=0 bi8 z—1 erftreden kann und zwifchen gegebenen 
Grenzen liegen muff, fo nimmt man diefe Grenzen für die der be— 
ftimmten Integrale, welche diefe Formeln enthalten, oder wenn man 
ihre Grenzen ® und 1 beibehalten will, fo betrachtet man F als eine 
Discontinuirliche Function von x, welche außerhalb der ‚gegebenen Gren— 
zen dieſer Veränderlichen Null ift. Die Veränderliche x mag alle Wer: 
the von © bis 1 annehmen Fünnen, oder zwifchen gegebene Grenzen 
eingefchloffen fein, fo ift die MWahrfcheinlichkeit A, daſſ ihr unbekannter 
Werth nach dem beobachteten Greigniffe Z wirklich zwifchen andern en= 
gern Grenzen, ald die erften eingefchloffen ift, Doch -immer die Summe 
der Werthe von @, welche den Werthen von x entfprechen, die zwifchen 
diefen andern Grenzen liegen, fo dafj, wenn man diefe Grenzen mit 
.@ und 8 bezeichnet: | 


@' 


—— XYda 


if a 3 YYda 


92 


Diefe Formel kann man bei einer Näherungsrechnung anwenden, 
wenn die Anzahl der Urfahen, welchen das Ereigniff KH zugefchrieben 
werden Fann, ftatt unendlih, nur fehr groß iſt. Wir wollen 3. 8. 
annehmen, daff das Ereigniff darin beftche, aus einer Urne D, 
welche eine ſehr große Anzahl weißer und fchwarzer Kugeln enthält, 
hinter einander 2 weiße Kugeln zu sieben , wenn die gezogene Kugel 
jedesmal wieder hineingelegt wird. Die einem Verhaͤltniſſe x zwifchen 
der Anzahl der in der Une D enthaltenen weißen und der Anzahl al- 
Ver darin enthaltenen Kugeln entfprechende Wahrfcheinlichfeit A von E 
ift die nte Potenz dieſes Verhältniffes. Wenn man die Wahrjchein: 
lich£eit beftimmen fol, dafj die Anzahl der in der Urne 4 enthaltenen 
weißen Kugeln größer ift, als die der fhwarzen, fo nimmt man in 
dem Ausdrude diefer Wahrfcheinlichfeit A, « — und 8=1. Wenn 
ferner alle möglichen Werthe von z vor den Ziehungen gleich wahr: 
fcheinlich wären, fo. änderte fih Fniht mit x und verfchwände folg- 
lich aus diefem Ausdrude. Es wäre aljo: 


X=an, [' — 


1 1 

} xXd — 
und folglich: 

1 

mit deſto groͤßerer Genauigkeit, je mehr weiße oder ſchwarze Kugeln 
die Urne B enthält. Vor den Ziehungen konnte man 1 gegen 1 wet: . 
ten, daſſ die Anzahl der weißen Kugeln größer fei, als Die der ſchwar— 
zen; aber es ift fihon der Zug von einer weißen Kugel aus der Urne 
B hinreichend, daſſ A=% wird, oder dafj man 3 gegen. 1 wetten 
kann, daſſ die Anzahl der weißen Kugeln größer iſt, als die der ſchwar— 
zen, und wenn man eine etwas beträchtliche Anzahl weißer Kugeln 
hinter einander aus der Urne B gezogen hatz fo nähert fich die. Wahr: 
fcheinlichfeit A, daſſ fie mehr weiße, ald fchwarze Kugeln enthält, 
fehr der Gewiſſheit. 


$. 45. Nach dem, was bereit früher ($. 30.) bemerft worden, 
fann man E und A’ ald Ereigniffe betrachten, welche aus demfelben 
einfachen Ereigniffe @ zufammengefeßt und wegen ihrer gemeinfchaft- 
lichen Abhängigkeit von diefem Greigniffe mit einander verbunden find. 
Die Wahrfcheinlichkeit von G@ ift unbekannt; die Wahrfcheinlich: 
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feit vor dem Gtattfinden von EZ, daff fie den Werth a hat,-ift 
—Y dx und nad) diefem Stattfinden =@, und da diefe Wahrfchein- 
lichfeit nothwendig einen der zwifchen &— O und z—1 liegenden Wer- 
the hatz fo muſſ die Summe der correfpondirenden Werthe von Y dx 
—1 fein, wie diefes fehon für die Summe der Werthe von — ftatt: 
findet. Die gegebene Function F von x, fie fei übrigens continuirlich 
oder discontinuirlich, mufj alfo immer der Bedingung: 


SX dzs1 


Genüge leiften. 

endet man die Negel der mathematifchen Hoffnung ($. 23.) 
auf die Beftimmung der Wahrfcheinlichfeit von G an, fo muff man 
"für ihren Werth vor der Beobachtung des Greigniffes HF die Summe 
aller ihrer möglichen Werthe, mit ihren reſp. Wahrfcheinlichfeiten mul: 
tiplicirt, d. he die Eumme aller Producte au3 x und Ydx von 
I0 bis z1 nehmen. Bezeichnet man dieſe MWahrfcheinlichfeit 
von @, oder genauer den Werth, welchen man für ihren unbekannten 
Merth vor der Beobachtung des Ereigniffes Z nehmen ze mit Y, 
fo hat man folglich: 

— Ve. 
Jo 

Man kann hierbei bemerken, daff, wenn x und F ald die Ab- 
feiffe und Drdinate einer ebenen Curve betrachtet werden, und wenn 
man erwägt, daſſ Die ganze von diefer Curve eingefchlofiene Fläche 
oder das Integral /Y dz=1 ift, die Größe Y. die Abfeiffe des 
Schwerpunftes diefer Fläche if. Diefem für die Wahrfcheinlichkeit 
von G angenommenen Werthe von y gemäß müflte man die Wette 
‚für ein erſtes Stattfinden dieſes Ereigniſſes, aber nicht für ein meh— 
rere Male wiederholtes Stattfinden einrichten. Denn jenachdem das 
Ereigniſſ @ in einem erften VBerfuche ftattgefunden hat, oder nicht, 
wird die Wahrfcheinlichfeit feines Stattfindens in den folgenden Ber: 
‚fuchen vermehrt oder vermindert. 

Penn z.B. von vorn herein alle Werthe von a gleich wahr= 
ſcheinlich ſind, fo muff die Größe F von x unabhängig fein. Nach 
‚den beiden vorhergehenden Gleichungen hat man folglich: 


rYz14y#=4 


und in der That haben wir alddann bei einem erften Verſuche feinen 
Grund, eher das Stattfinden des Ereigniffes G, als das des entgegen- 
gefeßten Greigniffes zu glauben. Aber wenn man für jeded der Er— 
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eigniſſe Weund E das einfache Ereigniſſ G nimmt, in welchem 
Falle: J | 
| Kt RE 


ift, fo ergibt fi: f 
XXdx 


—“ Ka 


Si xqx 

0 

als die Wahrfcheinlichkeit , dafj, wenn das Ereigniſſ @ ein erſtes Mal 
ftattgefunden hat, es auch ein zweited Mal flattfinden wird, fo daſſ 
die Wahrfcheinlichkeit feines Stattfindens von. dem, erften Verſuche 
sum zweiten um 4 zugenommen hat. Sie nimmt bei dem zweiten | 
Verſuche um denfelben Brud ab und reducirt ſich auf Koll 
wenn bei dem erfien Verſuche das entgegengejeßte Ereigniſſ flattgefunz 
den hat. Denn nimmt man diefes für E und wieder G für E/, ° 
d. h. fegt man: 


Seo 


N 
x - Ne, 


fo erhält man: 
fa- x)wdx 
— 


——— 


fie die, Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ @, wenn es bei dem er— 
ſten Verſuche nicht flattgefunden bat, bei dem zweiten ſtattfinden wird. 

Bor dem Stattfinden des Ereigniffes @, wird die Wahrfcheinlih: 
feit, daſſ es zweimal hintereinander flattfindet, nach der Regel in d. O. 
durch das Product aus der Wahrfcheinlichkeit 4, daſſ es ein erſtes Mal 
fattgefunden hat und der Wahrfcheinlichkeit 2, dafj, wenn es diefes 
erfte Mal ftattgefunden hat, es auch bei dem zweiten Verſuche ftattfinden 
wird, ausgedrüdt, und ift folglich — $ flatt 4, welches ibr Werth fein ' 
würde, wenn die Wahrfiheinlichkeit von. @ bei dem zweiten Berfuche 
— 4. wäre, wie bei dem erften. Die Wahrfcheinlichkeit der Ueberein- 
flimmung zweier Greigniffe bei den beiden erften Werfuchen ift doppelt 
fo groß, oder gleich 3. Denn dieſe Uebereinftimmung findet fowohl bei 
der Wiederholung des Ereigniffes G, als bei der feines: Gegentheiles 
ftatt, welche beide gleich wahrfcheinlich find. 

Vergleicht man die Wahrfcheinlichkeit 3=1(1+4) mit der in 
$. 27. gefundenen Wahrfcheinlichkeit (14-0?) der. Uebereinftimmung 


j , 1 s 
der beiden erften Verſuche, fo ergibt fich — Wenn wir alſo 
3 


cm 
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a priori über die Wahrfcheinlichkeit eines Ereigniffes @ nichts näher 
wiffen, fo daß wir für x alle möglichen Werthe mit gleichen Rechte 
annehmen koͤnnten, fo ift die Wahrfcheinlichkeit der Uebereinftimmung 
zwei auf einander folgender Verſuche diejelbe, als wenn zwifchen der 
Mahrfcheinlichfeit des Greigniffes @ und der des entgegengefegten Er- 


, ‚ i e * o . 
eigniffes eine Differenz — ſtattfaͤnde, ohne daſſ man die guͤnſtigſte 
— 3 


Wahrſcheinlichkeit kennt. Wir werden ſogleich die Wahrſcheinlichkeit der 
Uebereinſtimmung zweier furceffiver Verſuche für den Fall beſtimmen, 
wo man a priori weiß, daſſ ale möglichen Werthe von x, ſtatt 
gleich möglich zu fein, hoͤchſt wahrfcheinlich fehr wenig von einem be— 
kannten oder unbekannten Bruche verfchieden find. | 
$. 46. Wir wollen nun, indem das einfache Ereigniſſ, deſſen 
MWahrfcheinlichkeit unbekannt ift, wieder mit @ bezeichnet wird, das 
entgegengeſetzte Ereigniſſ, deſſen Wahrfcheinlichfeit erhalten wird, wenn 
man die des Ereigniffes G@ von der Einheit abzieht, mit ZZ bezeichnen 
und vorausfeßen: 1) daff das beobachtete Ereigniff FL darin beftehe, 
daſſ das Greigniff E, mmal und das Greigniff ZZ, n mal: in einer 
beliebigen Ordnung ftattfinden, und 2) daſſ das Fünftige Ereigniff ’ 
darin beftehe, daſſ das Ereigniſſ G, m’mal und dad Greigniff ZZ, 
n'nal ebenfalld in einer beliebigen Drdnung flattfinden. 
Für den Werth x der MWahrfcheinlichkeit von @ und den Werth 
1 — x der Wahrfcheinlichkeit von ZZ find die Wahrfcheinlichkeiten X und 
X' von E und E reſp: 
X—=Kam(1—z)%, KK am (1 — a), 


wo K und K’ von x unabhängige Zahlen bezeichnen ($. 14). Die 
Mahrfcheinlichfeit des Fünftigen Ereigniffes #7’ aa der Beobachtung 
des Ereigniffes Ei ift folglich: 


Kıf“ Yartm' ((-ayPtr'gn 
ls Yx”(1— x)” ds Pe 


Die Zahl K'ift aus diefer Formel verfehwunden und für A? muſſ 
man den Werth: 


u 


g—_ 1423 u dere 
Im 2,3...m!,1. 1, 2» DE 
feßen. Wenn das Ereigniff F’ darin beftände, daff die Ereigniffe G 
und HM in einer beftimmten Ordnung refp. m’ und n’mal ftattfinden, 
fo müffte man XI feßen. | 
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Wenn man vor der Beobakhtung des Ereignifjes 7 feinen Grund 
hat, irgend einen der Werthe von x für wahrfcheinlicher zu halten, als 
einen andern, fo nimmt man für die Größe F die Einheit. - Ver: 
mittelft theilweifer Integration ergibt jich ferner: 


| 1 
—— ————— 


n(n— 1)(r—2).. 


nn — —— — — — —— — — 


— — a 


oder einfacher: 


1 Pos 
f: am 1 —amde= N, — 
0 nun, 9 


wenn man der Kürze wegen: 
1.238... -Vi&P 
feßt, wo 2 eine beliebige ganze Zahl ift. Ebenfo hat man: 
Ye mm’ (1 — z)R+n' ze a u Portm Pati 
x m+m'+n+n'+1 
und da: | 


ift, fo ergibt fich für den in Nede ftehenden Fall: 


Pattnt — — — — 1, 
RD Ru ie, 

Soll diefe Formel den Fall mit in fi begreifen, wo eine der 
Zahlen m, n, m’, rn! Null ift, fo muff man P,=1 fen. Wenn 
demnab n=0 und n’=0 ift, fo hat man blos: 

m+1 
m--m' +1’ | 
wodurd die Wahrfcheinlichkeit ausgedrüdt wird, daſſ das Ereigniſ G 


ununterbrochen nody zn’ mal flattfinden wird, nachdem es bereits m mal 
ununterbrochen fiattgefunden hat. | 


—— 
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Fur m’=1 und n—=O reducirt fih der FI entfprechende 
Werth) von @’ auf: 


fe * 
| m--n--2 
und für m’ —=0 und n’—1 verwandelt er fich in: 
‚Ye n—+-1 


mt+n+? 
Die Summe diefer beiden Brüche ift der Einheit gleich, was in 
der That der Fall fein muff, weil der erfte die Wahrfcheinlichfeit aus- 
druͤckt, daff das Greigniff @ nach mn Berfuchen bei dem folgen= 
den Verſuche flaftfindet und der zweite die Wahrfcheinlichfeit, daſſ dies 
ſes Ereigniff bei diefem Verſuche nicht ftattfindet. Der erfte ift größer 
oder Feiner, al3 der zweite, jenachdem m>n oder m<n ift, d. h. 
jenachdem das Ereigniff @ bei den mn erften Berfuchen mehr oder 
weniger ftattgefunden hat, als das entgegengefeßte Ereigniff 7. Sie 
find einander gleich und haben den gemeinfchaftlihen Werth 4, wie 
vor den Berfuchen,. wenn diefe beiden Ereigniffe diefelbe Anzahl von 
Malen fattgefunden haben. Allein diefes iſt im Allgemeinen nicht mehr 
der Fall, wenn man entweder nach der Natur des Ereigniffes @, oder 
nach dem Nefultate der vor dem Ereigniſſe 2° flattgehabten Verfuche 
weiſſ, daſſ die Werthe der unbekannten Wahrfcheinlichkeit von @ nicht 
‚alle gleich wahrfcheinlich find, fo daff man nicht F=1 hat. In die 
ſem Falle ift der Bruch im worhergehenden $., welchen man für 
die Wahrfcheinlichkeit von @ vor den mn neuen Berfuchen nehmen 
muff, nicht nur niht —=F#, fondern bei dem folgenden Verſuche kann 
die Mahrfcheinlichfeit von G@ Kleiner fein, als y, obgleih G öfter 
ftattgefunden hat, als das entgegengefeste Ereigniff //, oder größer, 
als y, obgleich G die kleinſte Anzahl von Malen ftattgefunden hat, wie 
man aus dem folgenden Beifpiele fehen wird. 

$. 47. Wir wollen annehmen, es fei a priori fehr wahrfchein- 
lich, daſſ die Wahrfcheinlichkeit von @ fehr wenig größer oder Heiner, 
ald ein gewiffer Bruch 7 fei, fo daff, wenn man 2=r--2 fekt, die 
Größe F eine Function von = ift, welche nur für fehr kleine pofitive 
oder negative Werthe diefer Veränderlichen merkliche Werthe hat. Die 
ebene Gurve, deren veranderliche Coordinaten z und F find, entfernt 
fih nur innerhalb eines fehr Eleinen Intervalles zu beiden Seiten der 
xz=r entfprechenden Drdinate merflih von der Are der x. Der 
Schwerpunkt der von diefer Curve eingefchloffenen Fläche fällt alfo in 
diefes Intervall; folglich ift die Abfeiffe Diefes Punktes fehr wenig von r 

Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. etc. 7 


| 
| 
verfchieden, und wenn man diefe Differenz unberuͤckſichtigt lafft, fo 
ift 7 der Werth der Größe y in $. 49. 

Hiernach find die Grenzen der Integrationen. in Beziehung aufs 
die z=0 und z<1 entiprehenden Werthe ze —r md s=1—r 
Wenn man ſotglich in dem erſten Ausdrucke von w’ im vorhergehens | 
den. m'=ı1, #0, da=dz feht, fo ergibt fi daraus: 


— — —— 1 (1 ©) dz 
I ek 


— "Val 
J. "pm — a)? Hr 
Jr £ 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff @ wieder einmal ftattfine 
det, nachdem es in mn Verfuchen zrı mal und das entgegengefehte Er⸗ 

eigniff a mal ſtatt gefunden hat. Aber wegen der Natur des unter dem 
Integralzeichen / ftehenden Factors 2° fann man, wenn man will, 

diefe Integrale auf fehr Eleine Werthe von = befchränfen. Entwickelt 
man alsdann die übrigen Factoren nach den Potenzen von z in Reis 
hen, fo find diefe Reihen im Allgemeinen fehr convergent, wovon nur 
eine Ausnahme ftattfinden. würde, wenn r oder L—r auch ein ſehr 
Heiner Bruch wäre. In jedem andern Falle braucht man nur die er 

ften Glieder diefer Reihen beizubehalten ,‚ und wenn man das Quadrat” 

von z vernachläffigt, jo erhält man: 
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L — 4 * 
am(l - arm (L—r)R + 3 


Imrm-1(1 - m nm (Len®l]z | 
-H4!m(m— 1 972 (1—r)® aa mnrmmı ryR—1 % 
+n(n— 1)r®(1— r)®2]z2, 
woraus fich der Werth von amt! (1 — 2% ergibt, wenn man m-t1 
Pi 


ftatt m ſetzt. 
Subftituirt man diefe Werthe von m (1 — x)" und von amtıXx 
(1 —x)% in den Ausdrud von @’, bemerkt, daſſ: « 


ae — 


if, ſetzt der Kürze wegen: 


bes "Yzı2dz=h 


und vrnachläffigt das Quadrat von A, — nur ein kleiner 
Bruch ſein kann; ſo erhaͤlt man: 
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1—-r 


| m n 
—— 
⸗ art )h, 


woraus erhellet, daſſ die MWahrfcheinlichfeit ©’ des Stattfindens von 
‚G@ nad) den mn Berfuchen Eleiner oder größer ift, als der Bruch r 
‚oder Y, welchen man für die Wahrfcheinlichfeit von G vor diefen Ver— 


ſuchen "hätte nehmen müffen, und zwar größer, wenn — größer ift, als 


7. ec 
= - und Eleiner im entgegengefeßten Falle. Wenn es gewiff ware, 


daſſ 7. die Wahrfcheinlichfeit von G@ wäre und m, n wären große 
‚Zahlen, fo würden die Zahlen, welche ausdrüden, wie vielmal die Er— 
‚eigniffe @ und A fiattgefunden haben, höchft wahrfcheintich ihren reſp. 
Wahrſcheinlichkeiten 7 und 1—r proportional fein, und die Wahr— 


ſcheinlichkeit 5" wiirde, wegen der Gleichheit der Verhaͤltniſſe und 


— der Mahrfcheinlichkeit 7 gleich werden, wie es der Fall fein 
muͤſſte. | 


$. 48. Gebt man in dem vorhergehenden Werthe von @’ Die 
Zahl m=1 und n=O, fo erhält man: 


h 
ort 
2 


als die Mahrfcheinlichkeit , daff das Ereigniſſ G, welches bei einem er= 
fen Verſuche flattgefunden hat, auch bei dem folgenden ftattfinden 
wird, und da r die Wahrfcheinlichkeit des Stattfindens dieſes Ereig— 
nifjes bei dem erften, VBerfuche war; fo drücdt das Product aus 7 und 
@' oder r?+h die Wahrfcheinlichfeit aus, daff ſich diefes Ereigniff in 
beiden Berfuchen wiederholt, Seht man darin I—r für 7, fo er 
halt man (1L—r)? + h als die Wahrfcheinlichkeit der Wiederholung 
des entgegengefehten Ereigniffes, und wenn man diefe Größe zur? Ah 
addirt, fo ergibt fih: 
1—2r-27r?123h 

für die Wahrfcheinlichkeit der Uebereinftimmung der Nefultate beider 
Berfuche. | | 

Wenn man in dem Werthe von @’ im vorhergehenden $. m —0 
und n=1 ſetzt, fo erhält man: A 


| h 
o'_r — —— 


für die Mahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff @, wenn es bei dem 4 
ſten Verſuche nicht ſtattfindet, bei dem ameiten Hattfinden wird. Das 
Product r(L —r)—h-aus diefem Werthe ©’ und 1—r drüdt alſo 
die Wahrfchein!ichkeit der Aufeinanderfolge zwei entgegengefeßter Ereige 
niffe (@ und aus, und wenn man fie doppelt nimmt, fo erhält 
man: 


| 
0 5 
| 


' 
| 
2r—2r?—2h a: 
für die Wahrfcheinlichkeit der Nichtübereinftimmung der Refultate der beie 
den erften Verſuche, welche fih auch aus der Wahrfcheinlichkeit ihrer 
Uebereinftimmung ergibt, wenn man dieſe von der Einheit abzieht. 

Der Unterfihied zwifchen den Wahrfcheinlichkeiten der Uebereinftims 
mung und der Nichtübereinftimmung der Nefultate der beiden. erften 
Verſuche ift folglich: 


a—2ar2+4h, 


. woraus erhellet, daff diefer Unterfchied durch den Umſtand, daſ r nicht 
genau die Wahrſcheinlichkeit von Gift, und daſſ man blos weiſſ, daſſ 
ſich dieſe Wahrſcheinlichkeit ſehr wenig von 7 entfernt, vergrößert wird, 
fo daff, wenn man auch wuͤſſte, daſſ r = wäre, es doch noch vor 
theilhaft fein würde, 1 gegen 1 zu wetten, daſſ die Nefultate beider 
Berfuche tbereinftimmen. Diefes findet bei dem Spiele »WWappen 
und Schrift« ftatt, wo man ein Münzflüd zum erſten Male an— 
- wendet. Die Gleichheit der MWahrfcheinlichfeit des —— der beiden 
Flaͤchen dieſes Muͤnzſtuͤckes iſt phyſiſch unmoͤglich; allein nach der Ver— 
fertigungsart deſſelben iſt es ſehr wahrſcheinlich, daſſ die ejäpıte Wahre 
jcheinlichkeit für das Treffen jeder Fläche fehr kmeni von 4 verfchies 
den ift. 
$. 49. Wir wollen nun einen Lehrfak —1 deffen Beweis 
in dem folgenden Kapitel mitgetheilt werden wird, und welcher da j 
dient, die abftracte Wahrfcheinlichfeit eines Ereigniffes zwar nicht mit 
Gewiffheit und Strerige, aber doch einen fehr wahrfcheinlichen und ſeht 
genaͤherten Werth derſelben durch das Experiment zu beſtimmen. | 
Es fei die befannte oder unbekannte abfiracte Wahrfcheinlichkeit 
eines Greigniffes @, d. h. das Verhältniff der diefem Creigniffe guͤn— 
fligen und «gleich möglichen Fälle zu der Anzahl aller Falle, welche überz 
haupt ftattfinden koͤnnen und ebenfalls gleich möglich find,“ Wir wol 
‚len annehmen, e8 würden u Verſuche gemacht, während welcher dieſe 
eigenthüniliche oder abftraete Wahrfcheinlichkeit des Creigniffes G, die 
von feiner relativen oder fubjectiven Wahrfcheinlichfeit nerfchieben iſt 
($. 1.), conſtant bleibt, Es fei” das Verhaͤltniſſ der Zahl, welche 
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ausdrudt, wie vielmal das Ereigniff @ in diefer Neihe von Verſuchen 
ftattfindet, zu der Gefammtzahl u der Verſuche. Co lange u Feine 
ſehr beträchtliche Zahl ift, ändert -fih das VBerhältniff 7 mit u und 
kann weit größer oder Eleiner fein, als 4; aber wenn w eine fehr große 
Zahl geworden ift, fo uimmt die Differenz r —g, abgefehen vom Zei— 
chen, um fo mehr ab, je mehr wu noch zunimmt, fo daſſ in aller , 
Strenge r— e=0 fein würde, wenn w unendlich groß werden fünnte, 
und daſſ, indem & einen beliebig Heinen Bruch bezeichnet, man die 
Zahl u immer fo groß annehmen Fan, daff die Wahrfcheinlichkeit, 
daff 7 — g Heiner ift, als s, fich der Gewifjheit fo weit, als man nur 
‚will, nähert, In der Folge werden wir den Ausdrud der Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ m — g Kleiner ald e ift, ald Function von u und € 
mittheilen. 

Wenn man z. B. aus einer Urne A mit @ weißen und 5 fehwar- 
‚zen Kugeln fucceffive eine fehr große Anzahl u von Kugeln zieht, ins 
dem die gezogene Kugel jedesmal wieder in die Urne d gelegt wird, 
‚und es befinden fic) unter den zu gezogenen Kugeln & weiße und & 
ſchwarze; fo hat man mit defto größerer Genauigkeit und Wahrſchein— 
lichkeit: | 
| | 4 6 b “ a 
| A era 
‚eine ie größere Zahl u =a-+E ift» Umgekehrt, wenn dad Verhaͤlt— 
niſſ der in der Urne A enthaltenen weißen und fehwarzen Kugeln um: 
bekannt ift, und es find in einer fehr großen Anzahl von Berfuchen, 
während welcher fich dieſes Verhältniff nicht geandert hat, aus dieſer 
Urne @ weiße und & fihwarze Kugeln gezogen; fo kann man mit eis 


ner fehr großen Wahrfcheinlichkeit Die Größen Zi und — fuͤr die Naͤ— 


herungswerthe dieſes unbekannten Verhaͤltniſſes und der unbekannten 
abſtracten Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Kugel nehmen, 
‚wie groß oder Hein‘ übrigens die Anzahl der in der Urne A enthalte- 
nen Kugeln auch fein mag. Jedoch muff man bemerken, dafj, wenn 
Die Anzahl @ der in diefer Urne enthaltenen weißen Kugeln gegen die 
Anzahl b der darin enthaltenen ſchwaͤrzen Kugeln fehr klein ift, die 
Zahl © auch gegen ‘die Zahl 8 fehr Hein fein wird, und umge: 
kehrt; aber das Verhaͤltniſſ des einen ber Brüche — und — zu dem 
andern kann ſehr von der Einheit verſchieden ſein, wofern die Reihe 
der Verſuche nicht außerordentlich weit fortgeſetzt iſt. Wenn die be— 
kannte oder unbekannte Wahrſcheinlichkeit des Zuges einer weißen Ku— 
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J 


gel ſehr gering iſt, ſo bebaut die gehe Gleichung — F 7; bios p 
viel, daſſ jeder der Bruͤche“ — - und =, ſehr Hein ft. 4 


Die eben see Bar ift auch auf die Wahrfcheinlichkei- 
ten der verfchiedenen fich gegenfeitig ausfchließenden Urfächen, welchen 
man ein fehr viele Male beobachtetes Creigniff 2 zufchreiben Tann, 
anwendbar, Wenn Y die befannte oder unbekannte — J— 


einer dieſer Urſachen C ift, fo druͤckt das Verhaͤltniſſ ae mit einer 


fehr großen Annäherung und Wahrfiheinlichkeit das Verhältniff der Zahe 
len aus, welche angeben, wieviele Male das Ereigniſſ M von der 

Urfache C und wieviele Male es von irgend einer andern Urfache herz 
vorgebracht iſt. Diefes gibt das Verhaͤltniſſ dieſer beiden Zahlen, wenn 
die’ Wahrſcheinlichkeit y a priori bekannt iſt, oder den Werth dieſer 
Mahrfcheinlichfeit, wenn man diefes Verhaͤltniſſ durch die ———— 

beſtimmen kann. 

Wenn das Ereigniſſ Z 3. B. der Zug einer weißen Kugel aus 
einer Urne A mit a weißen und a’ ſchwarzen Kugeln, oder aus einer. 
Urne B mit 5 weißen und 5’ fchwarzen Kugeln iftz fo wird die. 
MWahrfcheinlichkeit Y, dall A die Urfache von Z, d. h. daſſ die weiße 
Kugel aus diefer Urne gezogen ift, nach der Negel in $. 28. durch: 


a(b-+-b') 
Tab) +blaFa) | * 
und die entgegengeſetzte Wahrſcheinlichkeit, oder daſſ die weiße Kugel 
aus der Urne D gezogen iſt, durch: | { 
b(a-+-.a') 
je en 


ausdrückt, Hat man nun aus der einen oder der andern dieſer bei⸗ 
den Urnen eine ſehr große Anzahl zu weißer Kugeln gezogen, indem 
bei jedem Verſuche die gezogene weiße oder ſchwarze Kugel wieder im 
die Urne gelegt wird, woraus fie gezogen ift, fo ift das Verhaͤltniſſ 
der Anzahl der aus der Urne A gezogenen weißen Kugeln zur Anzahl 
der aus der Urne B gezogenen weißen Kugeln hoͤchſt wahrfcheinlich‘ ſehr 


wenig von dem Berhältniffe — verſchieden, ſo daſſ man, wenn das 
erſte dieſer beiden Verhaͤltniſſe mit 0 bezeichnet wird, | 
BEL. 
1-y 6b b(a- a) 


nehmen Fann. 
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Diefer Werth von g reducirt fih auf —, wenn die in den Ur 


nen — und D enthaltenen Anzahlen a a’ — 36 weißer oder 
ſchwarzer Kugeln einander gleich find. . In diefem Falle kann man alle 
dieſe Kugeln in diefelbe Ume D legen, ohne das Verhältnifj der aus 
der Urne D gezogenen und refp. von den Urnen A und D herrühren- 
den weißen Kugeln zu verändern ($. 10.). 

Bei einer fehr großen Anzahl weißer Kugeln verhält fich alfo die 
erfte diefer beiden ‚Zahlen zu der zweiten faft wie @ zu 5, wie man 
fih überzeugen Eonnte, wenn man den weißen Kugeln Der Urne 4 
ein gewiffes Zeichen und denen der Urne D ebenfalls ein beftimmtes 
anderes Zeichen gabe und nach jeder Ziehung einer weißen oder ſchwar— 
zen Kugel aus der Urne D diefe Kugel wieder hineinlegte. 


x 890. In den Büffonfhen Werfen* findet man die Zahlen: 
refultate eines VBerfuches über das Spiel Wappen und Schrifte, 
welches uns ein Beifpiel und eine Beftätigung der vorhergehenden Re⸗ 
gel liefert. 

Bei dieſem Spiele haͤngt die Wahrſcheinlichkeit, die eine oder die 
andere der beiden Flächen des Muͤnzſtuͤckes zu treffen, von feiner phy— 
ſiſchen Conſtitution ab, welche uns nicht genau bekannt ift, und ſelbſt 
wenn wir fie kaͤnnten, wide «8 ein Problem der Mechanik fein, die 
abftracte Wahrfcheinlichkeit für das Treffen de3 Wappens oder der Schrift 
Daraus abzuleiten, welches Niemand zu löfen im Stande wäre. Der 
genäherte Werth diefer Wahrfcheinlichkeit muſſ alfo für jedes Muͤnzſtuͤck 
befonderd durch Berfuche beftimmt werden, fo daſſ, wenn man in einer 
fehr großen Auch! u von DVerfuchen das Wappen zı mal trifft, das 


Verhaͤltniſſ — für die Wahrfcheinlichkeit des Treffens des Wappens 


‚genommen. Br muſſ. Diefes ift alsdann auch die Mahrfcheinlichteit 
oder der Grund zu der Annahme, daſſ dieſe Fläche bei einem neuen 
Berfuche mit demfelden Münzftüde getroffen wird, und nah dem Re— 
ſultate dieſer Verſuchsreihe kann man zn gegen u — m wetten, daft 


das Mappen getroffen wird. Vermittelſt dieſer Wahrſcheinlichkeit — 


des einfachen Ereigniſſes muff man auch die Mahrfcheinlichkeiten be 
zuſammengeſetzten Ereigniſſe berechnen, wenigſtens wenn fe wegen der 
Natur diefer Ereigniffe nicht fehr gering nd. 
Wir wollen nun annehmen, daſſ man eine fehr große Anzahl m 


*) Aritkmelique morale, article XVIII. 


von Verſuchsreihen angeftellt, und, wie in dem angeführten Werfuche, 
jede Reihe fo weit fortgefeßt habe, bis das Wappen getroffen if. Es 
fein @,, @g, Ag, :.. die Zahlen, welche ausdruͤcken, wievielmal das 
Wappen bei dem erften, zweiten, dritten,... Wurfe getroffen ift, fo 
ift die Sefammtzahl u der Würfe oder VBerfuche: | 


u—a) +2 HI 


und die Zahl m, welche ausdrüdt, wievielmal das an getroffen 
ift, ift zu gleicher il 


ma ı Te, Tas . { 
fo daſſ die Wahrfcheinlichkeit p für das Treffen des Wappens mit deſto s 
größerer Annäherung und Genauigkeit durch: N 


ın 


PETE 


ausgedruͤckt wird, je größer die Zahl u ifl. # 
Die Wahrfcheinlichkeiten, daff man bei dem erften Wurfe dag 
Mappen trifft, bei dem zweiten, ohne daff es bei dem erften ftatt- | 
findet, bei dem dritten, ohne daſſ es bei den beiden erften ftattgefun: 
den hat, u. ſ. w., find refp. p, p(L—p), PA— pP), uf. w. 
Da nun. die Zahlen, welche ausdrüden, wievielmal diefe Er: 
eigniffe in den »m DBerfuchsreiben flattgefunden haben, nad) der Vor: 
ausſetzung @,, @y, Az,.. . find, fo muſſ folglich, wenn diefe Zahl 
fehr groß ift, fehr ‚nahe 


pP=- ‚pa—p=-, pda—p2—-: = elc. 


ſein, vorausgeſetzt, daſſ dieſe Wahrſcheinlichkeiten ſehr kleine Bruͤche f 
geworden find. Dividirt man jede diefer Gleichungen durch die vor 
—— ſo — ſich verſchiedene Werthe von L— ꝓ, und folgt A 


42) As 
p=— ne kun ere. 
2 
Dieſe Werthe von ꝓ, oder wenigſtens eine gewiſſe Anzahl der 
erftern, find um fo weniger unter fich und von dem Berhältniffe a 
u 
verfchieden, je größer die Zahlen m und w find, und follten fie in 


aller Strenge gleich fein, fo müflten diefe Zahlen unendlich groß fein. | 
Wenn man für ꝓ das Mittel aus diefen fehr wenig verfchiedenen Brü: 
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chen anwendet, oder wenn man von dem fich aus der Geſammtheit 
der Verſuche ergebenden Werthe — von 2 Gebrauch macht, fo erhält 
man: | 

a=mp, a,=mp(l —p), a =mp(1—p)2, etc, 


für die berechneten Werthe der Zahlen Ay, Ey, Agye.., welche fich 
jehr wenig von den beobachteten Zahlen entfernen müffen, wenigftens 
in den erften Gliedern diefer abnehmenden geometrifchen Progreffion, 


In dem Büffonfchen VBerfuche war die Anzahl m der Ver— 


ſuchsreihen — 2048 und aus den Angaben Büffon’s geht hervor, 


daſſ: 


a, =1061, a,=494, a,— 232, a, —=137, a, —56 


q4,=29, 4,=23, 0Q=8, . 9=6 


[4 


gewefen iſt. Die Zahlen @, 9, a, 17. +. feblen, d. h. die Anzahl m 


der Verſuchsreihen ift nicht weit genug fortgefeßt, damit das Wappen 


in einer oder mehrern Verfuchöreihen nicht getroffen wurde, Diefe 


Zahl ift die Summe der Werthe von a), a,, a 


auch: 


37 +. +, woraus ſich 


u— 4040 


und folglich: 


m 


P=—- = 0,50693 
u 
ergibt. Wermittelft diefes Werthes von ꝓ findet man, wenn man die 
Brüche unberuͤckſichtigt laͤſſt: 
a,—1038, 0,—512, a,—252, a, 4, 61, 
4,=30, a,„=15, 4=7, a9=4, a,=l, 


und die folgenden Zahlen @, 1, A12, . - + würden Heiner als die Ein- 


heit fein. Vergleicht man num diefe Reihe der berechneten Werthe mit _ 


denen der Zahlen @, , A2, Qg,..., welche fi aus der Beobachtung 
ergeben, fo fieht man, daſſ fich die erften wenig von einander unters 
fcheiden. Bei den folgenden werden die Unterfchiede größer, und es ift 
3. B. der berechnete Werth von a, nur 3 des beobachteten Werthes; 
aber diefe Zahl =, entfpricht einem Ereigniffe, deſſen Wahrfcheinlichkeit 
Heiner als Id if. Bleibt man bei den drei erſten Glievern der 
Keihe der beobachteten Zahlen ſtehen, jo ergibt fich daraus: 
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EMEN — 0,51806, y»=1— 2 0 95441 | DIE 1—>=p 53033 
Pr u j Ps — ’ "Pi En ’ 1 
welche Größen fehr wenig von einander verfhicden find, und woraus 
das Mittel oder der dritte Theil ihrer Summe 


p=0,92760 
ift, welches faum um 0,02 von dem fi) aus der Gefammtheit der 
Verſuche ergebenden Werthe -— von p verfchteden ift, 


Wir haben diefen Verſuch deswegen gewählt, weil er von Büf- | 
fon angeftelt ift und dad Werk, worin er fich befindet, denſelben 
authentifceh macht. Es kann Seder viele Verſuche diefer Art anftellen, fo: 
wohl mit einem Münzftüde, als mit einem fechsfeitigen Würfel. Sn 
diefem lebten Falle ift Die Zahl, welche ausdrüdt, wievielmal jede 
Fläche des Mürfeld bei a jehr großen Anzahl von Berfuchen oben 
zu liegen fommt, ungefähr 4 der Gefammtzahl der Verfuche, wofern 
der Mürfel nicht falfch oder Schlecht conftruirt ift. 

$. 51. Der Lehrfaß, auf welchen fich die vorhergehende Negel | 
gründet, rührt von Sacob Bernulli her, welcher über den Be- | 
weis deſſelben 20 Fahre nachgedacht hat, und der Beweis, welchen er 
Davon gegeben hat, ergibt fih mit Hülfe folgender * aus dem | 
binomifchen Lehrſatze. 

Es feien.bei jedem VBerfuhe p und g die — Wahrſchein⸗ 
lichkeiten der beiden entgegengeſetzten Ereigniſſe D und 25 ferner ſeien 
g,h, k ganze Zahlen von * Beſchaffenheit, daſſ: 


P= — rer =k/ pl 


ift, und m, n, w andere ganze Zahlen, welche mit &, %h, k durch 
die Ba 


—ehk nk, U Re hu 


verbunden find, fo daſſ fi Die Wahrſcheinlichkeiten p und g wie die 
Zahlen zn und rn verhalten, welche man fo groß machen kann, ald man 
will, wenn man die Zahlen g, A, K hinreichend vergrößert, ohne ihr 
Berhältniff zu verändern. Alsdann finden folgende Saͤtze ftatt | 
1) In der Entwidelung von (p tg)" ift das Glied am größe- 
fien, worin dad Product PR g” vorkommt, und da diefes Glied die | 
Wahrſcheinlichkeit ausprüdt, vaff das Ereigniff Z, mmal und das Er⸗ 
eigniſſ F, mmal flattfindet ($. 14.); fo folgt, daſſ diefes age | 
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gefegte Ereigniſſ, d. h. das Stattfinden der einfachen Greigniffe nach) 
dem directen Berhältniffe ihrer, refp. Wahrfcheinlichkeiten, das wahrfchein- 
lichfte von allen zufammengefegten Ereigniffen ift, welche in einer be: 
liebigen Anzahl u von Verſuchen ftattfinden koͤnnen. 

2) Wenn diefe Zahl zu fehr groß ift, ſo ift das Verhaͤltniſſ des 
größten Gliedes der Entwidelung von (p-+Y)“ zu der Summe aller 
Glieder oder zu der Einheit ein fehr Eleiner Bruch, welcher fortwäh- 
rend abnimmt, je mehr u noch zunimmt, In einer langen Reihe von 
Verſuchen ift alfo das wahrfcheinlichfte zuſammengeſetzte Ereigniſſ den- 
noch ſehr wenig wahrfcheinlih und zwar um fo weniger, je weiter die 
Verſuche fortgefegt werden. | 


3) Aber wenn man in der Entwidelung von (ag) das größte 
Glied, die Z folgenden und die / vorhergehenden Glieder betrachtet, 
und mit A die Summe diefer 2/41 aufeinander folgenden Glieder 
bezeichnet; fo Fann man. immer, ohne weder p, noch 4 zu Ändern, 
4 fo groß nehmen, daſſ der Bruch A beliebig wenig von der Einheit 
verfchieden ift, und je mehr u noch zunimmt, defto mehr nähert fich A 
der Einheit. 


Hieraus folgt, daſſ bei einer langen Reihe von Verfuchen immer 
eine große Wahrjcheinlichkeit A vorhanden ift, daſſ die Anzahl von 
Malen, weldhe das Ereigniſſ BE ftattfindet, zwifchen den Grenzen 
mL und die Anzahl von Malen, in welchen das Ereigniff 7 ftatt: 
findet, zwifhen den Grenzen n FL liegt, fo daſſ man ohne das In— 
tervall 2 / der Grenzen diefer beiden Zahlen zu ändern, die Anzahl u 
der Verſuche immer hinreichend groß annehmen Tann, damit fich die 
Wahrſcheinlichkeit A der Gewiffheit beliebig nähert. Wenn man die 
Berhältniffe diefer Grenzen zu der Zahl u ver Berfuhe nimmt, die 
vorhergehenden Gleichungen berüdfichtigt und: 


l 
Fa PEIZ RING FI g' 


jest; fo find p’ und g’ diefe Verhältniffe, und da der Bruch Ö ohne 
Ende abnimmt, je mehr u zunimmt, fo folgt, daff fi dieſe mit u 
veränderlichen Verhaͤltniſſe ebenfalls ohne Ende und mit einer fehr gro⸗ 
gen Wahrſcheinlichkeit den Wahrſcheinlichkeiten p und g der Ereigniſſe 
E und F nähern. Hierin befteht das fehöne Theorem von Sacob 
Bernoulli, 


Wegen des Beweifes diefer Eigenfchaften der Gliever ver Ent: 


widelung von (D-+ 4)" verweifen wir auf die Werke, worin der bi- 


— 
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nomifche Lehrſatz näher erörtert iſt.) Der Beweis des Lehrſatzes ſelbſt, 


welcher ſich auf die Anwendung der Integralrechnung gruͤndet, wird 
in dem folgenden Kapitel mitgetheilt. Bis dahin darf man nicht ver— 


geſſen, daſſ es bei dieſem Lehrſatze weſentliche Vorausſetzung iſt, daſſ 
die Wahrſcheinlichkeiten der einfachen Ereigniſſe E und Z" während der 


ganzen Dauer der Verſuche unveraͤnderlich bleiben. Nun ſind aber bei 


den Anwendungen der Wahrſcheinlichkeitsrechnung auf verſchiedene phy⸗ 


ſiſche oder moraliſche Erſcheinungen dieſe Wahrſcheinlichkeiten meiſtens 


von einem Verſuche zum andern veraͤnderlich, und zwar auf eine ganz 
unregelmaßige Weile. Das in Rede ftehende Theorem ift alfo bei 
diefen Arten von Unkerfuchungen nicht ausreichend; aber es gibt andere 


allgemeinere Saͤtze, welche ftattfinden, ‘wie veränderlich dieſe fucceffiven 


Mahrfcheinlichkeiten der Ereigniffe auch- fein mögen, und worauf die 
wichtigften Anwendungen der Theorie der Wahrfcheinlichfeiten beruhen. " 


Sie werden ebenfall$ in den folgenden Kapiteln bewiefen werden, aber 
wir wollen fie jest fchon anführen und das in der Einleitung erwähnte 


Geſetz der großen Zahlen ald ein allgemeines Factum, welches | 


fi) aus Beobachtungen jeder Art ergibt, daraus ableiten. 


$. 52. In einer fehr großen Anzahl zu fuccefjiver Verſuche wollen 
wir die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniſſes Fi von beliebiger Natur bei 


dem erften Verfuche mit p,, bei dem zweiten mit 2,,... und bei 


dem legten mit p,, bezeichnen. Ferner fei p’ das Mittel aus allen die⸗ 
fen Wahrfcheinlichkeiten oder der Quotient aus ihrer Summe und ihrer. | 


Da dv. h. 
4 
— 1 TPatPpst..-tPp) 


2 


— 


fo ift zu ‚gleicher Zeit die mittlere Wahrſcheinlichkeit des entgegengeſetz— | 


ten Ereigniffes F der Quotient aus der Summe der Brühe 1 —p,, 
1—Pg,..., 1 —p, und der Zahl u, und wenn man fie mit y' 
bezeichnet, fo hat man p'+g'=1. Diefes vorausgeſetzt, befteht ei= 
ner der. erwähnten allgemeinen Säbe darin: daff, wenn m nd n 
die Zahlen iind, welche artgeben, wievielmal die Ereigniffe Z und F 


während Diefer Verſuchsreihe ftattgefunden haben, oder flattfinden were 


den, die Verhaͤltniſſe der Zahlen zn und n. zur Gefammtzahl u=m-n 
der Verſuche fehr nahe und mit einer fehr großen — ——— die 


Werthe der mittleren Wahrſcheinlichkeiten p und g’ I und umges 


Eon find p’ und g' die Näherungswerthe von — nd 
— 


*) Ars conjectandi , pars quarta. behrbuch der Wahrſcheinlichkeitsrechnung von 
Lacroix, Abthl. L Fink's Syſtem der niedern und hoͤhern Algebra. 
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Wenn diefe Verhältniffe aus einer langen Neihe von VBerfuchen 


‚ abgeleitet find, fo geben-fie die mittleren Wahrfcheinlichkeiten p’ und y‘, 
und ebenſo beftimmen fie nach der Negel in $. 49. die Wahrfcheinlich- 


feiten p und g der Ereigniffe Z und 7’ felbft, wenn fie conftant find. 


Sollen aber diefe Näherungswerthe von >’ und 9“ auch zur näherungs: 


weiſen Beftimmung der Zahlen dienen fonnne, welche ausdrücken, wieviele 
Mal die Ereigniffe Z und Fin einer neuen, fehr langen Reihe von 
Verſuchen ftattfinden werden; fo muff es gewiff, oder wenigftens höchft 
wahrfcheinlich fein, daff die mittleren Wahrfcheinlichkeiten von ZU und 
F für diefe zweite Verfuchsreihe genau, oder fehr. nahe diefelben find, 
als. für die erfte. Diefes findet nun aber vermöge des folgenden an- 
dern allgemeinen Sabes in der That auch ftatt. 


Mir wollen annehmen, daſſ das bei iedem Verſuche ftattfindende 
Greigniff # oder F’ vermöge feiner Natur von einer der fich gegenfei= 
tig ausichließenden 9 Urfahen C,, Ca, Car»... C,, welche wir zus 


nächft als gleich möglich betrachten wollen, herruͤhren kann. Es fei c, 


die einer beliebigen Urſache C, entfprechende Wahrſcheinlichkeit für das 


Stattfinden des Ereigniſſes Z, fo daff bei einem beftimmten Berfuche, 


3. B. bei dem erften, die Mabrfcheinlichkeit des Greigniffes Z gleich ce, 
ift, wenn die Urfache C, vorhanden ift, gleich C,, wenn e3 Die Ur- 
eier f. Kenn es nur eine ta mögliche Urfache gabe, 


ſo wäre die Wahrjcheinlichkeit des Ereigniffes 7 bei allen Berfuchen 


nothwendig dieſelbe; aber bei unferer Borausfegung Fann fie bei jedem 


Berfuche u gleich wahrfcheinliche Werthe haben, und ändert fich alfo von 


‚einem Verſuche zum andern. Gebt man nun: 


y=—(, ——— a Zen) 


' fo ift der Quotient aus der Summe der Wahrfcheinlichkeiten, daſſ das 


Greigniff Z in einer fehr großen Anzahl. bereits gemachter Verfuche 
ftattgefunden hat, oder in einer langen Neihe Eunftiger Verſuche ftatt- 
finden wird, und aus ihrer Anzahl fehr nahe und höchft wahrfcheinlich 
dem Bruche y, deſſen Größe von dieſer Anzahl unabhängig ift, gleich. 
Man ann alfo die mittlere Wabrfcheinlichkeit p' des Greignifies E 
für zwei oder mehrere Verfuchöreihen, wovon jede aus einer fehr gro: 


ßen Anzahl von Verſuchen beſteht, als gleich anſehen. 


Verbindet man diefen zweiten. allgemeinen Sab mit dem erften, 


fo ergibt fich daraus, dafj, wenn m die Zahl ift, welche ausdruͤckt, 


wie vielmal das Ereigniff Zi in einer fehr großen Anzahl u von Ber: 
fuchen ftattfinden wird, oder ftattgefunden hat, und zn’ viefelbe Zahl für 
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eıne andere fehr große Anzahl x’ von Berfuchen, fehr nahe und höchft J 


wahrſcheinlich die Gleichung: 


ſtattfindet. Dieſe beiden Verhaͤltniſſe wuͤrden in aller Strenge unter 
ſich und der unbekannten Größe Y gleich fein, wenn die Zahlen u und 
u unendlich groß werden koͤnnten. Wenn ihre durch die Beobachtung 


gegebenen Werthe merklich von einander verfchieden find, fo hat man 
Grund, zu glauben, daff in der Zwifchenzeit der beiden Berfuchsreihen 
einige der Urfahen C,, Cs, C,, ... unmöglih und andere möglich 


geworden find, wodurch die Wahrfcheinlichfeiten cy,c ar Er ers und 


folglich der Werth von y verändert werden. Diefe Veränderung ift je: 
doch nicht gewifj, und wir werden in der Folge den — ihrer 


Wahrſcheinlichkeit als Function des beobachteten Unterſchiedes — 
m 


und der Anzahlen u und w’ der Verfuche angeben. 


Diefe Folgerung aus den beiden vorhergehenden Saͤtzen wird auf 
den Lehrfab von Jacob Bernoulli zurüdgeführt, wenn man be: | 


merkt, daff in der VBorausfehung, worauf der zweite beruht, der Bruch 


y die unbekannte, aber während der beiden Berfuchsreihen conftante ° 


Mahrfcheinlichkeit des Greigniffes Z ift. Denn dieſes Greigniff Kann 
bei jedem Verſuche vermöge jeder der Urfachen Cy, Ca, Cay:.,2.0,.Melhe 


1 
alle diefelbe Wahrſcheinlichkeit — — haben, flattfinden. Die Wahrfcheins 


‚lichkeit feines Stattfindens — der Ka Urfache Ci wird nach 


der Regel in $. 5. durch das Product Er und feine vollftändige Wahr⸗ 


ſcheinlichlichkeit nach der Regel in 8. 10. durch die Summe der Pro 


ducte =c, , Ber, =) .., welhe =Y iſt, ausgebrüdt. 

Der Einfachheit wegen haben wir alle die Urſachen Cy, Ca, Ca, 
... als gleich möglich. betrachtet; allein man kann auch annehmen, 
daff jede derfelben in der Gefammtzahl 9 der Urfachen mehrere Male 
vorfommt, wodurch fie ungleich wahrfcheinlich gemacht werden. Als— 
dann bezeichne 7, Die Zahl, welche angibt, wie vielmal die beliebige 
Urfache C; unter viefer Anzahl v von Urfachen vorfommt, fo drückt 
der Bruch Y, die Wahrfcheinlichkeit diefer Urfache aus, und der Aus— 
druck von y verwandelt fich in: | 


yv=yıcı +12, #5 — ————— 


Zu aleicher Zeit hat man: 
vr Pr tr Het, 


weil eine der Urfachen, worauf fich diefe MWahrfcheinlichkeiten beziehen, 
bei jedem Verſuche nothwendig flattfinden muſſ. Wenn die Anzahl der 
möglichen Urfachen unendlich groß ift, fo wird die Wahrfcheinlichkeit je- 
der derfelben unendlich Hein.  Bezeichner man in diefem Falle eine der 
ee Cyy:Cgn Car cr Lu: Milo, ‚deren Werth. sich von 

—0 bis z—=1 erftreden Fann, und die Wahrfcheinlichkeit der Ur- 
face, welche dem Ereigniſſ e E dieſe Wahrſcheinlichkeit x ertheilt, mit 
Ydx; fo hat man, wie in $. 45: 


»1 
v=/, Yedı, [ de —]. 
0 0 £ e 0 > 


$. 53. Wir wollen nun annehmen, daff e3 ſtatt zwei möglicher 
Greigniffe 3 und F deren eine beftimmte Anzahl A gebe, wo eins bei 
jedem Berfuche flattfinden muff. Diefes iſt der Fall, wenn man eine. 
Größe A von einer beliebigen Natur betrachtet, welche A bekannte 
oder unbekannte Werthe haben kann, die wit mit 41, ag @gı ... a— 
bezeichnen wollen, und wovon bei jedem Verſuche einer flattfinden muff, 
fo dafj der, welcher flattgefunden hat oder flaftfinden wird, das beob-. 
achtete oder Fünftige Ereigniſſ iſt. Ferner fei c, die Wahrſchein— 
lichkeit, welche die Urfäche C;, wenn fie gewiff wäre, dem Merthe Ay 
von A ertheilen würde. Die Werthe von c, „ für die verfchiedene In— 
dices Z und 2’ von 7=1 bis ?=v und von "1 bis !—=A find bes 
kannt oder unbekannt. Allein für jeden Inder z’ muff: 

Gı ria,a tes +... Foyzl 

fein. Denn wenn die Urfache Ce gewifj wäre, fo würde einer der 
Werthe @, Car Agı . +. @, vermöge diefer Urfache zuverläfftg ftattfin- 
den. Ferner wollen wir mit @, den Duotienten aus der Summe der 
Wahrfcheinlichkeiten von @,, welche in einer fehr großen Anzahl ſuc— 
ceffiver Berfuche ftattgefunden haben, oder ftattfinden werden, und aus 
diefer Anzahl, d. h. die mittlere Wahrfcheinlichkeit Diefed Werthes a. 
von 4 in diefer Reihe von Verfuchen bezeichnen. Betrachtet man a, 
als ein Greigniff 7 und alle übrigen A — 1 Werthe von A zufam: 


‚mengenommen als Das entgegengefeßte Creigniff Z, fo kann man nad 
dem zweiten allgemeinen Sage im vorhergehenden $: 


Ayı =YıCı,utY2Ca,utYa 3,0 Yo f art rt 
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nehmen, wo YjrYar Yyr ++. Y, wieder die Wahrfcheinlichfeiten der 
‚verfchiedenen Urfachen find, welche die Greigniffe während der Reihe 
der Verſuche herbeiführen oder die Werthe von _/, welche man beob= 
achtet hat, oder beobachten wird, hervorbringen koͤnnen. Nun befteht 
der dritte noch anzuführende allgemeine Sat darin: daſſ der Quotient 
aus der Summe diefer zu Werthe von A und ihrer Anzahl oder der 
mittlere Werth diefer Größe höchft wahrfcheinlich fehr wenig von der 
Summe der Producte aus ihren möglihen Werthen und deren reſp. 
mittlern Wahrſcheinlichkeiten verſchieden iſt. Bezeichnet man alfo die” 
Summe der wirklichen Werthe von A mit s, jo hat man fehr EN 
und mit einer großen Wahrfcheinlichkeit: 


„= a, — +a,0,-+a, + Rn ta @, 


fo daſſ man, wenn Ö einen beliebig Eleinen Bruch bezeichnet, die Anz | 
zahl u der Verfuche immer groß genug annehmen Fann, damit die 
Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Unterfchied zwifchen den beiden heilen 
diefer Gleihung Feiner ift, als Ö, beliebig wenig von der Einheit 
verfchieden ift. » Ferner wollen wir bemerken, dafj der zweite Theil 
der vorhergehenden Gleichung vermöge des vorhergehenden Ausdruckes 
von @, und der fich Daraus ergebenden MWerthe von Gi, ag gr - 4 
von der Zahl m unabhängig if. Wenn alſo dieſe Zahl fehr groß ba 
fo ift die Summe s ihr faft proportional, und wenn man folglich die 
Summe der Werthe von A in einer andern Reihe von einer fehr großen 
Anzahl w’ Be SEEN mit s’ bezeichnet, jo. iſt der Unterfchied der“ 


Berhältniffe — und — hoͤchſt wahrfcheinlich fehr klein, und ea 
man beufeibön a , fo hat man: 


F s! 


N | 

Bei den meiften Unterfuchungen ift die Zahl A der möglichen 
Merthe von A unendlich groß; fie wachfen nach unendlich Eleinen In— 
crementen, find zwifchen gegebene Grenzen eingefchloffen und die ir: 
gend einer Urfache Ce entiprechende WahrfcheinlichFeit jedes diefer Wer— 
the wird folglich unendlich Flein. WBezeichnet man diefe Grenzen: mit 
Z und 7’ und die der Urfache Cy entfprechende Wahrfcheinlichkeit irgend 
eines dieſer Werthe z, welder fih von z=/ bis z=/ erſtrecken 
kann, mit Zidz; fo hat man: 


es Zıdz=1. 
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Die totale Wahrſcheinlichkeit des Werthes z oder feine mittlere 
MWahricheinlichkeit während der VBerfuchsreihe it =/dz, wenn man 
der Kürze wegen 


...491,4,=4 
ſetzt, und hieraus ergibt ſich: 


IM 
Sf Azdz, 


“> Die Größe Z ift eine befannte oder unbekannte Function von z 
aber da die — der — Yı Yo Yar =» +, ſo wie jedes % 


* —— —7— dæ, etc. der Einheit 


Integrae f, /,dz, ' 


gleich ift, fo ift immer: 
| I 
; — 


* 


die Anzahl v der möglichen Urſachen ſei endlich oder unendlich. 
$. 54. Das Gefeß der großen Zahlen liegt in den beiden Glei— 
chungen: 


welche auf alfe ungewiffe Ereigniffe der phyfifchen und moralifchen Weit 
anwendbar find. ES hat zwei verichtedene Bedeutungen, wovon jede 
einer diefer Gleichungen entfpricht und welde fich beide beftändig be- 
fätigen, wie aus den verfchiedenen, in der Einleitung angeführten 
Beifpielen erhellet. Diefe Beifpiele jeglicher Art koͤnnen hinfichtlich der 
Allgemeinheit und Richtigkeit des Gefekes der großen Zahlen feinen 
Zweifel übrig laffenz aber wegen der Wichtigkeit diefes Geſetzes war e3 
zweckmaͤßig, daffelbe apriori zu beweiſen; denn er bildet die notdwendige 
Grundlage der Anwendungen der Wahrfcheinlichleitsrechnung, welche ung 
am meiften intereffiren, und außerdem hat der auf den Säken in den 
beiden vorhergehenden $8. beruhende Beweis deffelben den Vortheil, den 
Grund feines Stattfindens felbft anzugeben. 

Nach der erften Gleihung kann die Zahl m, welche ausdruͤckt, 
wie vielmal dad Creigniff K von beliebiger Natur in einer fehr gro: 
Ben Anzahl u von Berfuchen ——— als dieſer Zahl u proportional 


betrachtet werden. Das Berhättnifl — — Hat für, jede befondere Art von 


Erfcheinungen einen befondern Werth y , welchen e3 in aller Strenge 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeitsr. ıc, 8 


114 


erreichen würde, wenn 0 unendlich groß werden fönnte, und die Theo— 
vie der Wahrfcheinlichfeiten lehrt uns, daſſ diefer Werth erhalten wird, 
wenn man die Summe der Producte aus den möglichen Wahrſchein⸗ 
lichkeiten des Ereigniſſes M bei jedem Verſuche und den reſp. Wahr: 
fcheinlichfeiten der ihnen entfprechenden Urfachen bildet. Die Geſammt— 
heit diefer Urfachen wird befonderd dur die Nelation charafterifirt, 
welche für jede derfelben zwifchen ihrer Wahrfcheinlichkeit und der Wahr: 
fcheinlichfeit, welche fie dem Stattfinden des Ereigniſſes 2° ertheilen 
würde, wenn fie gewiff wäre, ftattfindet. Wir finden, daſſ ſich das 


Berhaltniff T in den verfchiedenen aus fehr vielen Verfuchen beſtehen— 
pl ;. 

den Verſuchsreihen nicht ändert, fo lange dieſes Geſetz der Wahrfcheine‘ 
lichfeit ungeandert bleibt. Wenn fich dagegen dieſes Geſetz für zwei 
Verſuchsreihen geändert hat, und daraus eine merfliche Veränderung 
der mittleren Wahrfcheinlichkeit y entftanden ift, fo wird Ddiefes Dur) 
eine entfprechende Veränderung des Werthes von * angezeigt. Wenn | 

u 7 


in der Zwifchenzeit der beiden Beobachtungsreihen irgend welche Umſtaͤnde 
die phyfifchen oder moralifchen Urfachen,, welche dem Stattfinden von E 
die größten Wahrfcheinlichfeiten ertheilen, wahrfcheinlicher gemacht ha⸗ 
ben, ſo nimmt a Werth von y innerhalb diefes Intervalles zu ung 


das Berhältniff — er iſt in der zweiten Reihe groͤßer, als es in der ” | 


ften war, — das Gegentheil ſtattfindet, wenn die erwähnten 
Umftände die Wahrfcheinlichkeiten der Urfachen vergrößert haben, bei 
welchem das Stattfinden von Z die Eeinften Wahrfcheinlichkeiten hat. 
Wenn alle diefe möglichen Urfachen vermöge der Natur diefes Ereige 
niſſes gleich wahrfcheintich find, fo it Y=1 und y=4, und die 
Zahl, welche ausdruͤckt, wie vielmal das Creigniff Z in einer langen 
Reihe von Verſuchen flattfindet, it hoͤchſt wahrfcheinlich fehr wenig 
von der Hälfte der Anzahl der Verfuche verfchieden. Deögleichen, wenn 
die Wahrfcheinlichfeiten der Urfachen des Ereigniffes Z den Wahrſchein⸗ 
lichkeiten proportional ſind, welche dieſe Urſachen dem Stattfinden von 
E ertheilen, und die Anzahl Haile (ben ift unendlich groß, fo it Y=-az, 


und wenn das Integral Yar=ı fein fol, ſo muff oe =2 fein, 


0) 


woraus jih alſo y=3 ergibt. In einer fehr langen Reihe von Ber: 
fuchen nähert fich alfo die Wahrfcheinlichkeit, daff das Ereigniff E 
doppelt fo viele Male ftattfindet, als das entgegengefehte Greigniff, 
der Gewiſſheit ſehr. Uber bei den meiften Unterfuchungen it uns dad 
Wahrſcheinlichkeitsgeſetz der Urfachen unbefannt, die. mittlere Wahr: 
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fcheinlichfeit y kann nicht a priori berechnet werden und nur durch die 
Erfahrung lafft fih ein fehr wahrfcheinlicher Näherungswerth erhalten, 
‚wenn man die Neihe der Verfuche weit genug fortfeßt, damit das 


Berhaltniff * faſt unveraͤnderlich wird, und alsdann dieſes Verhaͤltniſſ 


fuͤr dieſen Werth nimmt. 
Die faſt vollkommene Unveraͤnderlichkeit dieſes Berhältniffes — — 


für jede Art von Ereigniſſen ift ein fehr bemerfenswerthes Sackum, 
wenn man alle Beranderungen der MWahrfcheinlichkeiten während einer 
langen Reihe von Berfuhen in Betracht zieht. Man Fünnte geneigt 
fein, fie einer geheimen Urfache zuzufchreiben, welche von den phyfiichen 
oder moraliichen Urfachen der. Erfiheinungen verfchieden iſt; allein die 
Theorie der MWahrfcheinlichkeiten zeigt uns, daſſ diefe Unveränderlichkeit 
nothwendig ftattfindet, fo lange das Mahrfcheinlichfeitägefeß der Urfa= 
chen für jede Art von Erſcheinungen fich nicht Andert, fo daſſ man 
fie in jedem Falle als den. Normalzuftand der Dinge, welcher von 
felbft und ohne Hülfe irgend einer fremden Urfache flattfindet, und im 
Gegentheil zu einer merklichen Veränderung eine ſolche Urfache erforsı 
derlich wäre, betrachten muff. Man Fann diefen natürlichen oder Nor: 
malzuftand mit dem Nuhezuftande der Körper vergleichen, welcher ver: 
möge der bloßen Zrägheif der Materie fo lange flattfindet, als er von 
feiner fremden Urfache aufgehoben wird. 

855. Che wir die zweite der beiden vorhergehenden Gleichungen 
betrachten, wird es zwedmäßig fein, einige Erläuterungsbeifpiele der 
erftern anzuführen. 

Geſetzt, man hätte » Umen C,, Ey, Oz, ... Cr mit weißen 
und ſchwarzen Kugeln, und es fei c, die Wahrfcheinlicgkeit, aus irgend 
‚einer diefer Urnen Ca eine weiße Kugel zu ziehen, welhe Wahr: 
ſcheinlichkeit fuͤr mehrere dieſer Urnen dieſelbe ſein kann. Nun nimmt 
man zufaͤllig eine dieſer Urnen hinweg, wofuͤr man eine gleiche an die 
Stelle ſetzt, hierauf eine zweite, u. f. f., fo daſſ das Syſtem der Urnen 
‚C,,C,,Cz, ... immer. dafjelbe bleibt und eine unbegrenzte Reihe 
‚von Urnen B,, Ba, Par .. . gebildet wird, welche nur die gegebenen 
Urnen Cu Ca, Ci »..., mehr oder weniger wiederholt, enthält. Es 
ſeien bir Bi 5 ... tefp. die Wahrfcheinlichkeiten, aus den Urnen 
Br: 7 By, ... eine weiße Kugel zu ziehen, fo dafj die unbegrenzte 
Reihe 5, bar dr » . . ebenfalld nur die gegebenen Wahrfcheinlichfeis 
ten c5, he Car 2... , welche darin wiederholt vorkommen koͤnnen, ent: 
‚ hält. Alsdann zieht man aus jeder der Urnen By, Ba, Bar... B, 


incluſ. eine Kugel. Bezeichnet man nun die mittlere Wahrfcheinlichkeit 
, . 8* 
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ded Zuges einer weißen Kugel in diefen z fucceffiven Ziehungen mit 6, 
fo hat man: 


f | 
Ce Pe 2 Pate 2A) 


Die Urnen Cy, Cgr Oz, . .. ftellen hier die v möglichen Urfachen 
de3 Treffens einer weißen Kugel bei jedem Verfuche dar. Wenn alfo 
w eine fehr große Zahl ift, und man feßt, wie weiter oben: 


1 | 
Ag Cıtlebüot:-». 40, 


und bezeichnet die Anzahl der gezogenen weißen Kugeln mit zn, fo iſt 

nach dem Vorhergehenden jehr nahe und mit einer großen Wahrſchein- 

lichkeit: | 
m w 

6,6 Y, MZUY. 

u 

Die Zahl m ändert fih alfo nicht merflih, wenn man die Ziehungen ' 


aus denfelben Urnen Di, Ba, Bar... Du vder aus einer Anzahl 1 


anderer auf einander folgender Urnen BURN und wenn diefe Zie— 
hungen aus einer andern fehr großen Anzahl w’ von Urnen gefchiehtz 
jo ift der genäherte und ſehr wahrſcheinliche Werth der Anzahl der ges 


"u'm 
zogenen ‚weißen Kugeln = —. 
rt 


Wenn man aus dem Syſteme der Umen C,, Ca, Cz, ... umal 
hintereinander ganz zufällig eine Kugel zieht, indem man die gezogene 
Kugel jedesmal wieder in die Urne legt, woraus fie gezogen ift, jo 
ift die Wahrfcyeinlichkeit de Zuges einer weißen Kugel bei allen Ver: 
fuchen diefelbe und nach der Regel in $. 10. gleih y. Wenn, die Anz 
zahl der Verfuche fehr groß ift, fo ift die Anzahl der gezogenen wei- 
Gen Kugeln nach der Negel in $. 49. fehr nahe und höchft wahrfchein- 
Yih dem Producte ey gleich, wie in dem vorhergehenden Beifpiele; 
allein. dieſe beiden Beiſpiele find wefentlich verfchieden, und die beiden 
KRefultate fiimmen nur dann überein, wenn u eine fehr große Zahl 
if. Wenn diefed nicht der Sal ift, fo hängt die Wahrfcheinlichkeit 
der Ziehung einer gegebenen Anzahl 2 weißer Kugeln in dem erften 
Beifpiele nicht blos von dem Syſteme der gegebenen Urnen C,,C,,C,, 
.. . fondern aud) von dem Spfteme der Urnen By, Bꝛ, Bin [iR 
welches aus jenem zufällig gebildet ift, ab. Wir wollen z. 8, 
die Anzahl der gegebenen Urnen auf die drei Cy, Ca, Oz, reduciren 


N 
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und u=2, m—1 ſetzen, fo daſſ es darauf anfommt, die Wahr: 
fcheinlichfeit zu beflimmen, aus einer der beiven Urnen DB, und RB, 
eine weiße und aus der andern eine ſchwarze Kugel zu ziehen. Alẽ— 
dann koͤnnen fuͤr dieſe beiden Urnen die folgenden 9 verſchiedenen Com— 
binationen ſtattfinden: 

— — 

B,=C, und B,=C,, Bi-O und B,=C,, Bi-Ca und B,=C,;, 


X 


und B,=C,, B,=C, ud B,=G,, Rn, 6. mob... 


Für jede diefer 9 Combinationen bat die gejuchte Wahrſchein⸗ 
lichkeit einen beſtimmten Werth, naͤmlich fuͤr die drei erſten reſp. die 
Werthe: | 


20, (1 —e,), 26°, (1L—e,), 263 (1 c,) 


“ 


und für die drei mittleren, fo wie für die drei leßtern, die Werthe: 


ce, (l1—-c,)+c,(1l-£E,) € (1—c,)+e,(1—c,) &g(1—C5)+ 
61 6,). 


Es ift leicht einzufehen, daſſ der mittlere Werth diefer 9 Wahr: 
fcheinlichfeiten oder der Quotient aus ihrer Summe und der Zahl 9 
die Mahrfcheinlichkeit ded Zuges einer weißen und einer ſchwarzen Ku: 
gel fein muſſ, wenn der Zug das erfte Mal ganz zufällig aus den Umen 
C,, 05, C, geſchieht, und das zweite Mal, nachdem Die erfte gezogene 
Kugel wieder in die Urne gelegt ift, woraus fie gezogen war; und in 
der That wäre dieſe Mahrfcheinlichkeit dem doppelten Producte aus 
4(c,+€, + 6,),und 1—L(e, +6, +63) gleich, welches ein Neuntel 
der Summe der 9 vorbergebenden Mahrjcheinlichkeiten if. Ehe das 
Syftem der Urnen By, By, By .. . aus dem Syſteme der gegebe- 
nen Urnen gebildet und hinweggenommen ift, hätten wir feinen Grund 
zu der Annahme, daſſ die rate Urne Bn eher eine als Die andere der Ur: 
nen C,,Cy,Cg, . ſei, und für ung wäre folglich die Wahrſcheinlichkeit 
des Zuges einer weißen Kugel bei dem zten Verſuche der Quotient 
aus der Summe der Wahrfcheinlichkeiten cy, Cg, °C; und ihre Anzahl, 
d. h. die Größe y. Aber obgleich fie für alle Ziehungen diefelbe und 
ihre Anzahl u beliebig groß iſt, fo find wir blos vermöge der Negel 
in 8. 49. doch nicht zu dem Schluſſe berechtigt, daſſ die Anzahl zu 
der Ziehungen weißer Kugeln aus den Urnen BB Ds. nme lent 
wahrfcheinlich fehr wenig von dem Producte A verſchieden fein 
muſſ. Denn man muff nicht vergefien, daſſ ſich dieſe Regel auf die 
eigenthuͤmliche, abftracte Wahrſcheinlichkeit des betrachteten Ereigniſſes 


we 
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und nicht auf feine fubjeckive Wahrfcheinlichfeit oder den Grund, wel: | 
en wir für die Annahme feines Stattfindens haben, gründet. 


$. 56. Als zweites Beifpiel wollen wir annehmen, dafj man eine 
fehr große Anzahl von Thalerftüden, welche wir mit Ay, Agr-Agı +. 
bezeichnen wollen, hätte, und wovon jedes eine feiner beiden Flächen 
nach oben fehrt , wenn ed, nachdem es in die Kuft geworfen war, zu | 
Boden gefallen ift. Für irgend eins diefer Thalerftücde A; wollen wir 
die abftracte Wahrfcheinlichkeit, dajj der Kopf oder das Bildniſſ getroffen | 
wird oder oben liegt, und welche von der phyſiſchen Gonftitution diefes 
Muͤnzſtuͤckes abhängig ift, mit @, bezeichnen. Der Werth von a; iſt 
a priori unbekannt; man beftimmt ihn daher durch Verfuche, indem man 
das Muͤnzſtuͤck A, eine fehr große Anzahl m von Malen in die Luft 
wirft, und da diefe abitracte MWahrfcheinlichfeit während diefer Meihe 
von Berfuchen conftant bleibt, fo fann man, wenn das Bildniſ n; 
mal oben liegt, nach der Regel in $. 49: 


- für ihren genäherten und fehr wahrfcheinlihen Werth) nehmen. Diefes 
Werthes bedient man fi, alddann zur. Berechnung der Mahrfcheinlich- 
feiten der verfihiedenen Fünftigen Greigniffe bei den Würfen deffeiben 
Muͤnzſtuͤckes A, und man kann 72 gegen m —.n, wetten, daff das 
Bildniff bei einem neuen Verſuche getroffen wird, zm? gegen m—n?, 
daſſ ed bei zwei neuen fuccefjiven VBerfuchen zweimal oben liegt, 27;X 
(m —.n,) gegen m* — 2n, (m—.n,), dafj e8 in Diefen beiden Ver— 
fuchen nur einmal oben liegt, und fo fort, In einer neuen Verſuchs— 
reihe von einer fehr großen Anzahl m’ von VBerfuchen ift die Zahl 7}, 
welche angibt, wie viele Male das Bildniſſ oben gelegen hat, wieder 
nach der Negel in 8. 49. fehr nahe und mit einer großen Wahrfchein- 


n. 
lichkeit dem Producte zn'a, gleich. Die beiden Verhältniffe — und 
m 


⸗ 
n. 


I e . ’ . - r e | 
— muͤſſen folglich ehr wenig von einander verfchieden fein; aber da 
zn 


der duch Verfuche beftimmte Werth von @, bios fehr‘ wahrſcheinlich 
und nicht gewiſſ ift, fo iſt die Wahrfeeinlicfeit deö geringen Unter: ‘ 
fchiedes dieſer beiden Verhältniffe, wie wir in der. Folge fehen werden, 
nicht fo groß, ald wenn der Werth diefer Tr a, gewiſſ 
und a priori gegeben wäre. 
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Wir wollen nun annehmen, dafj man, fatt daffelbe Muͤnzſtuͤck eine 
fehr große Anzahl von Malen in die Luft zu werfen, eine jehr große 
Anzahl u von Thalerſtuͤcken anwendet, die man ganz zufällig unter den 
in derfelben Münze verfertigten Thalerſtuͤcken nimmt, und ſei die Zahl, 
welche angibt, wie vielmal dad Bildniff oben gelegen hat. Vermoͤge 
‚der beiden allgemeinen Säße in $. 52. haben wir fehr nahe und höchft 
wahrſcheinlich: 

F n 
e=—, 
— 
wie wenn die unbekannten Wahrſcheinlichkeiten @|, @g, @g, .. . alle 
einander ‚gleich wären, und wenn & die mittlere MWahrfcheinlichkeit für 
das Treffen des Bildniffes nicht blos fuͤr alle Thalerftücde, wovon man 
Gebrauch gemacht hat, ift, fondern für alle Thalerſtuͤcke derfelben Art 
und welche auf diefelbe Weife verfertigt find. | 


n n 
Senachdem man mo oder — <z findet, ift alfo bei den 


auf diefelbe Weiſe verfertigten Thalerſtuͤceen die Wahrfcheinlichkeit für 

das Treffen des Bildniffes im Allgemeinen größer oder fleiner, als die 

für das Treffen der andern Fläche des Muͤnzſtuͤckes. Da bie Wahr: 

fcheinlichkeit @, für ein einzelnes Münzftüd I von @ verſchieden ift, 
n. 


fo kann es gefchehen, daſſ zu gleicher Zeit — und *8— 4 oder 
u m 


n; 


om 
J il und —<1 ift. 

mn un u —* 

Wenn man abermals dieſelben Thalerſtuͤcke, oder allgemeiner eine 
fehr große Anzahl u’ anderer Thalerſtuͤcke aus derſelben Münze und 
mit demſelben Bildniſſ ſucceſſive in die Luft wirft, ſo aͤndert ſich die 
Groͤße & nicht, und wenn folglich n' die Zahl iſt, welche angibt, 
wie vielmal dad Bildniff in diefer neuen Verfuchsreihe getroffen ift, fo 
muff man für daſſelbe Münzftüd Az in den beiden verſchiedenen Ver— 
ſuchsreihen ſowohl 

n n nm 

u m m 


4 


7 
haben. Aber diefe beiden Verhältniffe > und = find im Allgemeinen 


verfchieden, wenn die in den beiden Berfuchsreihen angewandten Münz: 
ſtuͤcke nicht von derfelben Art find, oder aus derfelben Münze herruͤh— 
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n 


ren, und ebenfo ift das Berhältniff = für die einzelnen Münzftüde 


verjchteden. 


$. 57. Obgleich die conftanten und die mittlern abftracten Wahr: 
fcheinlichkeiten ungewiſſer Ereignifje auf Diefelbe Weife und mit derfelben 
Mahrfcheinlichkeit dur Verſuche beftimmt werden, fo find fie bei den“ 


Anwendungen, welche man davon machen kann, doch wefentlich ver: 


fhieden. Die mittlere, wie die conjtante abftracte Wahrfcheinlichkeit gibt 


unmittelbar die Wahrfcheinlichfeit an, daſſ das betrachtete Ereigniſſ bei i 


einem einzelnen neuen Verſuche ftattfinden wird; allein diefes ift nicht 


immer der Fall, wenn von dem Stattfinden eines aus diefem Greig: 


niſſe zufammengefesten Greigniffes die Nede ift. 


Wir wollen z. B. für das zufammengefehte Ereigniff die Ueber: 


einftimmung der Reſultate zwei fucceffiver Wuͤrfe mit einem Thaler: 


fiide nehmen, fo find alsdann zwei verfchtedene Fälle zu unterfuchen. 
Denn man Fann annehmen, dafj diefe beiden Verſuche mit zwei un: 
ter den A Thalerſtuͤcken A,, fgr Agı .. ., welche auf diefelbe Weiſe 
verfertigt find, zufällig gewählten verfihtedenen oder nicht verfchiedenen 


Münzftüden, oder mit demfelben ebenfalls zufällig gewählten Thaler: 


ftüfe angeftellt find. In dem erften Falle hängt die Wahrfcheinlich- 
Teit der Uebereinftimmung der Refultate beider Verfuche nur von der 
im vorhergehenden $. angeführten Größe & ab, und ift diefelbe, als 
wenn von conftanten Wahrfcheinlichkeiten die Rede wäre; aber im zwei- 
ten Sale hangt fie auch noch von einer andern unbekannten Größe ab, 
durch welche fie fich von ihrem Werthe bei conflanten Wahrfcheinlich- 
keiten unterföheidet. | 

Um dieſes zu zeigen, wollen wir bemerken, daff die Mahrfchein- 
lichfeit der Uebereinftimmung der Nefultate bei zwei fucceffiven Verſu— 
chen und für „zwei beliebige Thalerftüde Ar und Au durd: 


Q,Qyı an (1 — a) (1 —* 4.) 


ausgedruͤckt wird. Da in dem erſten der beiden Faͤlle, welche wir be— 
trachten wollen, jedes der Dünzftüde Ay, Ag, Ag⸗... mit ſich felbft 


und mit jedem der übrigen verbunden werden kann, fo wird die Anz 
zahl diefer gleich möglichen Berbindungen durch dad Quadrat von-A, 


auögedrüdt, und wenn man die vollfländige Wahrfcheinlichkeit der 
Uebereinftimmung der Nefultate beider Verfuche mit s bezeichnet; fo ift 
nach der Regel in $. 10: 


h y 
s=7,|3a,20,+2(1 —— a) (1 T 4.) |» 
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wo fih die Summen E von =1 und !—1 bi —A und "A 
erfireden. Wir wollen 


 e=z1l(M-+k), 6 4440), 2, —=4(1+k+6,) 
feßen, wo A, 6,, ö,, k-+6,, Kö, pofitive oder negative Brüche 
bezeichnen, wovon fich der erfte aus dem durch die Beobachtung ge- 
gebenen Verhaͤltniſſe I im vorhergehenden $. ergibt und die uͤbri— 
‚gen fih) von einem Muͤnzſtuͤcke zum andern ändern, fo daſſ man hat: 
| 20,=0, 20, —0. > 
Du gleicher Zeit hat man: 
1—-a,=z1(1- Ko Le (1 —k—6,), 

und die in dem Ausdrude von s vorkommenden Summen I reduciren 
fich en der vorhergehenden Gleichungen auf: 

— — re ER. 

Z(1—a,)=4A(1—h). 


| Folglich ift: 
s-4(l +%2) 


und diefe Größe hängt nur von k oder von der mittlern Wahrfchein: 
lichkeit & des Treffens des Bildes und nicht von den Unterfchieden ver 
Wahrfcheinlichkeiten Ö,, Oar Ögr ... ab. 

Menn man den Wurf der beiden zufallig genommenen Thaler— 
ſtuͤcke eine ſehr große Anzahl 4 von Malen wiederholt, fo iſt s auch 
die mittlere Wahrſcheinlichkeit der Uebereinſtimmung der beiden getrof— 
fenen Flaͤchen der Muͤnzſtuͤcke bei dieſer Reihe doppelter Verſuche, und 
‚wenn 5 angibt, wie vielmal beide Flächen uͤbereinſimmen, fo hat man 
folglih nad $. 52. annähernd: 


De 


was fih durch Verfuche beftätigen laͤſſt. 

Sm zweiten Falle, wo jedes Paar von Verſuchen mit demfelben 
Zhalerftücke gemacht werden muff, wird die Wahrfcheinlichfeit der 
Vebereinftimmung der Nefultate jedes Paares für ein ES Münze: 
füd 4; dur: 
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ar+d-—aj? | 
ausgedrüdt, und wenn man die -vollftändige Wahrſcheinlichkeit dieſer 
Uebereinſtimmung mit *bezeichnet, fo ergibt ſich: 


— Zaf-+ 2 —.0)2, 


und diefe Gleichung reducirt ſich auf: 
s=4(4+k2+A2), 


wenn man den Ausdrud von a, beruͤckſichtigt und der Kürze wegen: 
1 — 
— 30?—h? 
3 2 


fest. Nun ſieht man aber, daſſ diefe Wahrfcheinlichkeit 5’ die Wahr- 
fcheinlichfeit Ss, welche im erften Sale flattfand, übertrifft, und daſſ fie | 
von einer neuen Ubefannten A abhängt, welche felbft von den Unter: | 
ſchieden Öj, Ögr Ögr +. . abhängig if. ' | 
Wenn man den zweimaligen Wurf deffelben, zufällig gewählten 
Miünzftüdes eine fehr große Anzahl @’ von Maten wiederholt, fo drüdt 
s’ die Wahrfcheinlichkeit der Webereinftimmung beider Würfe in diefer 
Reihe doppelter Verſuche aus, und wenn 5’ die Zahl iſt, welche an⸗ 
gibt, wie vielmal dieſe Uebereinfiimmung J———— ſo iſt folglich 
ſehr nahe: 


—— 


welche Gleichung zur Beſtimmung des Werthes von dient, wenn 
der von X bereits bekannt iſt. 

$. 58. Ferner wollen wir bemerken, daft, wenn man dafl elbe 
zufällig unter den Thalerftüden A), Ag, Ag,... gewählte Stuͤck 
dreimal hintereinander in die Luft wirft, ich bie Wahrſcheinlichkeit der 
Uebereinftimmung der drei Reſultate vermittelft der vorhergehenden Wahr: 
fcheinlichkeit s’ ausdruͤcken läfft, und folglid bekannt ift, ohne daſſ man 
nöthig hat, neue Verſuche anzuftellen. Denn für ein beliebiges Tha- 
lerſtuͤck A: ift diefe Wahrfcheinlichkeit: 


6 a 


und wenn man ihren vollftandigen Werth mit s” bezeichnet, fo hat 
man folglich: 


ul bis LE Salz )8 j 
| 2 ı 1 ı : 
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und nach den vorhergehenden Bezeichnungen ergibt ſich hieraus: 
s"=4[14+3(k24+49], 
oder was daffelbe ift: 
s’=4(8s—1). 


Diefe Größe *“ ift auch die mittlere Wahrfcheinlichkeit der Ueber: 
einflimmung der in einer fehr langen Reihe dreifacher Verfuche erhalte 
nen Nefultate. Wenn man alfo mit a’ ihre Anzahl und mit 5” die 


Anzahl der Berfuche, worin biefe Uebereinſtimmung flattfand, bezeich- 
net, fo bat man: 


; b — a'' St, 


4 


{ b du 7 | —* 
und wenn man —, — ftatt s“ und s’ in die vorhergehende Glei⸗— 
a 


hung ſetzt, fo ergibt * daraus zwiſchen den Zahlen a’, a", b, b 
die Relation: 


aa — zb aa Bar 


welche deſto genauer und um fo wahrjcheinlicher iſt, je größer dieſe 
Zahlen find. 

Da fie von dem Gefehe der Größen a, a, dan... Uldh- 
haͤngig ift, fo findet fie auch noch ſtatt, wenn diefe alle einander gleich 
find, d. h. wenn man, ftatt bei jedem doppelten und dreifachen. Ver: 
fuche ein anderes Miünzftiik zu nehmen, immer dafjelbe anwendet. 
Menn man alfo daffelbe Münzftücd eine fehr große Anzahl von Malen, 
welche wir mit Ge bezeichnen wollen, in die Luft wirft, und man 
‚theilt diefe Neihe einfacher Verſuche in doppelte Verſuche, welche aus 
‚dem erften und zweiten, dem dritten und vierten, u. f. f. einfachen 
Verſuche beftehen, dann in dreifache Verſuche, welche aus dem erften, 
‚zweiten und dritten, dem vierten, fünften und fechöten, u. f. f. ein- 
fachen Verſuche beftehen, und man wendet die vorhergehende Gleichung 
auf diefe beiden Neihen doppelter und dreifacher Verfuche an; fo erhält 
man: 

OF 3C, OEL, 
wodurch fich diefe Gleichung auf folgende: 
| c—=b! —b!! 


reducirt, d. h. der Unterſchied zwiſchen der Anzahl der übereinftimmen- 
den doppelten Verſuche und der der übereinftimmenden vreifachen Ver— 
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ſuche ift gleich. dem ſechsten Theile der Anzah aller einfachen Ver⸗ 
ſuche. 


| 


Achnliche Nelationen würde man zwifchen den Anzahlen Diefer | 
Vebereinfiimmungen und derer, welche aus mehr ald zwei oder Drei 


einfachen Berfuchen beſtehen, erhalten. 


$. 59. Diefe Betrachtungen laſſen fich unmittelbar auf die Beflim⸗ 


mung des Verhaͤltniſſes der maͤnnlichen und weiblichen Geburten anwen— 
den. Zu dieſem Zwecke braucht man fuͤr die Muͤnzſtuͤcke — ——————— 
.nur eben ſo viele verſchiedene Ehen zu ſetzen und für a; die Wahr: 


fcheinlichfeit der Geburt eines SKihaben“in einer beliebigen mit Ar bes 


zeichneten Ehe zu nehmen. 

In Frankreich beträgt die jährliche Anzahl der Geburten beider 
GSefchlechter ungefähr eine Million, und die Erfahrung lehrt, daſſ bei 
diefer Gefammtzahl von Geburten das VBerhältniff der Anzahl der- mann 


lichen zu der der weiblichen die Einheit ungefähr um I uber | 


Mährend der 10 Sahre von 1817 bis 1826 betrug der mittlere 
Werth diefes Verhältniffes 1,0656 und die Grenzwerthe deffelben find 
Faum um ein halbes Hundertel größer oder Kleiner geweien. Auf die 
Beobachtungen während diefes Zeitabfchnittes gründen fich Die in unz \ 
ferer Abhandlung »über das Verhältniff ver männlichen und 
weiblihen Geburten« angegebenen Refultate.*) Bon 1817 bis 
1833 incl. war der mittlere Werth diefes Verhaͤltniſſes — 1,0619, 
welcher auch nicht mehr als ein halbes Hundertel von feinem Werthe 
waͤhrend der 10 erſten dieſer 17 Jahre verſchieden iſt. 

Die Urſache der groͤßern Anzahl männlicher Geburten ift: ne unbe= 
kannt; es find Grunde vorhanden, wornach man annehmen muſſ, daſſ 
fie von einer Ehe zur andern fehr veränderlich ift, und daff die Wahr: 
ſcheinlichkeiten @, , @a, as „. .«ſehr ungleich find, fo daſſ viele derſel— 
ben ohne Zweifel unter 4 herabfinfen: aber deffenungeachtet hat fich das 


Verhaͤltniſſ der jährlichen männlichen und weiblichen Geburten während 
eines Zeitraumes von 17 Sahren, wie man fieht, nur wenig geandert, 


' 


welches eine ſehr merkwürdige Beftätigung des Gefehes der gros 


Ben Zahlen darbietet. 


Wenn man 18 für das Verhältniff einer großen Anzahl männe 
licher Geburten zu ie entfprechenden Anzahl der Geburten beider Ger 
fhlechter nimmt, fo drüdt diefes Verhaͤltniſſ auch die mittlere Wahr: 
fcheinlichkeit der Geburt eines SKinabens aus, und für den Werth der 


Größe k in $. 57. erhalt man ZI. Es ift unbekannt, ob die Wahr: 


& 
* 


A 


fcheinlichfeit einer männlichen Geburt für jede aus derfelben Ehe her: Ä 


*) Memoires de l'Académie des Sciences, tome IX. 
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vorgehende Kind dieſelbe bleibt, oder fich verändert, wie fie ſich z. 8. 
von einer Ehe zur andern ander. Im zweiten Falle ift die mittlere 
Mahrfcheinlichkeit der Ucbereinftimmung des Gefchlechtes der beiden er: 
ften Geburten — (14-42) und überfieigt den Werth 4 kaum um 
ein halbes, Tauſendtel. Folglich ift die Anzahl der Faͤlle, wo. diefe 
Uebereinftimmung in einer fehr großen Anzahl von Paaren von Erſt— 
geburten flattfindet, um ein halbes Zaufendtel größer, ald die Hälfte 
diefer lebten Anzahl. Im erften Kalle kann die erfte Diefer beiden Zah— 
len wegen der alsdann in dem Ausdrude L(1 + %k?—+ Ah?) ver mitt: 
leren Wahrscheinlichkeit der Gefchlehtsübereinftimmung vorfommenden 
unbekannten Größe 3 weit größer fein, als die Hälfte der zweiten 
Zahl. Die Relation im vorhergehenden $. findet immer zwifchen den 
Anzahlen. der Gefchlechtsübereinftimmungen der zwei und drei Erſtge⸗ 


burten bei einer ſehr großen Anzahl von Ehen ſtatt. 


d. 60. Wenn 4 irgend eine Größe iſt, welche bei jedem Ver— 
juche verfchiedene Werthe haben kann, fo iſt die Summe diefer Werthe, 
welhe man in einer langen Reihe von Berfuchen beobachtet, vermöge 
der zweiten Gleichung in $. 54. fehr nahe und höchft wahrfcheinlich 
ihrer Anzahl proportional. Das BVerhältniff diefer Summe zu Diefer 
Anzahl convergirt für eine beftimmte Größe A ohne Ende gegen. einen 
jpeciellen, von dem Wahrfcheinlichkeitsgefeke der verfchiedenen möglichen 
Werthe von AS abhängigen Werth, je mehr diefe Anzahl noch zunimmt, 
und welchen es erreichen würde, wenn diefe Anzahl unendlich groß 
werden koͤnnte. Ueber diefes Verhältniff Iaffen ſich ähnliche Bemerkun- 
gen machen, wie die bei der Betrachtung der erften Gleichung in $. 54. 
gemachten. 

Bon der zweiten Gleichung, oder vielmehr von folgender: 
Be "2: dz 
| & I 
lafjen ſich, wie von der erften, viele und nüsliche Anwendungen machen. 
Wir wollen 3. B. annehmen, & wäre ein ‚Winkel, welchen man 
mejjen wollte. Diefer Winkel eriftirt, er hat eine einzige und beftimmte 
Größe; aber der Winkel, welchen man bei jeder Operation miſſt, kann 


wegen ber unvermeidlichen und 'weränderlichen Beobachtungsfehler un: 


endlich viele verfchiedene Werthe haben. Wir wollen diefen Winkel, 


welcher fuccefjive eine fehr große- Anzahl von Malen gemeffen ift, für 


die Größe A nehmen, fo daſſ Zdz die von der Conftruction des In: 
firumentes und der Gefchiclichkeit des Beobachters abhängige Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit eines beliebigen Werthes z von A if. Es fei k- die 
Abſciſſe des Schmerpunftes der von einer ebenen Curve, deren Abfeiffe 
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und Ordinate z und Z if, eingefchloffenen Fläche, welche fich von 
s—=/bi8 z—=/ erftredt, indem / und /, wie in $. 53., die Gren— 
zen der möglichen Werthe von A bezeichnen, Wir wollen 


z—ktx,I1—=k-+h, !"zk+h' 


feßen und durch X den Werth von Z bezeichnen, wenn man in Z 
kHz ftatt z ſetzt; ſo haben wir vermoͤge der angefuͤhrten Gleichung: 


af} — XGVAXO, 


und folglich ſehr nahe: 


wo s die Summe der Werthe von iſt, welche man in einer großen 


Anzahl u von Verfuchen erhält. Gegen die Gonftante k convergirt 


Y | | 
alfo der mittlere Werth — von A um fo mehr, je mehr u noch zu: 
hi } 


nimmt. Aber felbft dann, wenn diefes Verhältniff faft conftant gewor= 
den ift, d. bh. wenn es für mehrere fehr lange Beobachtungsreihen faft 
daffelbe bleibt, Fan es zumeilen gefchehen, daſſ diefer mittlere Werth 
fehr von dem Winkel «, welchen man bejlimmen will, verfchieven ift, 
und es ift immer der Sheet der Eonftante Y, welche von 
dieſem Winkel verſchieden ſein kann. 


Denn es ſei: 
z=e+tu, l/ze+g, !=a +g‘ 
und U der Werth von Z, wenn man darin «+ u ſtatt z fektz fo ift: 


I 2! 7 
N 2d:= /" Udu=1, k=a+/ Uudu, 
* 9 29 


Der Unterjchied u zwiſchen dem Winkel @ und einem möglichen 
Werthe z des: gemeffenen Winkels A iſt einer der möglichen Fehler des 


Inftrumentes und des Beobachterd; er kann pofitiv oder negativ fein 


und fih von u=g bis ug’ erfireden, und feine unendlich Eleine 


MWahrfcheinlichkeit ift gleih Udu. Wenn nun in der Gonftruction des 
Inftrumentes Fein Grund liegt, wodurd die pofitiven Fehler größere 
MWahrfcheinlichkeiten befommen, als die negativen, oder umgekehrt, und 


wenn daffelbe in Beziehung auf die Beobachtungsart des Beobachterd 


der Fall ift; fo find die Grenzen g und g’ gleich und von entgegenz 
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geſetztem Zeichen, die Function U ift für gleiche und enfgegengefeßte 
Werthe der Veränderlichen w diefelbe und es ergibt fich: 
fe Uudu=0, kza. 
—* 


In dieſem Falle, welcher gewoͤhnlich ſtattfindet, iſt folglich das 
Verhaͤltniſſ — der Naͤherungswerth von &. Aber wenn wegen der 


Conftruction des Inftrumentes, oder der Beobachtungsart des Beobach— 
ters die Wahrfcheinlichfeiten der pofitiven Fehler oder die der negativen 
ein gewiffes Uebergewicht befonmen, fo ift das vorhergehende Integral 
nicht mehr = O, die Conftanten « und A find von einander verfchie- 


der und das Verhaͤltniſſ — entfernt fich im Allgemeinen merklich von 


dem wahren Werthe von &. Bon dem GStattfinden diefes Umftandes 
kann man fich nur Dadurch überzeugen, daff derfelbe Winkel mit andern 
Inſtrumenten oder von andern Beobachtern gemeſſen wird. Wir be— 
ſchraͤnken uns hier auf die bloße Anfuͤhrung dieſer Anwendnng der 
Wahrfcheinlichfeitsrechnung und verweiſen hinſichtlich der Beobachtungs— 
fehler und der Rechnungsmethoden, wodurch man ihren Einfluſſ ver— 
mindern und ſchaͤtzen kann, auf die Théorie analytique des proba- 
bilites und auf unfere Abhandlungen über diefen Gegenftand in der 
Connaissance des tems von den Jahren 1827 und 1832.*) 
$. 61. WS zweites Anwendungsbeifpiel der im Anfange des vor: 
bergehenden $. angeführten Gleichung wollen wir annehmen, daſſ die 
mit C,, C,, Car... bezeichneten Urfachen alle die Urſachen find, 
welche die Wahrfcheinlichkeiten der Dauer des menfchlichen Lebens in 
einem beflimmten Lande und zu einer beftimmten Zeit beftimmen. Diefe 
Urfachen find unter andern die verfchiedenen phyſiſchen Gonftitutionen der 
neu geborenen Kinder, die Bermögensumftäande der Einwohner, Die 
Krankheiten, welche diefe Lebensdauer verkürzen und ohne Zweifel auth 
einige Urfachen, welche aus dem Leben felbft entfpringen und verhin- 
dern, daſſ es über gewiffe Grenzen, welche feine Dauer niemals über- 
Schritten hat, hinausdauert. Denn es find Gründe zu der Annahme 
vorhanden, daff, wenn die Krankheiten die alleinigen Urfachen de3 To— 
des und fo zu fagen nur zufällig wären, einige unter der enormen 
Anzahl von Menfchen, welche gelebt haben, dieſen Gefahren während 
mehr, als zwei Sahrhunderten würden entgangen fein, was man aber 
niemald beobachtet hat. Die Größe A ift alsdann die Zeit, welche 
— — ——— — 
) Bergl, Anhang IM. 
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ein ebengeborenes Kind leben wird, z drüdt einen möglichen Werth 
von F aus und Zdz die Wahrfcheinlichfeit von z, welche aus allen ! 
Urfachen entfpringt, wodurch fie nicht für ein einzelnes befonderes Kind, 
fondern für die ganze Menfchheit an dem betrachteten Drte und zu der | 
betrachteten Zeit beflimmt wird, Wir wollen uns alfo ein ‚ebengebores | 
ned Kind von einer gewiffen phyſiſchen Gonftitution denken, für wels 
ches die MWahrfcheinlichkeit, genau eine Zeit =z zu leben, =Z'dz ! 
ift, ein zweites Kind, für welches die Wahrfcheinlichkeit, daſſ es ver= 
möge feiner phyſiſchen Gonftitution daſſelbe Alter erreicht, = Z' dz iſt, 
u. ſ. f., und außerdem feien L, &",... die Wahricheinlichkeiten die— | 
fer verfchiedenen Conftitutionen; fo ift die Function Z wegen diefer 
Urfachen die Summe ZZ"... auf alle möglichen Confti= 
tutionen erſtreckt, und wenn ihre Anzahl unendlich groß iftz fo ver ) 
wandelt ſich Z in ein beftimmtes Integral, welches einen unbefann= | 
ten, aber beftimmten Werth hat. In dem Lande, wo die Menfchen | 
am ftärkften geboren werden, oder die befie Conftitution haben, hat ' 
dieſes Integral ohne Zweifel den größten Werth; er Fann in jedem 
Lande für beide Gefchlechter nicht derfelbe fein, und ohne Zweifel find _, 
auc die Werthe von Z’, 2%, 2, ... überdies von den möglichen | 
Krankheiten und dem Wohlftande der Ginwohner abhängig. Die ; 
Function Z, und folglich auch das Integral von Zsdz ift für | 
zwei von ‚einander entfernte Zeitpunkte verfchieden, wenn innerhalb | 
des zwifchen ihnen liegenden Zeitraumes irgend eine Krankheit vers | 
fhwunden ift, oder fih der Wohlftand des Volkes durch den Fort: | 


ſchritt der Cultur vergrößert hat. Man kann, wenn man will, 0 und 
O für die Grenzen Z und “ diefes Imtegrales nehmen, indem man 


Z als eine Function betrachtet, welche verfchwindet, wenn z einen ges | 


willen Werth, welcher fowohl als die Function Z unbekannt ift, uͤber— 


fchreitet. Alsdann find die Beobachteten Werthe von 4 die Alter, in ' 
welchen eing, fehr große Anzahl u in demfelben Lande und zu derfelben 
Zeit geborener Individuen geftorben find, und wenn man die Summe \ 
dieſer Alter mit s- bezeichnet, 1 hat man fehr nahe und höchft wahr: 


Ki 


$ n 
— Zzdz, 


und. folglich bleibt diefes Verhältniff — oder die oe mittlere, | 


Lebensdauer für jedes Land conflant, fo lange Feine der befannten oder 
unbefannten Urfachen C,, Cꝛ, Ca, ... eine merklihe Veränderung erfährt. 
Für Sranfreich Mr man für die mittlere Lebensdauer 29 Sahr 
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‚an; allein biefe Beftimmung gründet fic auf Beobachtungen, welche vor 

er Einimpfung der Blattern angeftellt und fehr alt find; fie muff gegen- 
waͤrtig merklich laͤnger ſein, und es waͤre zu wuͤnſchen, daſſ man fie für 
das männliche und weibliche Gefchlecht, für verfchiedene Zuftände und ver- 
ſchiedene Theile des Königreiches von neuem befonders beflimmte. Man 
betrachtet auch Die mittlere Lebensdauer von einem gegebenen Alter an 
gerechnet, und Ss iſt alsdann die Anzahl der Sahre, um welche eine fehr 
große Anzahl #4 von Individuen diefes Alter überlebt haben. Das Ver- 


F — 
haͤltniſſ = ift alsdann die mittlere Lebensdauer für diefes Alter , wo: 


mit fie fich Andert, und für daffelbe After conftant bleibt. Man nimmt 
an, daſſ fie zwifchen den Altern von 4 und 5 Sahren ihr Marimum 
erreicht und alsdann auf 43 Jahr fteigt. Die S terblichkeitstafeln 
haben einen andern Zweck und geben von einer ſehr großen Anzahl in 

emſelben Lande und zu derſelben Zeit geborener Individuen die Anzahlen 


derer an, welche nach Verlauf von 1, 2, 3,... Sahren noch Ieben. 
Wenn man mit m die Anzahl der Lebenden von einem gegebenen AL- 


ter bezeichnet, fo ift das Verhaͤltniſſ = vermöge der erften Gleichung 


in $. 54. faft unveränderlich, wenigftend wenn diefes Alter Fein fehr 
hohes und m Feine fehr Kleine Zahl if. Gegen das Alter von 160 ° 
Jahren 5. B. beſteht dieſe Unveränderlichkeit darin, daſſ das Verhaͤlt 


niſſ — immer ein fehr Eleiner Bruch ift. 
r# 


Wenn man in dem Integrale: 


an 
L Zzdz 
Buchs . 


die Veränderliche z, ftatt nach unendlich Kleinen Sntervallen, nach fehr 
kleinen Intervallen wachen läfft, und nimmt jedes derfelben, um bie 
(Begriffe zu firiren, zur Zeiteinheit, bezeichnet mit h,, h, ’ Ri; PR, 
die Werthe von z und dur Z,, H,, H,,... die correfpondiren- 
‚den Werthe von Z5 fo ift die Summe der Producte A,a,, Aya,, 
Agaz,... bekanntlich der Näherungswerth diefes Integraled, Be— 
zeichnet man die mittlere. Lebensdauer, von der Geburt angerechnet, 
mit o, fo hat man folglich auch: 

* e=H,h,tHsh, Hghe +... 


Da nun Hm bier die Wahrfcheinlichkeit ausdrückt, in einem Alter 
1% zu fterben, fo folgt, daſſ man hinfichtlich der Dauer des menfchli- 
chen Lebens die mittlere Lebensdauer # als Die mathematifche Hoffnung 
Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr, 2c, 9 
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(8..23.) eines eben geborenen Kindes, deſſen phyſiſche Gonftitution 
ung unbekannt ift, betrachten Tann; aber nach den Sterbticheitstafetnd 
fterben von einer fehr großen Anzahl von Kindern mehr, als die Haͤlfte, 
ehe fie dieſes Alter # erreicht haben. 
$. 62. US ein lebte Beifpiel wollen wir annehmen, daſſ man 
für einen gegebenen Drt und für einen ebenfalld gegebenen Tag des. 
Sahres den Unterfchied zwifchen der größten und kleinſten Höhe der 
Gewäfler des Meeres, welche vermöge der gleichzeitigen Wirkungen der 
Sonne und des Mondes ftattfinden würde, berechnet habe, und für 
die Größe A wollen wir die Differenz zwifchen diefem berechneten 
Ueberfchuffe und dem an demfelben Orte und zu derfelben Zeit jedes 
Sahres beobachteten nehmen. Die Werthe von 4 ändern fi) von” 
einem Sahre zum andern wegen der Winde, welche an diefem Orte 
und zu diefer Zeit wehen Fünnen, und die Wahrfcheinlichkeiten diefer 
verfchiedenen Werthe beftimmen. Wenn man num alle möglichen Rich⸗ 
tungen und Sntenfitäten diefer Winde in Betracht zieht, fo wie ihre * 
refp. Wahrfcheinlichfeiten und die Diefen Urfachen entfprechenden Wahr: 
— ——— eines beliebigen Werthes z von A; fo bat das Integral” 


fi Zzdz einen unbekannten, aber beftimmten Werth, "welcher conſtant 
bleibt, ſo lange das — jedes moͤglichen Windes | 
fich nicht Ändert. Das Verhaͤltniſſ — ift folglicy auch faft unveraͤn— 


derlich, wenn s die Summe der währe einer langen Reihe von Jah— 
ren beobachteten Werthe von 4 ift. f 


A priori wiffen wir nicht, ob das Verhältniff — — Null oder ein 


Bruch ift, welchen man unberüdfichtigt laffen Fann, d. 5. ob, der Ein 
fluff der Winde auf die allgemeinen Gefege der Ebbe und Fluth une 
merklich ift. Nur die Erfahrung kann und den Werth diefes Verhaͤlt— 
niffes Eennen lehren und zeigen, ob es fich für die verfchiedenen Zeit: 
punkte des Sahres und für die verfchiedenen Beobachtungsörter an den 
Küften, in den Häfen und auf offenem Meere Andert. Um den Ein 
fluff diefes oder jenes Windes befonderd kennen zu lernen, müffte man 
nur. die unter diefem Kinfluffe beobachteten Werthe von 6 anwenden, 
und um nicht eine fehr große Anzahl von Jahren Beobachtungen ans 
ftellen zu müffen, fo fünnten diefe Werthe mehrern auf einander fol⸗ 
genden Tagen entſprechen, waͤhrend welcher ſich die Richtung des Windes 
wenig geändert hat. Es befchäftigen fich gegenwärtig mehrere —— 
mit dieſer Unterſuchung, wozu eine weitlaͤufige Arbeit erfordert wird, 

und es Fanıı nicht fehlen, daſſ fie zu intereffanten Nefultaten führen — 
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8. 63. Da wir die Auseinanderſetzung der Kegeln der Wahrfchein- 

> Hichfeitsrechnung und der allgemeinen Folgerungen daraus in dDiefem und 

dem vorhergehenden Kapitel nun vollftändig mitgetheilt Haben, fo kom— 

men: wir wieder auf den Begriff der Urfache und Wirkung, wel 
her in $. 27. blos kurz angedeutet iſt, zuruͤck. 


Die Urfahe C einer Erſcheinung oder eines Greigniffes Z ift, 
wie in dem angeführten $. bemerft worden, dasjenige, welches die 
Fähigkeit oder dag Vermoͤgen befißt, die Erfcheinung oder das 
Ereigniff Enothwendig hervorzubringen, von welcher Befthaffenheit 
uͤbrigens die Natur diefer Kraft und die Art ihrer Wirkung auch fein mag. 
So ift z. B. die Anziehung der Erde ein gewiſſes Etwas, welches die 
Faͤhigkeit oder Kraft beſitzt, zu bewirken, daff alle Körper, welche nicht 
unterſtuͤtzt find, auf die Oberfläche der Erde fallen, und eben fo liegt 
in unferm Willen eine Kraft, welche vermittelft der Muskeln und Ner- 
ven einen Theil der Bewegungen hevvorbringen kann, die man des— 
wegen freiwillige oder willfürliche Bewegungen nennt. Zuweilen hat 
das Greignifj oder die Erfcheinung FE in der Natur nur eine einzige 
Urſache O, wodurch es hervorgebracht wird, fo daſſ die Beobachtung 
von Z immer das Stattfinden von CO vorausfeßt, und in andern 
Fallen kann diefe Erſcheinung mehrern verfchiedenen Urfachen zugefchrie= 
ben werden, welche entweder vereint wirken, oder ſich gegenfeitig aus: 
schließen, jo daſſ eine derfelben das Ereigniff oder die Ericheinung E 
bat hervorbringen müffen. Ä 


Diefes find hinfichtlich des Prinzipes der Gaufalität die einfachften 
& — 
Vorſtellungen, und wovon wir glauben, daſſ ſie allgemein angenom— 
men werden. Jedoch hat der beruͤhmte engliſche Hiſtoriker uͤber dieſen 
Punkt der Metaphyſik eine andere Meinung ausgeſprochen, welche näher 
unterſucht zu werden verdient und durch die Wahrfcheinlichkeitsrechnung 
in das hellſte Licht gefeht werden Fann. 


Nah Hume follen wir nämlid) von der Caufalität feine 
andere DVorftellung als die des Zufammentreffend oder unmittelbaren 
Aufeinanderfolgens der Urfahe und Wirkung, aber nicht eines 
nothwendigen Zufammenhanges zwifchen beiden haben, und 
dieſes Zuſammentreffen oder Aufeinanderfolgen ſoll fuͤr uns nur eine 
ſtarke Praͤſumtion ſein, welche daraus entſpringt, daſſ wir dieſes Zu— 
ſammentreffen oder Aufeinanderfolgen ſehr viele Male beobachtet haben, 
und wenn wir es nur eine geringe Anzahl von Malen beobachtet hät- 
ten; fo nahmen wir an, daſſ es in Zukunft nicht mehr ftattfinden 
würde. Andere haben diefelbe Meinung getheilt und fie auf die Re— 
geln der Wahrfcheinlichkeit künftiger Creigniffe nach der Beobachtung 
/ 9* 
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vergangener Ereigniffe geftüßt. Allein Hum e geht weiter und nimmt, 
ohne von diefen Mahrfcheinlichkeitsgefegen zu reden, an, daſſ die Ge. 
wohnheit,. die Wirkung auf die Urfache folgen zu fehen, in unierm 
Geiſte eine Art von Speenaffociation hervorbringt, welche bewirkt, daſſ 
wir glauben, daſſ die Wirkung ſogleich ſtattfinden wird, wenn vie 
Urfache da ift, was in der That für. die meiften Menſchen, welche das 
Prinzip ihres Glaubens und feinen Grad. der Wahrfcheinlichkeit nicht 
unterfuchen, der Fall ift. Für folche Perſonen muſſ diefe Ideenaſſocia— 
tion mit der verglichen werden, welche im unferm Geifte zwiichen dem 
Namen eines Dinges und dem Dinge felbft ftattfindet und fo befchaf: 
fen ift, daſſ und der Name unabhängig von unferer Ueberlegung und 
unferm Willen an das Ding erinnert. 


Eines der Beifpiele, welches Hume zur Erklärung feiner Meis 
nung anführt, ift der Stoß eines in Bewegung befindlichen Körpers 
gegen einen freien ruhenden Körper und die Bewegung des letztern 
nach ſeinem Zuſammentreffen mit dem erſtern. Dieſes Zugleichſtattfin— 
den des Stoßens und der Bewegung des geftoßenen Körpers iſt in” 
der That ein Ereigniff, welches wir eine große Anzahl: von Ma— 
len beobachtet haben, ohne dafj ſich das entgegengefehte Ereigniſſ je— 
mals gezeigt hätte, welches, abgefehen von jeder andern Betrachtung, 
ſchon hinreicht, mit vielem Grunde oder mit einer fehr großen Wahrfcheinz” 
(tchfeit annehmen zu koͤnnen, daſſ das in Rede flehende Zugleichftattfinz” 
den der beiden erwähnten Erſcheinungen auch in Zukunft der Fall 
fein wird. Daſſelbe gilt von allen Zufammenftattfinden der Urſachen 
und Wirfungen, welche wir täglid) und ohne Ausnahme. beobachtenz” 
ihre Wahrfcheinlichfeit wird fo zu fagen Durch dieſe fortwährende Erz 
fahrung erhalten und der Berftand oder die Rechnung gibt uns in. 
Uebereinſtimmung mit der Erfahrung eine große Sicherheit, daſſ die 
Wirkungen immer auf ihre Urſachen folgen. Aber bei einem Ereig⸗ 
niſſe, welches wir nur eine ſehr geringe Anzahl von Malen auf die 
Urfache, der wir es zufchreiben, haben folgen fehen, würde nad) den. 
fruͤhern Negeln für das Fünftige Zufammentreffen oder Aufeinanderfole 
gen diefer Urfache und Wirkung eben feine fehr große Wahrfcheinliche 
feit vorhanden fein. Aber deffenungeachtet gefchieht es oft, daſſ ik 
die Wiederholung dieſes Ereigniffes nicht bezweifeln, wenn bie "0 
deffelben von neuem ftattfindet. 


Diefe Zuverlaͤſſigkeit ſetzt aber eben voraus, daſſ unſer Geiſt ber. 
Urſache irgend eine Kraft oder Fähigkeit zuſchreibt, ihre Wirkung herz 
vorzubringen , und daſſ er zwifchen beiden einen nothw endigen Zu⸗ 
ſammenhang annimmt, welcher von der groͤßern oder geringern Anz 


— 
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‚zahl ihres beobachteten Zufammentreffend oder — ee unab: 
haͤngig iſt. 
we B. Oerſted die Entdeckung machte, daſſ, wenn man die 
beiden Pole einer Boltafchen Säule mittelſt eines Metalldrahtes in Ver: 
bindung feßt, eine in der Nähe des Boltafchen Schließungskreiſes fret 
aufgehangene Magnetnadel aus ihrer natürlichen Richtung abgelenft 
wurde, war diefer berühmte Phyſiker ohne Zweifel ſchon, nachdem er 
dieſen Verſuch auch mur eine Fleine Anzahl von Daten angeftellt . 
hatte, überzeugt, daſſ diefe Erfcheinung auch in Zukunft immer flatt: 
finden werde. Wenn aber unfer Grund zu der Annahme diefer 
Wiederholung der Erſcheinung einzig und allein auf dem Zufammen: 
treffen eines Voltaſchen Schließungsfreifes und der z. B. zehnmal be: 
obachteten Ablenfung der Magnetnadel ‚beruhte, fo wäre die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ die- Erfheinung auch bei einem neuen Verfuche ftatt: 
finden wird, nur =+J ($. 46.). In einer neuen Reihe von 10 Ber: 
uchen Eönnte man 1% gegen 10 oder ungefähr 1 gegen 1 wetten, 
dafj daffelbe Ereigniff ununterbrochen flattfinden wird und in einer 
längern Neihe kuͤnſtiger Verſuche würde es vernünftiger fein, anzuneb: 
men, daff die Erſcheinung nicht bei allen Verſuchen flattfinden wird, 
Als ein anderes Beiſpiel wollen wir noch die glüdliche Anwen: 
dung anführen, welche Biot neuerlich von der progreffiven Po⸗ 
larifation des Lichtes in einem beſtimmten Sinne, deren Exi— 
ſtenz er feit langer Zeit. fuͤr die homogenen und nicht kryſtalliſirten 
Mittel dargethan hatte, gemacht hat. Wenn man bei einer geringen 
Anzahl ſorgfaͤltig angeſtellter Beobachtungen gefunden hat, daſſ eine 
gegebene Subſtanz den polarifirten Lichtſtrahl gegen die Nechte des 
Beobachters abgelenft hat, und die beobachteten Ablenkungen hinrei⸗ 
chend groß geweſen ſind, damit uͤber den Sinn, in welchem ſie ſtatt— 
gefunden haben, kein Zweifel übrig bleibt; fo ift diefes für uns fchon 
hinreichend, um, wie. bei einer Sache, die Niemand bezweifelt, über: 
zeugt zu ſein, daſſ dieſelbe Subſtanz zufünftig das Licht immer wie: 
der gegen die Nechte abfenfen wird, und befienungeachtet würde fic) 
aus dem. Zufammentreffen dieſer Subſtanz und einer Ablenkung des 
Lite gegen die Rechte, wenn fie | nicht eine fehr große Anzahl von 
Malen a, tft, nur eine geringe Wahrſcheinlichkeit, welche ſogar 
J if, a ‚ dafür ergeben, daſſ in einer gleich großen oder et— 
was größern neuer Berfuche feine Ablenkung des Lichtes gegen 
die Linke flattfinden wird. 
Dieſe und andere Beifpiele, welche ſich leicht anführen laſſen, 
zeigen, wie uns es ſcheint, daſſ das Zutrauen unſeres Geiſtes auf das 
Folgen der — auf ihre Urſachen nicht allein in der mehr— 
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ober weniger Male wiederholten Beobachtung diefer Aufeinanderfolge ſei— 2 


nen Grund haben fann. Wir werden in der That fogleich fehen, daſſ, 


unabhängig von jeder Gewohnheit unferes Geifted, die bloße Möglich 
Feit, daff die Urfache zur nothwendigen Hervorbringung ihrer Wirkung 


geeignet ift, den Grund zur Annahme diefer Wiederkehr bedeutend ver: ° 
mehrt, und ihre Wahrfcheinlichfeit der Gewifiheit fehr nähern kann, 


obgleich der frühern Beobachtungen, nursfehr. wenige find. 


8. 64. Che ein Ereigniff P beobachtet ift, und man weiß, ob 
es in einer ganzen Neihe anzuftellender Verſuche ſtattfinden wird, oder 


nicht, nehmen wir alſo an, daſſ die Exiſtenz einer Urſache GC, weldhe 
es nothwendig hervorbringen kann, nicht unmöglich if. Auch nehmen 
wir an, daſſ vor diefen Verfuchen die Eriftenz einer folchen Urfache | 


eine gewiffe Wahrfcheinlichfeit hatte, welche aus gewiſſen beſondern 
Betrachtungen entſpringt, wodurch ſie mehr oder weniger wahrſchein— 


lich gemacht wurde, und wir wollen dieſe Wahrfcheinlichkeit mit p bez | 


zeichnen. - Ferner wollen wir annehmen, daff die Erfcheinung oder das 
Greigniff P/ bei allen diefen VBerfuchen, deren Anzahl wir mit n bes 
zeichnen wollen, beobachtet fei, aber nach diefer Beobachtung hat fich 
die MWahrfcheinlichkeit der Eriftenz der Urfache C geändert, und es 


fommt darauf an, diefe Wahrfiheinlichfeit, welche wir mit & bezeich: 


nen wollen, zu beftimmen. 


| 


Welche Sorgfalt man auch angewandt haben mag, vch Einfluf 
anderer Urfachen, ald C, welche das Creigniff P bei jedem Verfuhe 


bervorbringen fönnen, wenn die Urjache C nicht eriftirte, zu verminz. 


dern; fo kann man doch annehmen, daſſ diefer Einfluff nicht ganz auf 
Nul reducirt if. Wir wollen alfo annehmen, daſſ es gewiffe be: 


Fannte oder unbekannte Urfahen Di, Par... Dun gebe, welde in’ 


Verbindung mit dem Zufalle ($. 27.) -und wenn die Urfache C nicht 


eriftirt, diefe Erfceheinung haben hervorbringen fünnen, namlich die Urs 


ſache D, in dem erften VBerfuche, die D, in dem zweiten, ... und 
die Urfahe Dun in dem legten. Es fei im Allgemeinen 7, die Wahr: 
fcheinlichfeit der Eriftenz der Urfache Dr, multiplicirt mit der Wahr: 


fcheinlichfeit ded Stattfindens von P, wenn dieſe Urfache gewiſſ wäre, - 


und wir wollen der Kürze wegen 


r7:T9.Tz3.+.7,=0 


feßen; fo drüdte Diefes Product die Mahrfcheinlichkeit de3 Stattfindens 


diefed Ereigniſſes in "allen n Verſuchen aus, welche ſich aus allen Ur: 
fahen By, Ba, Ba, ... ergibt, wenn die Urfache C nicht eriftirte, 
und da 1 —p * Wahrſcheinlichkeit der Nichtexiſtenz der Urſache GC 
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iſt, fo folgt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit des beobachteten Creigniffes, 
welches hier das beftändige Stattfinden von P ift, in der Voraus: 
ſetzung, daff die Urfache C nicht eriftirt, durh (1 —p)E ausgedrüdt 
ird. In der entgegengefeßten Vorausſetzung ift diefe Wahrfcheinlich: 
keit =p, d. 9. fie if nichts anders, als die Wahrſcheinlichkeit der 
win der Urfache C vor der Beobachtung, weil diefe Urfache das 
Ereigniſſ 2 bei allen Berfuchen nothwendig hervorbringen würde. Folg— 
lich wird die Wahrſcheinlichkeit diefer zweiten Hypotheſe nach der Be: 
obachtung oder das Stattfinden der Urfache C durd: 


p 
DIR 
pt+(1-p)e 
und, die ihres Nichtftattfindens durch: 


EDER 
p+(1—p)e 


1-—o = 


ausgedrüdt. 

* Bu diefem Nefultate gelangt man auch, wenn man die n Ber: 
fuche fucceffive in Betracht zieht, ftatt, wie wir es eben gethan haben, fie 
alle zugleich in Betracht zu ziehen. Denn ba die Wahrfcheinlichfeit der 

Eriſtenz der Urſache C nad) der Vorausſetzung vor dem erſten Ver— 
ſuche durch p ausgedrüdt wird, fo wollen wir fie nach dem erften 
und vor. dem zweiten Verſuche mit p', nach dem zweiten und vor 
dem dritten Verſuche mit 2, u. ſ. f. bezeichnen, und alsdann haben 
wir: * * 
ae er REAL LTETDN 0 
P "p-+Aa—pr — p+a—p)r,' 

01 FREE BAAR 
Dr —— 


elc. 


Eliminirt man zuwörberft p‘ und 1 —p’ aus den Werthen von 
p" und 1—p", dann p" und 1 —p" aus den Werthen von Pu 
ud 1—-p', uff, ſo erhält man die: vorhergehenden Ausdrüde 
von o und 1— o für die Wahrfheinlichkeiten der Eriftenz und der 
Nichterifteng der Urſache C nad dem zten Berfuche. 

Nun fei ©’ die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniſſ P in ei: 
ner neuen Reihe von nr’ Verfuchen ununterbrochen ftattfinden wird. Die 
MWahrfcheinlichfeit, daſſ dieſes vermöge der Urfahe C, wenn fie gewiſſ 
wäre, gefhieht, ift die aus ben 7 erften Verſuchen abgeleitete Wahr: 
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fcheinlichfeit © der Eriftenz der Urfache C, was die Zahl.n‘ auch ſänn : 
mag. Menn diefe Urfache nicht eriftirt, fo kann das Statifinven von - 
P auch von andern Urfachen Bir By, Bar ».. Dar herrühren, welche, 
den vorhin mit Bi, By, Bar ». EB Öepeineten ähnlich find. und 
deren Einfluff man nicht ganz befeitigen fan. In Beziehung auf, 
Diefe künftigen Urſachen wollen wir die fruͤhern Groͤßen Te 

ER 0 N — — bezeichnen, ſo daſſ r; in Beziehung 
auf 25 das ift, was r, in Beziehung auf Di. war. Ferner wollen | 
wir 


PaLrı Er — 
1. Fass nass 


jeden fo wird die MWahrfcheinlichfeit des Stattfindens von P bei den | 
n' künftigen VBerfuchen durch (1— o)o‘ ausgedrückt, wenn die Urs 
fahe C nicht eriftirt , und hieraus ergibt fich feige: 


oa =o-+(1—m)g 


ald der vollftändige Ausdrud von @’, oder wenn man für die rd: 
gen © und 1 — 5 ihre frühern Werthe febt: 


_P+AnmMed r "m 

tan, 46461 

Diefe Ausdrüde von & und ©’ zeigen nun, wie die Wahrfchein- 
lichfeit der Eriftenz der Urfache C, welche vor der Beobachtung von P 
fehr gering fein Fonnte, nachdem diefe Gricheinung eine geringe An⸗ 
zahl von Malen beobachtet iſt, ſehr groß hat werden und dem beftän- 
digen Stattfinden diefer Erfcheinuug bei den Fünftigen Verſuchen eine 
der Gewiſſheit fich fehr nähernde Mahrfcheinlichkeit ertheilen koͤnnen. 
Wir wollen 3. B. annehmen, daſſ die Wahrfcheinlichfeit der Urfache 
C aus irgend welchen Gründen, und wenn EN will, wegen eines 
Vorurtheiles unfered Geiftes, a priori nur = Igg'yuu gewefen ift und 
dafj der Einfluff der zufälligen Urfachen, ungeachtet der zu feiner Be: 
feitigung angewandten Vorſichtsmaßregeln, noch bat fo befchaffen fein 
fonnen, daff jede der Größen 7,, Tor rgı +... dem Bruche 15 oder 


einem Fleinern Bruche gleich iſt; fo. hat man, wein das Ereigniff P 
nur 10 mal ununterbrochen beobachtet ift: 


pP= 0,00001, 0<p (0,00001) 
und zu gleicher Zeit: 
1 
> _—— —. 
1—+ (1-7) (0,00001) 
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Folglich ift die Wahrſcheinlichkeit ber rifeng der Urſche C nad) 


der Beobachtung um weniger als —golygy von der Gewiffheit ver: 


fhieden und die Nichteriftenz diefer Urfache wäre weniger wahrfcheinli- 
lich geworden, als ihre Exiſtenz vor der Beobachtung. Die Wahr: 
ſcheinlichkeit 0°, daſſ P in einer Reihe von 7° kuͤnftiger Verſuche be— 
ſtaͤndig flattfinden, wird, wäre alfo auch größer, als die der Eriftenz 
von C, oder Fönnte nicht Fleiner fein, welchen Werth n' auch haben mag. 

$. 65. Bei diefer Anwendung der Wahrfcheinlichkeitsrehnung ift 
„bie Urfahe C auf eine abftracte Meife, d. h. unabhängig von jeder 
hiorie, wodurd die Erfcheinung P auf allgemeinere Gefeße zuruͤckge- 
führt und nach der Urfache, welcher man fie zufchreibt, genau erklärt 
und folglich auch die Wahrfcheinlichfeit der Eriftenz diefer Urfache ver- 
geößert würde, betrachtet. Wir betrachten dieſe Erfcheinung 2 als 


ununterbrochen ftattfindend und es war der Zweck der vorhergehenden 


Rechnung, zu zeigen, daſſ unſere Annahme ſeiner kuͤnftigen Wieder— 
holung, wenn es nur eine kleine Anzahl von Malen beobachtet iſt, 


‚nur auf der Borjtelung beruhen kann, welche wir von einer Urfache 


haben, die eine Erſcheinung diefer Art nothwendig hervorzubringen im: 
Stande if. Die Wahrſcheinlichkeitsrechnung kann übrigens weder leh— 


ren, welches dieſe wirkſame Urſache iſt, noch beſtimmen, welche unter 


ben verſchiedenen Urſachen, die das Ereigniſſ nothwendig hervorbringen 


koͤnnen, wenn es deren mehrere gibt, welchen man es zuſchreiben koͤnnte, 
die wahrſcheinlichſte iſt. 


Wenn das Ereigniſſ P in einem oder mehrern Verſuchen nicht 
ſtattfindet und man dennoch gewiff ift, daſſ die Urſache C, welche es 
nothwendig hervorzubringen vermag, wenn fie gewiff wäre, in allen 
dieſen Verſuchen hätte wirfen muͤſſen; io ift Elar, daff weder dicke, 
noc) irgend eine Urfache derfelben Art eriftirt. Aber außer den Urfa= 
chen dieſer Art gibt es noch andere, welche bei allen Berfuchen wirken 
und dem Stattfinden eines Ereigniffes P nur eine gewiffe Wahrfchein: 


lichkeit ertheilen Fönnen, indem fie fih mit dem Zufalle, oder mit ver- 


anderlichen Urfachen, welche bald wirken und bald nicht, verbinden 
($. 27). Diefe veränderlichen und unregelmäßigen Urfachen, welche 


‚man durchaus nicht mit dem Zufalle verwechfeln muff, koͤnnen auf die 


mittlere Wahrfcheinlichfeit des Stattfindend des Ereigniffes P in ei: 
ner langen Berfuchsreihe und folglih auf den Duotienten aus der 
Zahl, welche angibt, wie vielmal das Ereigniſſ P flattgefunden hat 
oder ftattfinden wird, und der Gefammtanzahl der Verfuhe, Einfluff 
haben. Aber wenn man daflr Sorge getragen hat, den Einfluff die: 
fer zufälligen Urfachen fo viel ald möglich zu vermindern, fo dafj man 
denfelben faft als Null betrachten fann, und wenn dad Ereigniff 2 


in einer fehr großen Anzahl u von Berfuchen zım mal beobachtet iſt; 
fo ift eine fehr große WahrfcheinlichFeit vorhanden, daff eine dem Statt: 
finden dieſes Ereigniffes günftige oder entgegengefegte permanente Ur: 
fache eriftirt, jenachdem 2 merflich größer oder Fleiner als die Hälfte 
von u ift. 

Betrachtet man 3. B. den Fall, wo ein Körper mit. zwei Flä " 
chen eine fehr große Anzahl von Malen in die Luft geworfen wird, 
fo kann das Vorhandenfein einer dem Zreffen einer beftimmten Fläche 
günftigen oder ungünftigen Urfache als hoͤchſt wahrfcheinlich betrachtet 
werden, wenn die beiden Sahlen , welche angeben, wie vielmal jede T 
der beiden Flächen getroffen ift, wie in dem weiter oben ($. 50.) ange: - 
führten Büffonfhen Verſuche, merklich von einander verfchieden find, 
Die Wahricheinlichfeitörechnung Fann und nur die Nothwendigfeit dies 
fer Urfache, aber nicht ihre Natur Fennen lehren, fondern die Geſetze 
der Mechanik find es, welche uns zeigen, daſſ fie in dem größern 
Gewichte eines der Theile des in die Luft geworfenen Körpers befles 
ben mufj, ohne daſſ fie uns jedoch wegen der Zufammengefeßtheit des ig 
Problemes die Wirkungen einer folchen Urſache und die Wahrfcheintich- 
keit, welche daraus für das Zreffen jeder der beiden Flächen ent: 
fpringt, und nur durdy die Erfahrung D werden kann, beftim: 
men lehrten. 2 

Durch ein folches Verfahren Eönnte man, wie bereits Laplace : 
in Borfchlag gebracht hat,*) die Eriftenz oder Nichteriftenz gewiffer 
geheimer Urfachen, welche a priori nicht abfolut unmöglich, und 
auch nicht vermögend find, die Erfcheinungen, worauf fie ſich beziehen, 
nothwendig hervorzubringen, nachweiſen. Zu dem Zwecke waͤren lange 
Reihen von Verſuchen erforderlih, indem man den Einfluff der zu: 
fälligen Urfachen fo viel als möglich befeitigte, und die Anzahl. der 
Fälle, in welchen das Ereigniff beobachtet ift, fo wie die Anzahl der 
Fälle, worin es nicht ſtattgehabt hat, genau in Rechnung braͤchte. 
Wenn alsdann das Verhaͤltniſſ der erſten dieſer beiden Zahlen zur 
zweiten die Einheit merklich uͤberſtiege, fo wäre die Exiſtenz irgend ei⸗ 
ner Urfache und die Wahrfcheinlichkeit, welche daraus für das Statt: ' 
finden diefer Erſcheinung entſpringt, hoͤchſt wahrſcheinlich. J 

Wenn zwei Spieler A und D eine ſehr große Anzahl u von Par: 
tien mit einander gefpielt haben, wovon der Spieler A, m Partien 


‚gewonnen hat, und dad Verhaͤltniſſ = überfteigt 4 um einen nicht 
. > u EN 


ſehr Fleinen Bruch, fo kann die Eriftenz einer dem Spieler A günfti- | 


*) Essai philosophique sur les probabililes, page 133. 
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R 

gen Urfache faft als gewiff angenommen werden. Wenn feiner der 
beiden Spieler dem andern einen Vortheil geftattet hat, fo ift diefe Ur— 
ſache die nes, ka des Spielers A über den Spieler B, wofür 


J Verhaͤltniſſ — ſo zu ſagen das Maß ausdruͤckt. Bei einem Kar⸗ 


enſpiele, z. B. bei dem Piquetipiele, Tann das Nefultat jeder Partie 
nur von der ungleichen Fertigkeit der beiden Spieler und von der Ver: 
ictung, der Karten unter fie abhängen. Wenn Feiner von beiden be- 

ügt, fo ift diefe Vertheilung die Wirkung des Zufalles und fie Fann 
auf das Verhältniff der Anzahlen der von den beiden Spielern gewon: 
nenen Partien Einfluff haben, wenn diefe Zahlen wenig beträchtlich 
Bin. Diefes kann man das Glüd oder Unglüd nennen, wofern 

man dieſe Ausdrüde nicht auf den einen oder andern Spieler felbft bezieht. 

Sn es wide ungereimt fein, wenn man zwifchen diefen Spielern und 
den ihnen durch den bloßen Zufall ertheilten Karten irgend eine Beziehung 
annehmen wollte, weil die bei jedem Wurfe dem einen Spieler zuge: 
fallenen Karten hätten ebenfowohl dem andern zu Theil werden koͤnnen. 
Aber in einer hinreichend langen Reihe von Partien kann nur noch die 
wnsteithe Fertigkeit der- Spieler auf die Wahrfcheinlichfeiten des Spieles 
Eintuf haben, fo daff mit der Länge der Zeit die geübteften Spieler 
auch das meiſte Gluͤck haben, und umgekehrt. Wenn A und B von 
neuem eine fehr große Anzahl u’ von Partien fpielen, fo iſt eine große 
Wohrſcheinlichkeit vorhanden, daſſ die Anohl der Partien, welche A 


gewinnt, jehr wenig von dem Producte u’. verſchieden iſt, und wenn 


ſich dieſes nicht beſtaͤtigte, ſo muͤſſte man annehmen, daſſ waͤhrend der 
Beiden” Reihen von Partien die Ueberlegenheit von A über B zu= oder 
‚abgenommen hätte, | 


| 
| 


— 


Dir Use ie Kapitel. 
Berechnung der Wahrſcheinlichkeiten, welche von {ehr 
+ großen Zahlen abhängen. 


$. 66. Wenn man das Verhaͤltniſſ ſehr hoher Potenzen zwei ge— 
| gebener Zahlen berechnen will, fo kann diefes immer leicht mit Hülfe 
der logarithmifchen Zafeln- gefcehehen, indem man nöthigenfals Loga— 
rithmen mit mehr Decimalen als gewöhnlich anwendet. Wenn @ und d 
dieſe beiden Zahlen, und zn und n ihre Exponenten find, fo hat man: 


140 


a 


log m== m log a—n.logb, 


Die Producte m. loga, n.logb und ihr Unterfchied werben 
leicht erhalten, und da dieſer Unterfchied der Logaritymus des geſuch⸗ 
ten Verhaͤltniſſes iſt; ſo findet man dieſes Verhaͤltniſſ ſelbſt —— 
in den Tafeln. Allein dieſes iſt nicht mehr der Fall, wenn es darauf 
ankommt, dad Werhältniff zweier Producte zu beftimmen, wovon jedes 
aus einer fehr großen Anzahl, ungleicher Factoren befteht, wie z.B. 
das Berhältniff: 

a 4,+.Qysly +. 


birbgrbge..bn i 


Denn wenn die beiden Zahlen m und n fehr groß find, fo wird 
die Addition der Logarithpmen von @,, Agı Ey, ... und der von” 
bir ba, ba, .. . ſehr befchwerlih. Alsdann muff man fich der Nähe | 
rungsmethoden bedienen, welhe Stirling zuerft angewandt hat, und | 
welche die fehr merkwürdige Eigenfchaft haben, daſſ fie in die Nähe 
rungswerthe der betrachteten Berhältniffe das Verhaͤltniſſ des Kreisum: 
fanges zum Durchmeffer und andere transcendente Größen einführen, 
obgleich ihre genauen Werthe ganze Zahlen, oder Brüche find, deren. 
Zähler und Nenner ganze Zahlen find. J 

Dieſe Verhaͤltniſſe der Producte aus einer ſehr großen Anzahl von 
Factoren und die Summen ſehr großer Anzahlen ſolcher Verhaͤltniſſe, kom— 
men in den meiſten der wichtigſten Anwendungen der Wahrſcheinlichkeitsrech— 
nung vor, und die in den beiden vorhergehenden Kapiteln aufgeſtellten Re— 
geln, obgleich ſie an ſich vollſtaͤndig ſind, bleiben ohne Huͤlfe von For⸗ 
meln, vermittelſt welcher man ihre Zahlenwerthe mit einer hinreichenden 
Annäherung berechnen kann, faſt ganz nutzlos und unbrauchbar, weswe— 
gen wir uns nun mit der Ableitung dieſer N befchäftigen wollen. 

$. 67. Wir wollen zuerfi das Product 1.2.3... der n erſten 
natürlichen Zahlen betrachten. | 

Der Buchftabe e foll jebt und in dem ganzen gegenwärtigen Kapitel 
zur Bezeichnung der Baſis der Neperfchen Logarithmen angewandt wer— 
den. Durch das Berfahren der theilweifen Integration findet man: 


2 een x 
u — ORST SU, (1) 
— 


Der Coefficient ex" von dx unter dem Integralzeichen ver: 
fhwindet für 2=0 ud 2 =, zwifchen dieſen beiden Grenzen wird 
er niemald unendlich und er geht nur durd) ein einziges Marimum, 
welches man beftimmt, wenn man fein Differenzial =0 ſetzt. Be 
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zeichnet man feinen größten Werth mit Z/ und den zugehörigen Werth 


von. a mit A, fo hat man; 


h=x, H— c—h hr, 
Demnach kann man feßen: 


e@an—H e-t", 


wo Z eine neue Veränderliche bezeichnet, welche man von = — on . 
bis 20 wachfen lafft, und wovon die befondern Werte = — wo, 


AHZz0, Zn reſp. 20, ah, 2=W entiprechen. Betrachten 


wir = als eine Function von Z, fo haben wir: 
nn nn —t?d 
f, BR dazu R —— 


log e—" ar — log H—12, 


Auch ift: 


und wenn man 


z—h+x' 
feßt und nad den Potenzen von x’ — ſo ergibt ſich: 
d? ‚log H 3 log H 
2 1 x’? 48 — 
* — Sen 4,7 ana. + ete.=0, 


indem man bemerkt, vaff‘ das erfte Differenzial von IH —0 und 
nad der Differenziation = n gefeßt if. Der Werth von x’, welcher 
ſich aus dieſer Gleihung ableiten tafft, kann durch eine Reihe von fol- 
gender Form ausgedruͤckt werden: 


z—=hli+h"12 his L,,, 
wo die Goefficienten h’, A", A", ... von Z unabhängig find und durch 


einander beflimmt werden, wenn man diefen Werth in diefe Gleichung 
jubftituirt und dann die Summe der Goefficienten jeder Potenz von 2 


in dem erften wi —0 fest. Auf diefe Weife erhält man: 


2 ,logH 
a Et 


d3 ‚log H | @) 
/ 


— 3 ih or 
———h"+1 Er h'?=0 


wi 
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Wenn z eine ganze und poſitive Zahl bezeichnet, jo hat man: 


2 —t? — 
e div, 
—— 


= —t2 27 148, + (2i—1 [6 6) Rt ä 
fi — ts. ein) a, 
— 0 2 


2 nn 
= 


und befanntlich ift auch: 
es) — — a 
TER e 7— Va 


wo a immer das Verhaͤltniſſ des Kreisumfanges zum Durchmeſſer bez 
zeichnet. Wegen: | 
dx 


d«' * 
—— 46 u „1 42 
77* 2MIABRVIA Pelc. 


haben wir alſo: 


— n, 
* ——— 9— dz— 


— nm 422 Bi ze 1.5,5,7 KL etc), 


und wir. brauchen folglih nur die Goefficienten A’, h", hF,... von 
ungeradem Range zu beflimmen. Vermittelſt der Gleihungen (2) ers 
gibt fich aber: # 


kV an, — wre 


ta Er 7, 
18n ’ 1080n? ’ 


und folglich erhält man endlich, wenn man die Gleichung (1) und bem 
Werth von H beruͤckſichtigt: 


> 
ae) Om 
$. 68. Die zwifchen den Parentheſen ſtehende Reihe iſt in ihren 
erſten Gliedern deſto convergenter, je größer die Zahl n if. Sie ge | 
hört jedoch zu der Gattung von Neihen, welche zuleßt divergent wers 
den, wenn man fie hinreichend weit entwidelt.. Aber wenn man dieſe 
Keihe auf ihren convergirenden heil veducirt, fo Fann man fich der | 
Formel (3) immer zur Berechnung eines Näherungswerthed des Proz. 
ductes der rerften natürlichen Zahlen bedienen, und es ift fogar nicht 


12. S.n=menV Een 
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einmal nöthig, dafj n eine fehr große Zahl ift, wenn die Annäherung 
fehr groß fein fol. Nimmt man 5. B. n=10, fo gibt die auf ihre 
drei erften- Glieder reducirte Formel den Werth 3628800 wenigftens 
bis auf eine Einheit genau, und diefe ganze Zahl ift auch genau der 
Werth des Produckes der zehn erften natürlichen Zahlen, 

| Wenn man 2n ftatt n in die Formel (3) fubftituirt, fo fommt: 


24n 1152n? 


a. nt | 
1.2.3...(2n—1)2n—2(2n)?re—2ny an + + — tete): 
Es iſt aber identiſch: 
91.2.3... —1).2n—=9%.1.2,3...n.1.3.5...@n—1), 
und folglich: 
1.2.3...n.1.3.5...@Q2n—1)= 


— 1 
ZUR TEN O2 Van (1 en etc.), 
2470 


und wenn man dieſe Gleichung durch die Gleichung (3) dividirt, ſo 
ergibt ſich: 


u, | — 1 1 

3.5... 2r—1)=(2npnenV2 (1 — — 7ER) 
fo dafj .der Neihenausdrud des Productes der ungeraden Zahlen die 
Größe Vr, welche in dem Ausdrucke des Productes der geraden und 
ungeraden Zahlen vorfommt, nicht mehr enthält. | 
Wenn man in biefer Gleichung und in der Gleichung (3) n—=1 
‚fest, fo ergibt fich daraus: 


| 
| 


en 1 1 
PET — —— —-_lc. 
21%, | 24 F an 4 
7=-ı+t4l tee 
Va: 12 | 288 


| “ 
| Durch directe Nechnung erhält man: 
® e | 


e 
— — 0,96105 ..., Wert 1,08444 ..., 


und wenn diefe Reihen auf ihre drei erften Glieder repucirt werden, fo 
geben fie refp. 0,95920 und 1,08680, was fehr wenig von den 'ge: 
Nauen Werthen verfchieden if. Diefe Bahlenbeifpiele nebft dem vor- 
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hergehenden zeigen, welchen Grad von Annäherung‘ man vermittelft dies 

fer Formeln, wovon wir in dieſem Kapitel beſtaͤndig Gebrauch machen 

werden, erreichen kann. 

Multiplicirt man die beiden Theile der Gleichung (3) mit 2”, 

erhebt fie dan zum Quadrate und dividirt fie hierauf duch 2735 fo 
fommt: 


2.2.4.4. 6.6...2n—2.2n—2,2n 
= a(an)?ne-2n(1-+ — Sl, etc.) : 
12 


288 n? 
Erhebt man die beiden Theile der Gleichung (4) zum Evräbrate | 
und lajjt in dem erſten einen der Einheit gleichen Factor hinweg, fo 
hat man auch): 


1.3.3.5.5...2n—1.2n—1 
=2 (ann an(I+ + 1 ng, * 


n — 

Hiernach beſteht alſo der erſte Theil jeder dieſer beiden Gleichun— 
gen aus 2n—1 Factoren, und wenn man die correſpondirenden 
Theile diefer Gleichungen in einander dividirt, fo ergibt ſich dad Re— 
fultat: | 


der 4, 4, 6..,2n—2, 2n—2. 2n 
4a(1- —+e — SLR LEIET 


welches für — mit der befannten Wallisfchen Formel: 


1 232.4,450560: 5,% 
NZ — 
z ER 


übereinftimmt. 


Die Methode, welche wir eben angewandt haben, die Integrale 
in Reihen zu verwandeln, deren erfte Glieder convergiren, und welche 
zur Berechnung der Näherungswerthe diefer Integrale dienen Eünnen, 
wenn die unter dem Integrationszeichen ftehenden Größen fehr große 
Erponenten haben, verdankt die Analyfis La place. In der Folge 
werden wir eine andere Anwendung derjelben Fennen lernen. 


$. 69. Nun feien Z und F zwei entgegengefeste Ereigniffe von 
einer beliebigen Slatur und wovon bei jedem Verfuche eins flattfindet. 
Shre Wahricheinlichkeiten, welche wir als conftant annehmen, wollen 
wir mit p und 9 bezeichnen und die Wahrfcheinlichfeit, daſſ Z bei 
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u Berfuhen mmal und Z, zumal fittfindet, U nennen; fo haben wir 
($. 14.): | 


1,808, 8 Nana (8) 
wo: 
mt nzu md p+gy=1 
fein muſſ. Wenn nun u, m, n fehr große Zahlen find, jo muff man 
fih zur Berechnung des Zahlenwerthes von-U der Formel (3) bedienen. 
Nehmen wir an, daſſ jede diefer drei Zahlen hinreichend groß ift, um 


die erwähnte Formel auf ihr erftes Glied reduciren zu Fünnen, fo ba- 
ben wir: | 


1.2.3..u=wV 2 TU, 
1.2.3...m—m"V am, 


Day Ana Van, 


und folglich für den Näherungswerth von U: 


ip Mm n 
— ) — 
(® n Zamn (6) 

Es ift leicht einzufehen, daſſ das wahrfcheinlichfte zufammengefeßte 
Greigniff, oder das, für welches dieſer Werth von U am größten ift, 
dem Falle entfpricht, wo ſich das Werhältniff der Zahlen m und n 
dem Berhältniffe der beiden Wahrfcheinlichfeiten p und g am meiften 
nähert. Denn wenn man im Gegentheil m und rn als gegebene Zah- 
len und p und g al veränderlihe Größen betrachtet, deren Summe 
die Einheit ift, aber welche von Null bis zu der Einheit ftetig zuneh— 
men können; fo findet man nach dem gewöhnlichen Verfahren, daſſ 
das Marimum von , — und— entſpricht. Aber wegen der 
großen Anzahl anderer zuſammengeſetzter, weniger wahrſcheinlicher Er— 
eigniffe, als das in Rede ſtehende, iſt die Wahrſcheinlichkeit deſſelben 
dennoch ſehr gering und nimmt um ſo mehr ab, je mehr die als ſehr 
groß vorausgeſetzte Zahl mu der Verſuche noch fernerweit zunimmt, 
Wenn z. B. p=g9=3 und u eine gerade Zahl ift, fo entfpricht das 

* — 

wahrſcheinlichſte zuſammengeſetzte Ereigniſſ mæanc und feine Mabr- 
ſcheinlichkeit U hat nach der Formel (6) den Werth: 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. 2c. 10 
* 
| 
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welcher, wie man fieht, im umgekehrten Werhältniffe der Quadrat⸗ 
wurzel aus der Zahl w abnimmt, Nimmt man «100, fo bat man: 


U=0,07979, 1 — U 0,92021, 


fo dafj man etwas mehr, als 92 gegen 8 wetten Fann, daſſ bei 100 
Berfuchen die beiden gleichwahrfcheinlichen, entgegengefeßten Ereigniffe 2 
und F’ nicht diefeldbe Anzahl von Malen flattfinden. Wenn man das, 
zweite Glied der Formel (3) beibehalten ‚hätte, fo würde dieſer letzte Aus— 


” . 1 D .,. e — 
drud von U mit 1 — A multiplicirt, wodurh U für u—=100-um 
J 
IA feines Werthes vermindert wuͤrde. 


$. 70. Das zuſammengeſetzte Ereigniſſ, für welches ſich das Ver— 
haͤltniſſ der Zahlen m und n dem Verhaͤltniſſe der Bruͤche p und g 
am meiften nähert, ift nicht blos immer das wahrfcheinlichfte, ſondern 
die Wahrfcheinlichfeiten der übrigen zufammengefesten Ereignijfe fangen 


erft dann an, fchnell abzunehmen, wenn das Verhältniff — um mehr, als 
um eine gewiffe Größe, welche im umgefehrten Verhältniffe von Vu 
ſteht, größer. oder. Feiner, als das Verhaͤtniſ 7 ift, wenn die gege— 


bene Anzahl u von Berfuchen als fehr groß angenommen Bir: 
Denn wir wollen z. B. wieder den Fall von p=g—=4 betrade 
ten, und es fei 8 eine gegebene pofitive oder, negative Größe, welche 


ihrem abfoluten Werthe nach Eleiner, als Vu iſt. Wenn wir in der 
— (6): 


Be (1 — n*4 6 7) 
ſetzen, ſo ergibt ſich daraus: | 


38V a 8 Ns Va 
LU — ——— 1 — — 
=) ( . ( Aber | 

| 2 

: V- (x — 8?) 


Wenn nun 4 ein Bruch oder eine gegen Vre fehr Heine Zahl 
ift, fo ergibt fich vermittelt des. binomifchen Lehrſatzes, daſſ fehr nahe 


Mn 


ift ($. 8.), und wenm man unter dem Wurzelzeichen 1 ftatt u—g? 
nimmt, fo erhält man: 


Tu 
für das Geſetz der Abnahme der Wahrfcheinlichfeit U innerhalb einer 
kleinen Ausdehnung zu beiden Seiten ihres Marimumd. Gebt man 
+ B. : 


fo ergibt fich, daſſ bei 200 Verfuchen Die MWahrfcheinlichkeit, daſſ von 
den beiden entgegengefeßten, aber gleich wahrfcheinlichen Ereignijfen 
und 7 das erfte 105 und das zweite 95 mal ftattfindet, ſich zu ber 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ jedes 100 mal ftattfindet, wie e #3 zu 1 oder 
ungefähr wie 3 -zu 4 verhält. | 

R Die Formel (6) ſetzt voraus, Dali jede der drei Zahlen u, m, n 
fehr groß iſt. Wenn diefe Bedingung erfült wird und das Verhaͤltniſſ 


wenig von verſchieden iſt, ſo gibt dieſe Formel fuͤr die Wahr— 


7 
ſcheinlichkeit U einen gegen ihr Marimum ſehr Eleinen Werth. Aber 
es ift wohl zu bemerken, daſſ, wenn man eine andere Naͤherungsmethode 

anwaͤndte, der immer ſehr kleine Werth von 7, welchen man erhielte, 


wenn die Differenz Pa ein fehr kleiner Bruch iſt, nicht mit dem 


aus der Formel (6) abgeleiteten uͤbereinſtimmen fönnte, fo daſſ das 
Verhaͤltniſſ des einen dieſer Naͤherungswerthe zu dem andern ſehr von 
der Einheit verſchieden ſein koͤnnte. 

Um dieſes zu beweiſen, wollen wir bemerken, daſſ nach einer 
Formel, welche ſich in einer unſerer Abhandlungen uͤber die beſtimmten 
Integrale befindet *): | 
Br | 1.2.8. rg 


2 (Ja. u | 
rd : m — n) rd = — — au 
* 2 — 123 m. L.2. 3.. N 2" 


Te 
’ 


*) Journal de l’Ecole Polytechnique, 19. cahier, page 490. 
10* 


J 
4 
iſt. Man hat alſo fuͤr jeden beliebigen Werth * Zahlen m und n 


und ihrer Summe u für den Fall von p=gy= 4, welchen wir blos u 
betrachten brauchen, nach der Gleichung (9): | 
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i 
ar 
| 


2 Ir | 
— cos xcos(m—n)ad.. 
7.23.0100 Ä | 


Wenn nun u eine fehr große Zahl ift und in der Näherungss 
rechnung ald eine unendlich große Zahl behandelt wird, fo verfchwindet 
der Factor cos" x von dx unter dem Integrationszeichen, fobald die 
Keränderlihe © eine endlihe Größe hat, und da der andere Factor 
cos (nm — n) x immer einen endlichen Werth hat, fo folgt, daſſ man 
das Integral nur von eo bis 2a, wo @ eine unendlich Fleine 
poſitive Groͤße bezeichnet, zu nehmen braucht, ohne ſeinen Werth zu 
veraͤndern. Zwiſchen dieſen Grenzen hat man: 


1 a2 
Si x $ 


— 


cos£e—=1—}x?, cost Ze 
und folglich: 
De —4ux? cos(m—n)zxdx. 


Da nun der Factor e —zua? für jeden endlihen Werth von * 
verfchwindet, fo kann man auch diefes neue Integral ohne Veränderung 
feines Werthes über &— hinaus, und wenn man will, bis =" 
erftreden, und da nach einer befannten Formel 


N — _(m—n): 
I — cos (m—n)zdx — —e 2 A 
0 2 
ift, fo folgt: 
N — (m—n)2 
0 Ra ; 2 4 
TU 


Seht man nun, wie weiter oben: 
m—n—=gV u, 


fo fiimmt der Werth von U mit dem ſich aus der Formel (6) crack 
benden nur dann überein, wenn g gegen Vu eine fehr Kleine Zahl 
ift, und für andere Werthe von 4 ift dad Verhältniff diefer beiden 
Werthe von U beträchtlich von der Einheit verfchieden und kann I fogar 
eine fehr große Zahl werden. Nimmt man z. B. g=1Y u und 
m—n=344, fo gibt die vorhergehende Formel: j 


und aus der Formel (6) folgt: 


| 1 —1ı ; \ [73 
Nee 
4 2 — 


oder da der zweite Factor dem dritten faft er ift: 


N = en 


Nun flimmen aber diefe beiden Werthe von U — überein, 
daſſ fie beide fehr Hein find, und folglich zeigen, daff bei einer fehr 
großen Anzahl u von Verſuchen die Wahrfcheinlichfeit U, daſſ von den 
beiden entgegengefeßten und gleich wahrfcheinlichen Ereigniffen Z und 
I" das eine & mal und das andere 4. umal, d. h. das eine 3 mal 
mehr, als daS andere ftatifindet, fehr Kein iſt. Aber wenn man den 
Testen Wert) von U durch den vorhergehenden dividirt, fo erhalt man 


die Größe: 
| 2 — bg 
V3\’sı ‚ 


welche mit u beftändig zunimmt und fon für «100 größer als 
‚800 ift. 

$. 71. Wir wollen die Wahrfcheinlichfeiten von E und F" wieder 
als conftant, aber als unbekannt annehmen. Man weiß nur, daff in 
einer fehr großen Anzahl u =m-+-n von Verfuchen die Ereigniffe X 
und FF’ refp, zn und nmal ftattgefunden haben, und man foll die Wahr: 
ſcheinlichkeit beſtimmen, daſſ E und F bei einer Anzahl W"=m'—+n! 
kuͤnftiger Berfuche refp. zn’ mal und n "mal ftattfinden werden. Bezeich⸗ 
net man dieſe Wahrſcheinlichkeit mit U’, mit Pr dad Product der er— 
ſten natürlichen Zahlen, fo daſſ 


P,=1.2.3...i 
iſt, und feßt der Kürze wegen | 
1.2.8. Er 
Ä 1.2,3..,.m' mi. Br Batar, 
ſo bat man (8. 46.): 


— 
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P ın+m' P tn! pP “+1 


U'—H 


ie H, D eur 1 | : 4 


Wenn m und.n fehr große Zahlen find und die Formel (3), 
wie weiter oben, auf ihr erſtes Bit reducirt wird, fo hat man für 
beliebige Werthe von zn’ und n’ | | 


Desire 


Die Werthe der Übrigen Producte Papa Pur, , ee. ergeben ſich 
aus dem von -Pn, wenn man n—-n!, BL etc. für n ſetzt und 
alddann ergibt (ih | 


U- — — (nah (“+ I)u 
; en 2 "(ua Eee 
für. den Näherungswerth von U’, worin der Kürze wegen ' 


“tel O mn(atw--1) 
geſetzt iſt. 


Man kann dieſen Ausdruck von U’ auch auf eine andere Form 
bringen; denn da w eine fehr große Zahl ift, fo bat man nad den 
Binomialformel ſehr nahe: 


—— — | 
und da wW"—=m’—+n! ift, fo folgt: 'E*% * 
—— 


m —- m! n--n! 9) 
— ———— CE \ 


Wenn m! und n! gegen m und m fehr Fleine Zahlen find, ſo 
hat man entweder nach der Binomialformel ($. 8.), oder durch Betrach⸗ 
tung der nn ebenfalls fehr nahe: 


m _ um n! m! u’ — uf 
NL. tee ch er 
m n u ; 


Ebenfo ift fehr nahe: 


EEE) 


—K 
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und man fann auch für den Factor K die Einheit jenen, wovon er 
fehr wenig verfihieden ift. Folglich hat man: 


on)" 2" 


—* aus der Formel (5) ſieht man, daſſ dieſer Ausdrud von U’ mit 
dem für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Ereigniffe Z und F bei m'’—+n‘ 
Berfuchen refp. mı’mal und n "mal ftattfinden, wenn die Wahrfcheinlichkeiten 
p und g von Z und F" a priori gegeben find und die gewiſſen Werthe 
mn n 
RE und 9 * haben, uͤbereinſtimmt. In dem beſondern Falle, 
wo m—1 und n’—=0 iſt, hat man A=1 und Ü— 2 fo daſſ 
die WahrfcheinlichFeit, daſſ ein Ereigniff Z, welches in einer fehr gro: 
gen Anzahl u von Berfuchen zumal ſtattgefunden hat, einem neuen 


Verſuche noch einmal ſtattfinden wird, das Verhältniff - — “ zum Nähe: 


rungswerthe hat, was mit der Regel in $. 49. übereinftimmt. 

Aber wenn die Zahlen zum’ und rn’ binfichtlich ihrer Größe mit der 
von m und rn vergleichbar find, fo ift die Wahrfcheinlichfeit U’ nicht 
mehr diefelbe, ald wenn die Wahrfcheinlichkeiten von Z und Fa priori 


gegeben und zuverläffig gleich — und — wären. Um diefes an einem 
N 


Beifpiele zu zeigen, wollen ER mit A eine ganze — gebrochene Zahl 
bezeichnen, welche nicht ſehr klein iſt, und: 


—— WZuh 


1 
| ; ft die Größe A al leich — —, und wegen . 
feßen; fo ift die Große alsdann faft gleich —— weg 
u=m-n verwandelt ſich die Formel (7) in: 
— 
Viıfr —— 
Vergleicht man ſie mit der Formel (5), bezeichnet den Werth dieſer 


letztern, wenn man darin: 


m 


DE — 
fest, mit U, und ſetzt m’ und n’ für am und n; fo ergibt ſich: 


1 U 


power ’ 
VAL. 
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woraus folgt, daff U’ in dem Berhältniffe von 1 zu Vı-th te: 
ner ift, als T,, und daſſ folglich U’ eine fehr Heine Wahrfcheinlichkeit 
ift, wenn 7 eine fehr große Zahl iſt. 

Es findet alfo zwifchen den nach der Vorausſetzung gegebenen 
MWahrfcheinlichkeiten p und g der Ereigniffe & und und ihren Wahr- 


fcheinlichFeiten — und = welche aus den Zahlen abgeleitet find, die an— 


geben, wie vielmal Zund Fin einer fehr großen Anzahl von Verſuchen 
ftattgefunden haben, ein wefentlicher Unterfchied ftatt. Die Wahrfcheinlich: 
keit, daſſ die Ereigniffe Z und F’ in einer andern Reihe von Verfuchen 
beftimmte Anzahlen von Malen ftattfinden werden, ift im zweiten Falle klei— 
ner als im erften, welcher Unterfchied daher rührt, dafj die aus der Beob— 
achtung abgeleiteten Wahrfcheinlichkeiten von 3 und F felbft nur w ahr- 


ſcheinlich find, wie groß die Zahlen m und n, worauf fie fich grüns 


den, auch ae mögen, während die a priori gegebenen Wahrſcheinlichkei⸗ 
ten von E und gewiſſe Werthe haben. Wenn man z. B. weiß, 


daff eine Urne 4 gleich viel weiße und ſchwarze Kugeln enthält; fo ift, 


wie wir weiter oben gefehen haben, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ in 100 
ſucceſſiven Dügen, wenn die gezogene Kugel jedesmal wieder in die Urne 


gelegt wird, 50 mal eine weiße Kugel gezogen wird, =0,079795 
aber wenn das Verhaͤltniſſ der in der Urne A enfhaltenen weißen und 


Ihwarzen Kugeln nicht gegeben ift, und man blos weiß, daſſ bei 100 
Berfuchen 50 mal ‚eine weiße und 50 mal eine ſchwarze Kugel gezogen 


it, fo ift die Wapricheintichfeit, daſſ daffelbe bei 100 neuen Verſu— 


0,97979 
chen fLattfinden wird, nur noch — —-—0,05658, wenn man in 


Vz 
der vorhergehenden Gleichung A=1 ſetzt. 


$. 72. Um für den Fall, wo fich die Wahrfcheinlichkeiten der Erz 


eigniffe Z und. F' während, der Verſuche ändern, ein Beifpiel zu ge— 
ben, wollen wir annehmen, eine Urne — enthalte c Kugeln, wovon 
a weiß und db fehwarz find, man ziehe fucceffive ss Kugeln aus der 
Urne, ohne fie wieder hineinzulegen, und die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
in den Verſuchen in einer beliebigen Ordnung zn weiße und n 


Ihwarze Kugeln gezogen werden, wollen wir mit 77 bezeichnen. Bes 


zeichnen alddann a’ und 5’ die Anzahlen der weißen und fehwarzen 


Kugeln, welche nach den te Ziehungen noch in der Urne A bleiben. 


und ift ihre Summe a +b’—=c, fo daff man: 
a =a—m,b'=b—n, !=c-—u 


"bat, fegt der Kürze wegen: 
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m 1.3; Bir. ’ m 
1729 Senat, 1,2.8...00 


und behält die Bezeichnung im vorhergehenden d. bei; fo hat man nah 8.18: 


— 


Di PyPu 
pP. pep_ 
— Wenn a,d,m,n fehr große Zahlen find, fo werden die Werthe 
der ſechs Producte 2 Py, ele. durch die Formel (3) gegeben, und 
wenn man ſie auf ihr erſtes Glied reducirt, und bemerkt, daff: 


u=m-+n, c=a-+b 
iſt; fo ergibt fich daraus für den Näherungswerth von F';- 


HH ON Ve 
c7 \c u ir mn.c 
welcher genau der Einheit gleich iſt, wenn 
m=za, nzb,u=ec 
iſt, und wo man folglich den Factor Z’=1 feßen muſſ. Die Größe U 
drüdt alsdann die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ bei c Verſuchen die @ 


weißen und die 5 fchwarzen Kugeln, welche die Urne A enthielt, herz 


ausgezogen werden, welches die Gewiſſheit ift. 
Wenn fich die Zahlen zn und nz wie 4 und 5 verhalten, fo hat 


man auch: 


IE 


und wenn man: 
2% b 
_— pp. _— oa 
j 7 P, } 9 
ſetzt, fo verwandelt fich der Ausdruf von 7 in: 
UÜ— 1. Bann p'« 'g u 
1,9.3., 07. 2. Zu, u 


Bergleiht man diefe lebte Formel mit der Formel (5) und be- 
zeichnet mit 7 die Wahrfcheinlichkeit, daſſ zwei Ereigniffe, deren — 


a 
ſcheinlichkeiten conſtant und reſp. den Wahrſcheinlichkeiten — 
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des Zuges einer weißen und des Zuges einer fchwarzen Kugel zu An⸗ 
fang der Ziehungen gleich find, bi c=a+5 Berfuchen vefp- a’ und. 
b' mal ftattfinden; fo hat man: 


par) &, 


woraus erhellet, daſſ die Wahrfcheinlichkeit Fin dem VBerhältniffe von 
Ve zu Vu größer ift, als die Wahrfcheinlichkeit 7", wie groß die 
Anzahl ec! der nach den Ziehungen in der Urne A noch zuruͤckbleibenden 
Kugeln auch fein mag, wofern nur die Anzahl w der gezogenen Ku— 
geln fehr groß ift. 

Auch kann man bemerken, daſſ: A - 


a —p'(—u), b’=g'(c— u) 


ift, fo daſſ fich die Anzahlen 4“ und 6’ der Kugeln, welche von bei: 
den Farben in der Urne A zurüdbleiben, wie die Wahrfcheinlichkeiten 
p' und g' oder wie die Anzahlen = und 5 der urfprünglich in diefer 
Urne enthaltenen Kugeln von denfelben Farben verhalten. Wenn z. B. 
p'=gy' —4 und folglich !=b'—4c ift, fo hat man ($. 69.): 


Mor), 
260’ 
und wegen !=c—u ergibt fi: 
— 2c 
zu(c— u) 


Wenn u—Hc iR, ip ft: 
v=y 4 a2, 


woraus folgt, daff, wenn eine Ume A fehr große und gleiche Anzah— 
Ien weißer und fchwarzer Kugeln enthält, und die Hälfte der Gefammt: 
zahl herausgezogen, aber nicht wieder hineingelegt wird, die Wahr— 
Scheinlichfeit, eben fo viel weiße, als fchwarze Kugeln zu ziehen, in dem 


Berhältniffe von v2 zu 1 größer ift, als die Wahrfcheinlichkeit defel 


ben Ereigniffes, wenn die herausgezogene Kugel bei jedem Verſuche 


wieder in die Urne gelegt wird. 


$. 73. Wir kommen num wieder auf den Fall zurüd, wo die 


Wahrſcheinlichkeiten p und g der Ereigniffe D und F conftant find, 
und wir wollen die Wahrfcheinlichkeit daff das Ereigniſſ £ 
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bei a=m-tn Berfuchen wenigftens m mal und das Ereigniff 7" 
höchftens mal ftattfindet. Diefe Wahrfcheinlichkeit ift die Summe ver 
m erften Glieder der nach den feigenden Potenzen von 4 geordneten 
Entwickelung von (p-H9)", fo * „wenn man fie mit P — 


—— 


8 
—— — 
+ pr—ngn 

J 1.2.3... 


ift ($.15.); aber unter diefer Form würde es fchwierig fein, den Ausdrud 
von P in ein ‚Integral zu verwandeln, worauf man alddann die Me: 
"Le in $ 67. anwenden fann, wenn m und n fehr große Zahlen 
ſind. Wir wollen daher zuerft einen andern, dieſem Zwecke beffer ent: 
fprechenden Ausdrud von P ſuchen. 

Man kann auch fagen, daſſ das in Nede ftehende zufammenge= 
jeßte Ereigniff darin befteht, daſſ das Ereigniff Fin den u Berfu- 
chen nicht mehr, als zamal flattfindet und, auf dieſe Weife betrachtet, 
wollen wir es mit G bezeichnen. Es kann alsdann in den folgenden 
a+1 Fällen Hattfinden: 

1) Wenn in den m erften Verſuchen nur das Ereigniſſ M ftatt- 
findet; denn alsdann bleiben nur noch u —m=n Veſrſuche übrig, 
worin das Greigniff Z" nicht mehr, als n mal ftattfinden Tann, Die 
Wahrſcheinlichkeit fuͤr dieſen erſten Fall iſt = pm, 

2) Wenn in den m-+1 erſten Verſuchen das Ereigniſſ P 
m mal und das Greigniff 7’ einmal flattfindet, ohne daff 7" zuleßt' 
fattfindet, welche Bedingung erforderlich ift, damit diefer zweite Fall 
nicht auf den erften zurüdläuft. Dffenbar kann das Ereigniff 7’ bei 
den 2 —1 folgenden VBerfuchen höchftend nr — 1 mal ftattfinden, fo 

daſſ dieſes Ereigniſſ bei allen Verſuchen nicht mehr, als nmal ſtatt— 

findet. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ereigniff E, mmal und das 
Greigniff F, welches einen beflimmten Rang einnimmt, einmal ftatt: 
findet, ift =p”g, und da diefer Rang einer von den m erften fein 
kann, fo folgt, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des zweiten, dem Ereigniffe 
G günftigen Falles =mpmg ift. 

3) Wenn bei den m-+-2 erften Berfuchen das Ereigniſſ Z 
‚mmal und das Greigniff F, 2 mal ftattfindet,- ohne daſſ letzteres den 
zweiten Nang einnimmt, was erforderlich und hinreichend ift, Damit 
diefer dritte Kal weder auf den erften, noch auf den zweiten zurud: 
kommt. Die Wahrfcheinlichkeit des m maligen Etattfindens von 4 
und des zweimaligen Stattfindens von Z in einer beſtimmten Ordnung 
ift gleih p”y?, und ‚wenn man je zwei der m-+-1 erften Verſuche 
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nimmt, worin das Ereigniff F ftattgefunden haben kann; ſo erhaͤlt man 
1 | 
* — ) verfchiedene Gombinationen. Die Mahrfeintichkeit des drit⸗ 
ten, dem Ereigniſſ @ günfligen Falles wird folglich ausgedruͤckt durch? 


——— —2* — 3— 


Schließt man ſo fort, fo gelangt man endlich zu dem (n-+-Vten 
Kalle, in welchem bei den z Berfuchen das Ereigniff Z, mmal und 
das Greigniff 7’, nmal ftattfindet, ohne daff Z" den letzten Rang ein— 
nimmt, damit diefer Kal nicht auf einen der fruͤhern zuruͤckkommt, und 
ſeine Wahrſcheinlichkeit wird ausgedruͤckt durch: 


m, m +1 m2.....m+n—1 pm gm, 


1,2.8,,,n 

Da dieſe 24 1 Fälle von einander verfchieden find und alle vers 

fchiedenen Arten, auf welche das Creigniff @ ftattfinden kann, darbie⸗ 
ten, ſo wird die vollſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit dieſes Ereigniſſes durch 

die Summe der Wahrſcheinlichkeiten der einzelnen Faͤlle auge, 

(8. 10.), und man hat: 


4 
„P=pmi4mg BERLWER RESTE? ne 
J— age ‚mn—1, ‚m-+2, —— oO 


IV23S sr 


welcher Ausdruck mit. ER Formel (8) übereinfiinmen muff, aber den 
Vorzug hat, dafj er fich leicht in beftimmte Integrale verwandeln läfft, 
desen Zahlenwerthe nach der Methode in $. 67. mit defto größerer Ans 
näherung beftimmf werden können, je größer die Zahlen zn und n find, 

$. 74. Zur Verrichtung diefer Transformation bemerken wir, dal), 
wenn man n--1mal hinter einander integrirt und mit C eine will 
fürliche Conftante bezeichnet : 


n 


x"d& . ; &% 
ul — — =C— 
— —— 


n ha n.n—1 1 
u—1l (1-4 a) 1 u—-iI,.u=2 (1--a)—2 ... 
nn — 1.n— 2,,.2,.1 1 


u—1ıu—2.0—8.,.u—n--l.u—n (1 + a) 
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if Da n iſt, fo verfchwinden alle Glieder diefer Formel mit 
Ausnahme von C, wenn m iſt. DBezeichnet man alfo mit « 
‚eine beliebige pofitive Größe, welche auch Null fein kann, ſo ergibt 


* 


ſich: 
— oo 
ar dx at 


nf. (ifaytl (a-taje 
n a1 n,2n— le um? 
“—i (1-Loyr1 4—1,4—2 (tar 
n,n—1.n—2.,,2.1 1 


Ir era ae ER Sc BU. WEL ER 
M—1.4—2 ,u—3 .,.u—n-1,u—n (tar 2 


Fuͤr & SO reducirt fich diefe Gleichung auf: 


1; 
uf a"da 2.47 n,n—1,n—2,,.2,1 
0 (1-+ a)“ 1 Kl. — 2,42 —8,...u—n--l,u—n!’ 


-und wenn man bie vorhergehende Gleichung durch dieſe letzte dividirt 
und der Kürze wegen: 


art 


at — —— 
ſetzt; fo erhalt man leicht: 


je 0) 
/ Xdx 1 | 
Je a. , m,m{1. « . 
— — — 07, I|1-m —+- — 22 — | 
— — wat 


— 
— 
40 


* m ‚m--1 ‚m-+-2 „..m-n—1 a 


1,2.3,,,n2 — 


Wenn man nun: 
—— 
p 
feßt, und bemerkt, daſſ y+g=1 ift, fo flimmt der zweite Theil 
diefer legten Gleichung mit der Formel (9) überein, und für dieſen 


Werth von © hat man folglich: | 


(10) 


0 


Fur 2=0 und mu ift P vie Wadrſcheinlichkeit, daſſ das 
Greigniff Z wenigftend zumal, d. h. bei allen Verſuchen, ſtattfindet. 
Folglich muff P=p# fein, und in der That hat man für n=0: 


fi Kir —= I pe 
4 "all to)e u * 
RA es) 
—— Ja Xdza=-_ un P- pr 
| Jo 2 
ur n=u—1 und m=1ift ? die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Z 


wenigftens einmal oder F nich bei allen — 
Es muſſ alfo: 


Pz1— ꝙ 
fein, was ſich ebenfalls nachweiſen laͤſſt. Zu dem Zwecke wollen wir: 
1 BED | 
Ku TI dı:= un y2’ — 


ſetzen, ſo folgt für n=u—1: 


JR le an 
HR Se Ar — 


und wegen 


faͤllt die Formel (10) mit dem vorhergehenden Werthe von P zuſam⸗ 
men. 


$. 25. Mir wollen die Methode in $ 67. zuerft auf das Inte⸗ 
— Xdæ anwenden. Wenn man, wie in Ddiefem £ mit A | 
den Werth von x bezeichnet, welcher dem Marimum von X entfpricht 
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und mit /7 den zugehörigen Werth von X; fo ift die zur Beſtim— 
i , . dX x 
mung don A dienende Gleichung 7,0 folgende: 


n(1-+Ah) — (u+1)h=0, 
woraus fich ergibt: | 


nme N 
4-1 nt 
Wenn man in den Gleichungen (2): 
F ht 


und nach verrichteten Differenzirungen in Beziehung auf A für diefe 
Größe ihren vorhergehenden Werth ſetzt, fo ergibt fich: 


er ee 

(m+1)3 7 

Zu kin) i 
3(m-+1)? ’ 


elc. 


H 


und wenn m,n, u fehr große Zahlen von bderfelben Größenordnung 

find; fo ift leicht einzufehen, daſſ diefe Werthe der Größen A’, h", 

A“, etc. eine fehr fchnell abnehmende Reihe bilden, deren erftes Glied 

Ah’, zweites A’, drittes h'",... refp von bderfelben Kleinheitsord: 
1 


1 1 
nung, als der Bruch —, —, —, ... iſt. 
Varna el j | 
Demnach haben wir für den Reihenausdrud des Werthes des ge⸗ 
gebenen Integrales: 


* Ser — N 
* Xde=HVE(h+ ri h ——— h etc. ). (11) 


$. 76. Der Ausdrud des andern in der Formel (10) vorfom: 
„oo 
menden Sntegrales X dx ift verfchieden, je nachdem «> h, oder 


: & 
@<hift, wo Ah wieder den Werth von — bezeichnet, welcher dem 
Marimum von X entfpriht. Denn die bei der Transformation in 
8.67. mit # bezeichnete WVeränderliche muff für alle groͤßern Werthe 
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von 7, als A poſitiv und für alle Eleinern Werthe von x, als hr 
negativ fein. Wenn man nun die Werthe, von Z und X, welche 
x —@ entfprechen, mit 0 und „A bezeichnet, fo hat man: 


n 
& 


(1--a)H+1 4 
Wegen — und mit Beruͤckſichtigung des vorhergehenden 
Werthes von ZI ergibt ſich: 
a, 
n m-1 
woraus O=—k folgt, wenn man der Kürze wegen: 


“ mt 
ke=nlogz + mt) los u, (12) 


Az AZB e9, 


feht. Wenn man k als eine pofitive Größe betrachtet, fo muff man. 
folglich o—k nehmen, wenn Ih ift, und 8 = —k, wenn „<h 


iſt. Nach der Transformation in dem angeführten.$. haben wir folg: 
lich im erften Falle: 


—2 2 d. 7 
4 Xdıiı—H % —— L, 
@ Jb dt 


und im zweiten: 


wenn wir, wie in N 67: . 
= tahutamee + etc. 
feßen. ueberdies iſt: 
— — 
Y el de 2 Eu. 
— ke 
—n [A 
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wo 7 eine ganze pofitive Zahl ift, die auch Null fein kann. Wenn 
man alfo allgemein: 


x 2 i \ “ — 2 ,97ı | 
FE: et di=K,, J, er AH d—K, 
> "je 0) & 2 da! 
jeßt, und bemerkt, daſſ 17 / e me der Ausdrud von 
—n 


Nie 9) 
/ Xdx ift, fo erhält man für Ih: 
0. pP 


je 6) 
vB Xda=H(vWK,-+3hl!K +5 h"K,-Lete) 


(13) 
de 11(2 — Te +6 AP" K,-+ etc.) 
und fir <a: " 
p * 
ı DO ın = 
/ Rab Xde— H(h'K,+3h"'K 45h" R,4 etc) 
a 0 (14) 


+ H(ah"K,+4h”K,) +6h’’K; + etc). 


Sede der in dieſen Formeln vorkommenden Reihen hat im Allge⸗ 
meinen denſelben Grad von —— als die Reihe (11). Die 
Werthe der mit A, bezeichneten J Integrale laſſen fih nur näherungs= 
weife erhalten, wenn Ak von O verfchieden if. Die mit K, bezeichnes 
ten Sntegrale dagegen laffen fic) immer unter ee Form aus 
drüden, und man hat: 


Kı= =, 1% —%k? (k2i 47 I, k2i—2 7, ge 1 k2i—4 +, un 
+2.7—1.. 227,7 —1,..2,1) 
"Wenn a=h ift, fo muͤſſen die Formeln (13) und (14) über: 
einftimmen. "Denn e8 ift zu gleicher Zeit: 
3 —— n m+1 
er ET TELTR — 
p m-I1 ‚+1 #1 
welches den aus der Gleichung (12) gezogenen Werth von k auf Null 
reducitt. Hieraus folgt: 


* 


Vz 


a 


K „— K=1.3.5..2i—1. 


0 


RN u Pier 2.3.7. 
Poiffon’s Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛc. 11 
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und nach ver Gleichung (11) reduciren fi Die Formeln (13) und: 
(14) beide auf: . 


Ja — — —V ———— —— +eh) 
Re 


$. 77. Wir wollen nun die Zahlen m, n, u fo groß annehmen, 
daff man in diefen verfchiedenen Kormeln die Glieder mit A, A’, 
etc. unberuͤckſichtigt laſſen kann. Nach den weiter oben angegebenen 
Werthen von A’, Ah" ift: | 
—— a +n)V2 x 

h' Elle TR (“+1)) 

In vermöge der Gleihung (10) und der Goran. (11), (13), (14) 
haben wir: 


—J— ge (u+n)V 2 — 
P= iR Ar el) 


x ame 
| \ (15) 
Bu («+n)V 2 — 
P=1- — RT EA, 
7 ——— VE ‚\ 


wo der erfte, oder der zweite dieſer Werthe von P ſtattfindet, jenach⸗ 
dem —— oder <h und. indem A eine durch die Gleichung 


(12) gegebene poſitive Größe iſt. Im den letzten Gliedern dieſer For— 
meln iſt der Einfachheit wegen u und m ſtatt ut-1 md m-1 ger 
fett. und fie geben die zu beflimmende Waprfcheinlichkeit P mit einer 
hinreichenden Genauigkeit. 

Wenn u eine gerade Zahl ift und man m=n=yu, fomie 
925 Sekt, ſo hat man: 


h=——., Ih 
— p 
Man muff folglich die erfte der Gleihungen (15) anwenden, und dieſe 
und die Gleichung (12) verwandeln ſich reſp. in: 


es | _ +2 2. 2 
ee et di — — 


Kr lg Und, KR 


IE PR 


2 ED 
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und P drüdt die Wahrfcheinlichkeit aus, daff in einer fehr großen ges 
raden Anzahl von Verfuchen das wahrfcheinlichfte Ereigniff 7° dennoch 
nicht öfterer ftattfindet, ald das entgegengefeßte Ereignif E. Wenn 
man die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fie beide Diefelbe Anzahl von Malen 
faftfinden, mit U bezeichnet, fo ift P—U die Wahrfcheinlichkeit, 
daſſ Z’ nicht fo oft, als Z ſtattfindet. In dem Falle, wo p=y=4 
ift, drüdt P— U offenbar auch die Wahrfcheinlichfeit aus, daff 
nicht fo oft ftattfindet, als FO Wenn man alfo das Doppelte von 
P— U zu der Wahrfcheinlichfeit U addirt, fo erhält man die Ge- 
wiffheit, oder mit andern Worten, es ift 2P— U=1, woraus folgt: 


y- EEE ara 72 
. Per ME € = —k 
i vs er di —— EC 


Tu 


was fich in der That auch leicht nachweifen Yäfft. 
Durch Berwandlung in Reihen erhält man: 


a 


je; 1 1 
— — — alog (1 Th —1-+ —— 


ur 2b = wrdg(1- 
Ed 
und folglich : 
Rei - . etc. 


44 4(u+2) 
Behalten wir alfo blos die Glieder. von derfelben Kleinheitsordnung, 
EN | 
als der Bruch — bei, ſo haben wir: 


” 


Zu gleicher Zeit ift: 


p n rk _; ar 
I di |: ef ee" d=ıV a — — 
k 0 ! 0 J 24 
und folglich reducirt ſich der vorhergehende Werth von U auf: 
| Vr 


— 
un 


11° 


| 113 | 
welcher Werth wirklich mit dem fir men und 2, =g aus ber For: 
mel (6) abgeleiteten übereinftimmt. 
Wenn A eine ungerade Zahl ift, m=y(u-—1) und wieder, 


g>p gefegt wird, jo hat man auch Th, und die erfte der Forz 
meln (15) und die Sleichung (12) verwandeln ſich reſp. in: 


— * ze 
el A en 


2 ui nn LS — 
— 


und P ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ in einer ſehr großen Anzahl KM 
von Verſuchen das wahrfcheinlichfte Ereigniſſ dennoch nicht fo oft ſtatt— 
findet, als Das entgegengefeßte. Denn da eine ungerade Zahl ift, 
fo koͤnnen die Ereigniffe Z und Z’ nicht gleich viel Male ftattfinden. 

sur >=9=4 muſſ diefe Wahrfcheinlihket PH fein, was wir 
aud) gleich nachweifen wollen. 


Es if: 

(HE Dog re — - Dog (1+-—-) 
=-2+ ee, 

(u +8) log m. eat 
=34 .,+@e | 


und folglich: 


2 en 
k?= te 
und wenn ma wie weiter. oben, das-Glied von der Kleinheitsordnung 


des Bruches — — vernachlaͤſſigt; fo ergibt ſich: 


=, "1 he BE 


| u 
wodurd ber vorhergehende Werth von P auf 4 redueirt wird. 
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$. 78. Wir wollen nun annehmen, baff die Zahl m von dem 
Producte (u--1)g um eine pofitive oder negative, aber gegen dieſes 
Product fehr Fleine Größe E verfchieden fei, fo ift wegen p+g=1 
und m+-n=u zu gleicher Zeit: | 
n=(u+1)9—g, m+1=u+Dp-te. 
Der correfpondirende Werth von iſt: 
Serge 
(“«H1)p+e’ 
und folglich kleiner, als nr wenn man _ zuerft als eine pofitive Größe 


betrachtet. Entwickelt man den zweiten Theil der Gleichung (12) nad) 
den Potenzen von E, fo findet man: 


— * (P— Ne 
— 2(u+1)py ey el 


und wenn man, indem r eine pofitive Größe ift: 
e=rV 2u+ı)pg' 
feßt, fo ergibt fich: R | 
Pr 
kzr\i1+-———  — tele. |. . 
sV 2(«+npg | 


Wenn man den Fall ausnimmt, wo einer der, beiden Brühe p 
und 2 fehr Elein ift, fo ift die zwifchen den Parenthefen ftehende Reihe 


> Tr’ 9 
ſehr convergent, weil ſie nach den Potenzen von 7 oder —— 
ft 


den “ri 
fortfchreitet. Behaͤlt man blos die beiden erften Glieder bei und feßt 
der Kürze wegen: 


Bar |, 
ET I) 
sV 2«Hnpg 
fo hat man k=r-+6. 
Zu gleicher Zeit hat man: 
/ n=(ut1)g—rV 2(u+1)pg: 
‚Aber in dem zweiten Gliede der erflen der Formeln (15) braucht man 


nur k=r und refp. pw, gu flatt m, rn zu ſetzen, und fie verwandelt 
ſich alddann in: | 


166° 
1 © 1-.)V 3 
PZ-— -/, Ber N EDER DAR: ——— 
— sV zupy S 
Betrachten wir nun 9 als eine negative. Größe, in welchem 
Falle = if. Wenn 7’ eine pofitive Größe bezeichnet und 


— 2(u- (u-+ 1)29q für den Werth von E genommen wird, ſo iſt 
der Werth von n: | 


n=(u+ng+r'V 2(u+1)pg; 

da aber der aus der Sihung (12) gezogene Werth von & immer 
pofitiv fein muff, fo it k=r'— 6’, wenn man der Kürze wegen - 
(p IN 9) 26 

3V 2(«-Hı)pg | 

fest, und die zweite der Formeln (15), welche man anwenden mufl | 
verwandelt fich in: | 


Lüef Ave ‚2 
2 au N of — —— —— 
Ns — — nupgq 


Wenn man diefen von dem vorhergehenden N Werthe von P ab 
zieht und den Unterfchied Zr nennt, fo erhält man: | 


1 an 2 1 an 2 i 
Ray on den EBENE. 


V + -r+ö Va ri‘ | 

* 460 

(1 * 9) V 2 a EN | 
WEN Er N | 

3 Vzupg ’ ) | 


und nach der Bedeutung diefer beiden Wahrfcheinlichkeiten P ift leicht 
einzufehen, daſſ Zr die Wahrfcheinlichkeit ift, daſſ das Ereigniſſ Z in 
einer fehr großen Anzahl ce von Verſuchen eine‘ Anzahl von Malen 
ftattfindet, welche den zweiten Werth von 2 nicht und den erften wer 
nigftens um eine Einheit überfchreitet. | 

$: 79. Zur Bereinfachung dieſes Nefultates fei NV die größte in 
ug enthaltene ganze Zahl, / der Ueberfihuff von wg über N um 
durh zz wollen wir eine Größe von folcher Beſchaffenheit bezeichnen, 
daſſ uV 2(u-+ (u--1), >q eine gegen IV fehr Eleine ganze Zahl ift, und das 


ga+/—rV2at1)pg=—-uV 2?uFnpG Pg—1, 
g4/+r V 2a (u+1)7q 
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feßen. Die Grenzen der Werthe von 2, auf welche fi) die Wahr: 
fcheinlichfeit ZU bezieht, werden: 


n—=—N—uV 2(u+1)pg—1, | 
n—N-+uV 2(u +1)pg, | 


und folglich drüct die Formel (16) alsdann die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ 72 diefe erfie Grenze wenigftens um eine Einheit, aber die zweite 
nicht überfchreitet, d. h. die Wahrfcheinlichkeit, daſſ diefe Zahl zwifchen 
den Grenzen: | 


Nz£uV 2upg 


liegt, welche gleichweit von N entfernt find, und worin w flatt 441 
geſetzt ift, oder einer derfelben gleich ift. 
Nach den eben angefegten Gleichungen und ben Ausdrüden von Ö 
und Ö° hat man: | 
£ 1 - 
rtHö=ut+s4+ ——,r-=u-—6, 
 VraFnpg 


—— 
wons cine Größe von der Kleinheitsordnung des Brudes = ift. 
| 5 
Bezeichnet man nun mit e irgend eine Größe diefer Ordnung, deren 
Duadrat vernachläffigt wird, fo hat man: 


N 2 n 2 J 2 
uf ae dı= /, ———— ar, 
utv u 


| Menn man alfo diefe Gleichung auf die beiden in der Formel 
(16) vorkommenden Integrale anwendet und in ben unter dem Inte— 


grationszeichen / ftehenden, bereits durch V dividirten Gliedern 
ſetzt; fo ergibt ſich: 


2 Kan — 1 N 2 
RT Eh er (19) 
| Va V’2zupg | 


wo in dem leßten Gliede ebenfalld u ftatt u-t1 gefest ift. 

| Wenn das Intervall der Werthe der Zahl nm, deren Wahrfchein: 

lichkeit Z2 ift, feine untere Grenze nicht mit in fich begreifen follte, fo 
hätte man den Feinften der beiden vorhergehenden Werthe von 2 um eine 


1 
Einheit vermehren müffen, wodurch. das letzte „Glied TER 
des Werthes von r +6 und folglich das legte Glied der Formel (17) 
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verfehwunden wäre Desgleichen, wenn dieſes Intervall feine obere 
Grenze nicht mit in fich begreifen follte, fo hätte man den größten 
der beiden Werthe von n um eine Einheit vermindern müffen, wos | 


durch der Werth von r'— 6’ um 


— ——— vermindert und das | 
V2(u-El)pg 
Ichte Glied der Formel (17) wieder verfchwunden wäre. Endlich müffte 

man das Zeichen dieſes Gliedes verändern, wenn das betrachtete In— 
tervall der Werthe von 2 weder die eine, noch die andere feiner beiden - 
Grenzen enthalten follte Hieraus folgt, daſſ das Iekte Glied der 
Formel (17) die Wahrfcheinichkeit fein muſſ, daſſ genau: i 


n=N-+uV 2upg 


iſt, wo zz eine pofitive oder negative Größe von folder Befchaffenheit 
it, daſſ das zweite Glied von 2 gegen das erfte fehr klein ift, was 
auch aus der Formel (6) folgt. a wenn man die Größen von der 


Keinheitsordnung des Bruches — — vernachläffigt fo hat man: 


woraus folgt:  _ — 
n m 2 
n M q a 


— mlog (i — — 
p 
oder, was daſſelbe iſt: 


— — = ugig( 14 14 ir) 
—urte (1-5 y 2) 
—uV 2upg [%% ——— 
— — 
held np 


Entwidelt man num diefe Logarithmen und laͤſſt wieder die Glie- 
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’ ® 1 ” * 
der von der Kleinheitordnung von — hinweg, .fo findet man —u2 
u 


für den Werth des zweiten Theiles diefer Gleichung, und folglich hat 


man: | 
(- q ) (= N Fi 
nı mn ,; F 


und da man nach den vorhergehenden Gleichungen auch: 


mn 


zupg 


hat; fo verwandelt fich die Formel (6) in: 


— u? 
u 


——— 
* V 2zupg 


was bewiefen werden follte, \ 


Da der erſte Werth von P im: vorhergehenden $. die Wahrfchein- 
lichfeit ift, dafj die Zahl n die Grenze ug—r 2upg, ‚worin wir 
u. ftatt a1 gefeßt haben, nicht überfchreitet, fo folgt, daſſ, wenn 
man in dem Werthe von U, u=r ſetzt, und denfelben dann von dem 
Werthe von P abzieht, die Differenz; P— U die Wahrfcheinlichkeit iſt, 
daſſ die Zahl m diefe Grenze nicht erreicht. _ Desgleichen, wenn man 
in dem Werthe von U, u=r' feht, und denfelben dann von dem 
zweiten Werthe von P im vorhergehenden $. abzieht; fo ift die Dif- 
ferenz P—U die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl rn die Grenze 

ug+rV 2upg nicht erreicht. Bezeichnet man diefe Differenzen 
mit Q-und @’, fo findet man: 


1 — 2 
0=—— /,, EAN BEE a { 


’ 


Vasrad. 3V azupg (18) 
1 {e 6) Bar 'q p 2 
=1- t di ET 
QO WW} ri! AR SV Zzupg 


Man muff fich erinnern, daff in diefen Formeln die Größen r und 
7 pofitiv und gegen Vu fehr Elein find, fo daſſ die Grenzen von n, 
‚Worauf fich diefe Wahrfcheinlichkeiten @ und ©’ beziehen, fehr wenig von 
dem Producte 49 verfchieden find, und zwar die eine etwas großer 
und die andere etwas Kleiner. Auch find die Werthe der Größen Ö 
Ö', welche fie enthalten, gegen r und r’ fehr Elein, und wenn man 
darin u ftatt 41 febt, fo erhält man: 
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„er „_ bon 
sV ?2upg sV Zupg 


$. 80. Wenn man bie Grenzen von 7, auf welche fi) die For 


mel (17) bezieht, durh u dividirt, und den Werth von U beruͤckſich— 
J (zpq 


tigt, fo erhält man 9 — — —— ‚für die Grenzen. des Ver— 


hältniffes Er, wovon die Wahrfcheinlichkeit A if. Wenn man alfo den. 
A & 


Bruch F vernachläffigt, fo folgt, daſſ dieſe durch die Formel (18) be: 
pi | 


fimmte Größe R die Wahrſcheinlichkeit iſt, dafl die Differenz — 
zwiſchen den beiden Grenzen: 


liegt, welche, wenn man ihre Ben wandelt) auch mit derfelben Wahr⸗ 


ſcheinlichkeit die der Differenz — — — 9 find, weil bie Summe -— 


dieſer beiden Differenzen * Null iſt. 


Man kann u immer groß genug nehmen, daff die Wahrſchein⸗ 


lichfeit ZU beliebig wenig von der Gewiſſheit verfchieden if. Es ift 
fogar nicht einmal nöthig, für w einen fehr großen Werth zu Ba 
um die Differenz; 1 — St fehr Fein zu machen, fondern es ift z. B 


binreihend, u=4 oder =5 u nehmen, damit bie Grponentialgröße 
eu? das Integral ya: "dt und folglich der Werth von 1 — A 


faft verfchwinden. Wenn die Größe z einen folchen Werth erhalten 
hat und dann conftant bleibt, fo ziehen fich die Grenzen der Differenz 


m 
—— deſto mehr zuſammen, je mehr die ſchon als ſehr groß vor— 
ausgeſetzte Zahl u noch fernerweit zunimmt. Das Verhaͤltniſſ — der | 


Bahl m, welche ausdruͤckt, wie vielmal das Ereigniſſ Z ſtattfindet, zu 
der Gefammtzahl u der Verſuche, differirt alfo immer weniger von der 
Wahrfcheinlichkeit D diefes Greigniffes, und man kann die Anzahl u der 
Verſuche immer hinreichend vervielfältigen, damit die Wahrfcheintichkeit, | 
daſſ die Differenz — beliebig klein wird, —R iſt. Umgekehrt, 


wenn man die Zahl u fortwährend vergrößert und man nimmt für 


3 
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jede der vorhergehenden Grenzen eine conftante und gegebene Größe Z, 
d. h. wenn man w in demfelben Verhaͤltniſſe, als Vu wachfen läfft; 
fo nähert fich der Werth von R ohne Ende der Einheit, fo daff man 
die Anzahl 7 der Verfuche immer hinreichend vergrößern fann, Damit 


die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Differenz ER zwifchen die gegebe: 


nen Grenzen =+/ fällt, belicbig wenig von der Gewiffheit verfchieden 
ft. Hierin befteht der in $. 49, ausgefprochene Kehrfab von Jacob 
Bernoulli. | 
881. Sn der vorhergehenden Rechnung haben wir den Fall aus: 
geichloffen, wo die eine der beiden Wahrfcheinlichkeiten p und g fehr Klein 
ift ($ 78.), und wir müffen daher diefen Fall befonders betrachten. 
Wir wollen annehmen, daſſ 'g ein fehr Kleiner Bruch fei, oder 
daſſ dad Ereigniff Z eine fehr geringe Wahrfcheinlichkeit habe, fo ift 


bei einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen das Verhaͤltniſſ — der 


Anzahl n der Faͤlle, worin das Ereigniſſ ſtattfindet, zu der Ge— 
ſammtzahl der Verſuche ebenfalls ein ſehr kleiner Bruch. Setzt man 
in der Formel (9), u—n für m, 


© 
PETER ET 


I 


und vernachläfjigt dann den Bruch RN fo verwandelt fich die in diefer 


4 


Formel zwifchen den Klammern ftehende Größe in: 
R -9? © 


jeden ee 


A er RE 
und zu. gleicher Zeit hat man: 


N a 1 [M) “(i —* 

————— =( ae — 
Zur den erſten Factor dieſes Werthes von pr kann man die Ex— 
ponentialgröße e—-® ſetzen und den zweiten auf die Einheit reduciren. 
Folglich haben wir nach der Gleihung (9) fehr nahe: 

Ä ’ 2 602 ) — c 
P=(1+04 PIE TR RSERFIET RE TRZ I 

als die MWahrfcheinlichkeit, daff ein Ereigniff, deſſen Wahrſcheinlichkeit 
bei jedem Verſuche der fehr kleine Bruch 7 iſt, nicht mehr, als n mal 


© ar? 


in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen flattfindet. 


172 


Für n=o reducirt fich diefer Werth von P auf e7®. Folglich 
druͤckt ee die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ das in Nede ftehende Er— 
eigniff bei zu Verfuchen nicht ein einziges Mal fattfindet, und mithin 
ift 1—eT® die Wahrfcheinlichkeit, daſſ es wenigftens einmal ſtatt— 
findet, was mit dem in $. 8. Geſagten übereinftimmt. Sobald n 
nicht mehr eine fehr Eleine Zahl ift, ift der Werth von P fehr wenig 
von der Einheit verfchieden, was erhellet, wern man bemerkt, daſſ der 
vorhergehende Ausdrud von P auf die Form: 


ort1.—® 


— WS Aufl (de — * 143 J 


gebracht werden kann. Wenn man z. B. az Buß n—10 fett, 


fo beträgt die Differenz; 1— P ungefähr ein Hundertmilliontel, fo daſſ 
es faft gewiſſ ift, daſſ ein Ereigniff, deſſen fehr Keine Wahrfcheinlich- 


— J 
keit bei jedem Verſuche — iſt, in den u Verſuchen nicht mehr, als 
10 mal ftattfindet, 


$. 82. Das in der Formel (17) vorfommende- Integral wird im 


Allgemeinen nach der Methode der Quadraturen berechnet. Am Ende 


der Analyse des refractions astronomiques von Kram» findet 


man eine Zafel feiner Werthe, welche ſich von u=0 bis um er- 
firet und wornach man: 


Re eT dt 0,00001957729... 
oJ U 


für u=8 bat. Vermittelſt der partiellen ——— findet man: 


Pan 
— 2 — 1.3.5 
IR e diz — elc. 


u 4g 2,u2 + * 


Fuͤr u>3 iſt die zwiſchen den Klammern ſtehende Reihe hinrei— - 


chend convergent, wenigftens in ihren erften Gliedern, und diefe For- 
mel kann zur Berechnung der Werthe des Sufegtalee dienen. Auch 
bat man: 


DER — pu Rs 
I. e N: e7 ‚di, 
u U fi) 


und wenn man die Erponentialgröße et? nad) den Potenzen von 42 


entwicelt, fo erhält man die Reihe: 


Fa di u en u? — 
— U —— eLic. 
fe rt 7 


UT 
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welche für fleinere Werthe von z, als bie Einheit fehr convergent 


ift. 

Wenn man den Werth von z berechnen will, für welchen AH 
iſt, fo bedient man ſich dieſer letztern Neihe, und nach ver Gleichung 
(17) hat man: 


Un ud u? A — 
— —- — tee] ne Fre — 
1.8.,151:2571,0.206.,7 u 2V zupg 


Bezeichnen wir mit @ den Werth von z, welcher dieſer Gleichung, ab- 
gefehen von Dem zweiten Gliede ihres zweiten Theiles, Genüge Teiftet, 


fo haben wir bis aufGrößen von der Kleinheitsordnung des Bruches m 
# 
genau: 


Nach einigen Verfuchen findet man den Näherungswerth von a=0,4765, 
woraus folgt, daſſ es eben fo wahrfcheinlich ift, daſſ die Differenz er p 
4 


zwifchen die Grenzen: . 
[2 RS 
+ (0.4305. en 9 
pa u | 


fallt, als nicht. 
Für einen beliebigen Werth von z ift R die Wahrfeheinlichkeit, 


daſſ die Differenz der beiden Größen = = — q das Doppelte 


ae 
von En va zur Grenze hat. Wenn alfo P=9=4# if, fo ift 


die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Größe — zwiſchen den Grenzen: 


1,6739 1 ) 
rl —— — — 
( V% u 

liegt, =4. Wenn alfo die Ereigniffe Z und dieſelbe Wahrſchein⸗ 
lichkeit haben, ſo iſt es gleich wahrſcheinlich, daſſ die Differenz m—n 
zwiſchen den Zahlen, welche ausdruͤcken, wie vielmal jedes Ereigniſſ 
ſtattfindet, ihrem abſoluten Werthe nach groͤßer oder kleiner iſt, als 


0,67139AI. 
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Menn alfo zwei Spieler A und B ein gleiches Spiel eine fehr große 


Anzahl von Malen z. B. eine Million Partien fpielen, fo Fann man,l 


gegen 1 wetten, daſſ einer derfelben, ohne anzugeben welcher, 674 
Partien mehr gewonnen haben wird, ald der andere. In diefem Un: 
terfchiede, welcher für beide Spieler gleich günftig fein kann, befteht 
der Einfluff des Zufalles. Aber wenn bei jeder Partie die Wahr: 
fcheinlichfeit p des Gewinnens von A die Wahrfcheinlichfeit 7 des Ge— 
winnens von B übertrifft, fo nimmt die Wahrfcheinlichfeit ZL, daſſ A 
up—g)r2uV. 2upgq Partien mehr gewinnt, als B, mit der 
Zahl u fortwährend zu, und da das Glied u(p — 9), welches von 
der ungleichen Gefchidlichkeit beider Spieler herruhrt, der Gefammtzahl 
der gefpielten Partien proportional zunimmt, während das mit dem 


doppelten Zeichen behaftete Glied nur in dem Berhältniffe der Dua= 


dratwurzel: aus dieſer Zahl zunimmt; fo folgt, daſſ der gefchictefte 


Spieler, oder für welchen die Wahrfcheinlichfeit des Gewinnens bei jeder 
Partie am 'größeften ift, zulekf immer mehr Partien gewonnen haben 
wird, als der andere, wie Hein die Differenz > — g auch fein mag. 


$. 83. Sn dem Borhergehenden haben wir die Wahrfcheinlichfeiz 
ten p und g der Greigniffe Z und F’ alS bekannt vorausgeſetzt und 


die Berbämie 7 und z mit einer fehr großen Wahrfcheinlichfeit und 


Annäherung beflimmt, wenn die Zahl w der Berfuche fehr groß ift. 
Umgefehrt, wenn Ki — nicht a priori gegeben, aber 


die Verhättnife — und — durch Beobachtung beſtimmt ſind, ſo geben 


die Formeln, Hiche * gefunden haben, die ſehr wahrſcheinlichen 


und ſehr genaͤherten Werthe der Unbekannten p ‚und 7. So gibt z. 


B. die Formel (17) die MWahrfcheinlichkeit ZT, daff die — 


2pq 


feit p des Greigniffes E zwifchen den Grenzen =ruyy 2 _— liegt 
Wenn die Wahrſcheinlichkeit Z2 fehr wenig von der Einheit AEſchlebn 
iſt, fo find die Bruͤche p, g ſehr wahrſcheinlich reſp. faſt gleih — 


und —. Setzt man alfo “ und ar fir p und-g in das Glied 
N 
diefer Grenzen mit dem oppälten Beichen und in das lebte Glied der — 


Formel am, welche Vu bereitö zum Divifor haben; fo ergibt ſiche 


2 
HI — 
— De. d14 Va“ 
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für die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die ‚Wahrfcheinlichkeit ꝓ von 7 zwifchen 
den Green: 


” 


liegt. 


Wenn m,n,1 fehr große Zahlen find, fo Fann man fich im 
Algemeinen zur Berechnung der Wahrfcheinlichkeit eines muinſtigen 


aus D und F zufammengefekten Ereigniſſes der Naäherungswertbe _ 
| | u 


nl 
Ei von > und 4 bedienen, und z. B. die Maprfcheinlichkeit be- 
flimmen, dafj die Ereigniſſe & und Fhbei W"=m'+n! neuen Ber: 
ſuchen refp. m’ mal und n’mal ftattfinden, wofern 1’ gegen us fehr 
flein ift, und wenn zw’ eine fehr große pe ift, fo kann man die 
Formel (17) anwenden, wenn man uf, — fr WP.g in dieſe 
uw’ 


‚Formel und in die Grenzen, worauf fie ſih bezieht, ſetzt. Alsdann 
hat man: 


Ruiz), — di-+ 7 —- | er (20) 


Znumn 


und fie drüdt die BAHR aus, daſſ die Zahl n“ zwifchen 
den Grenzen: 

all — — _V 2 mn 

fi pe 


| 4 nt e . 
‚liegt, worin fuͤr die groͤßte in dieſem Verhaͤltniſſe enthaltene ganze 
ya 


=, ı’ 4 
Zahl gefeßt iſt. Wie fehr genähert diefe Werthe ” und 7 von p und 


9 auch fein moͤgen, ſo kann man, wie wir im — ($. 71.) 
geſehen haben, von denfelben doch Feinen Gebrauch mehr machen, wenn 
(die Zahl ww’ der Fünftigen Verſuche hinfichtlich ihrer Größe mit der 
"Zahl m vergleichbar ift, weil diefe Näherungswerthe nur wahrfcheinlich 
und nicht gewiff find. Aus diefem Grunde wollen wir die aus der 
Beobachtung abgeleiteten Mahrfcheinlichfeiten p und g der Ereigniffe 
E und F, welche wir dann auf die Beftimmung der Wahrfcheinliche 
keit fünftiger Greigniffe anwandten, noch auf eine andere Art be— 
wrachten. 
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$. 84. Es wird wieder vorausgefeßt, daſſ das. beobachtete Ereig= 
niff darin beftcht, daff in einer fehr großen Anzahl u=n-+n von Ver: 
fuchen die Ereigniffe E und FF refp. m und n mal ftattfinden und daſſ 
fich die Wahrfcheinlichkeiten p und g von Z und Z’ während der Vers 
fuche nicht geändert haben. Nach dem VBorhergehenden findet alddann 
eine fehr große Wahrfcheinlichkeit ftatt, Daff diefe unbekannten Wahrfchein= 


lichfeiten fehr wenig. von den Verhältniffen wi und — verfepieben find, 


welche man folglich für die Näherungswerthe von p und g nehmen 
kann. Da diefe Wahrfcheinlichkeiten unendlich viele um unendlich Fleine 
Größen wachfende Werthe haben Fünnen, fo ift die Wahrfcheinlichkeit 
eined genauen Werthes von pP und des zugehörigen Werthed von g 
eine unendlich Fleine Größe, um deren Beftimmung es fich handelt, 
wenigſtens jeden der Werthe von p und 7, welche ſich wenig 


Da die durch die erfte der Formeln (18) beftiimmte Größe Q die 
MWahrfcheinlichkeit ift, daſſ die Zahl 2 Kleiner ift, als ug—rV 2 upg, 
jo iſt fie auch die Wahrfcheinlichkeit, daff die unbekannte Wahrſchein-⸗ 
lichkeit g de8 bei u Verfuchen n mal ftattgehabten Ereigniffes 7" grö- 


Ber, als man — oder groͤßer, als — ya ift, 


Mk 
wenn man in dem ameiten Gliede diefer Grenze für p und @ ihre Nä= 


ın 
von — und — entfernen, und welche wir allein zu kennen brauchen. 
[1 [% 


m 
herungswerthe an und — I feßt, Wenn man in diefer Formel nd r 


ſtatt r ſetzt, und nur die unendlich kleinen Groͤßen der erften Ord⸗ | 
d 
nung beibehält, fo drück 0 dr folglih auch die Wahrfcheinlich- 


‚ se = d 
feit aus, daſſ 2 größer ift, ala ” — — — — 
u 


| dQ N 
Folglich druͤckt er die Ih kleine Wahrſcheinlichkeit aus, 


daff für alle a und gegen Vu m Heinen Werthe von ro 


genau: 
KR n r 2mn 
I gi 


iſt. Ebenſo drückt die zweite ber Be * die Ba 0 
aus, daſſ bie Wahrſcheinlichkeit q A ift, als es : 
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e 3, e 3 d ’ 
Seht man r'+dr' für r', fo erhält man folglich O⸗ + dr! für 
r 2 


5 4‘ 
die Wahrfcheinlichkeit, day der Werth von O größer ift, als ——-—.x 
— 


2mn 2mn dr! ERSTER A f 
Y a * — En Folglich ift = dr’ vie Wahrfcheinlichkeit, 
dafl @ größer ift, als die zweite Grenze, aber nicht größer, als die 


erfie, oder daſſ man genau: 


N r! Omn 


1% gi gu 


hat, wo r’ ebenfalls eine gegen Vu fehr Eleine pofitive Größe if. 
Aber nach den befannten Regeln des Differenzirens unter dem Inte⸗ 


gralzeichen / und wenn nr und = für p und 4 in die Ießten Glie— 


der der Formeln (18) gefeßt werden, hat man: 


a) 1 a) —(r+5)? , 2Rr— mr _,2 
ee He 


— / 


22 zumn 
—— ( ei: 2 (n— m)r' gr? 
dr Vi dr‘ sV 2zumn - 


Vermoͤge der Werthe von d und ’ und derfelben Subftitutionen 
iſt auch: 


d,ö 2(lm—n)r d,ö 2(m—n)r' 


— 


N — , — 
dr 3V 2umn dr‘ sV 2.mn 


Bleibt man ferner, wie im Vorhergehenden, bei den Gliedern 


1 
son der Kleinheitordnung des Bruches 7; ſtehen und vernachläffigt 
| Wei 
olglich diejenigen, worin u ald Divifor vorfommt, fo hat man: 


2 2 2(n —.n)r? 2 
ee (1—2rö)e" — Bee? 2 J 
skin 
u an men 
e — (1427 ö')e = 14 — e 
N 3Vaımn ’ 


md aus diefen verfchiedenen Werthen ergibt fich: 
Poiffon’s Wahrfceinlichkeitsr, 2c. 1% 
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do rn 2(m—n)r® _,2 


— lo —e” 2.09 
dr V: sV 2zumn 
Eeam.. 1 — (m yrs 
ar! Vi s Kakama 


Da nun dieſe beiden Ausdruͤcke dieſelbe Form Bu und fich ges 
genfeitig in einander verwandeln, wenn man r in —r' verwandelt, 
jo folgt, daſſ ‚ wenn man mit o eine pofitive oder negative, aber ges 
gen V u fehr Heine Veraͤnderliche bezeichnet und: 

1 _2  2(m—n)o3 2 


re wi SE I 21 
V 3V: Zrumn ) 


feßt, V dv bie Mahrfcheinlichfeit des. MWerthes: 


ift, und wegen p=1—g, m Zu —.n ift dieſe unendlich kleine Wahr⸗ 
fcheinlichfeit zugleich die des Werthes: 


KM op: | | 


Diefe Größe / nimmt, wie wir fehen, fehr fehnell ab, je meh 
eo zunimmt, und ehe Diefe letzte Beränderliche einen mit Vu vergleich 
baren Werth befommen hat, Fann der Werth von F wegen des Facz 
tor3 ev? außerordentlich Flein werden. Wenn man auf dicfelbe Weifi 


14 . . m nl > 
vermittelft diefer Weranderlichen die von — und — fehr verfchiedenen 
[4 # 


Werthe von p und g ausdrüdt und mit F*'deo ihre Wahrfcheinlichs 
keit bezeichnet; fo ift 7° eine von F verfchiedene Function von 9 
deren Bahlenwerthe noch weit EFleiner find, ald die von 7, welche da 
Grenze entfprechen, bis zu welcher die Formel (21) erfiredft werden 
kann. Man kann alfo diefe Werthe von F’ al3 ganz unmerklich Klein 
betrachten, und wir brauchen daher den aupprug biefer Größe Y’ ak 
Function von v nicht zu fuchen. 


Tun fei 7 ein aus Z und F aufammengefeßtes zukuͤnftiges Ereigni 
Die Wahrſcheinlichkeit von ZZ’, welche ſtattfaͤnde, wenn die, Wahr: 
fcheinlichfeiten von # und F beftimmte Werthe hätten, wollen wir mi 
IT bezeichnen, fo dafl IT eine gegebene Function von > und g ift, unt 
mit ZT’ wollen wir die wirkliche Wahrfcheinlichfeit von 6’ bezeichnen 
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inber die Wahrſcheinlichkeiten der beliebigen Werthe von p und g, 
welche in ZZ jubftituirt werden, in Betracht gezogen werden. Multipli- 
cirt man II durch diefe unendlich Eleine Wahrfcheinlichfeit von p und q 
und integrirt Dann das Product von p=o und g=1 bi py=1 um 
g9=0, fo erhält man den Ausprud für IT. Aber nach dem eben 
Gefagten kann man den Theil dieſes Integrales vernachläffigen, wel- 


‚cher fich auf die beträchtlich von — und — verfchiedenen Werthe von 
1% 


p und g bezieht. Wenn man alfo in IT vie vorhergehenden Werthe 
von p und g fest, fo hat man blos: 


— Java: (22) 


indem man bad Integral auf die gegen Vu ſehr kleinen pofitiven 
oder negativen Werthe von o erſtreckt. 


Dieſes Nefultat ſtimmt mit dem überein, welches im zweiten 8. 
unferer Abhandlung. über das Verhaͤltniſſ der männlichen und weiblichen 
Geburten auf eine directere Weife erhalten ift. 


$. 85. Um ein Anwendungsbeifpiel der Zormeln (21) und (22) 
zu geben, wollen wir annehmen, IT fei die Wahrfcheinlichkeit, daff 
die Greigniffe & und 7’ in einer fehr großen Anzahl W"= m’ +n! 
neuer Verſuche refp. mu’ und n’ mal ftattfinden, und daſſ fich die Zah: 
len zn’ und n° fehr nahe wie die Zahlen m und n verhalten, welche 
ausdruͤcken, wie viele Male die Ereigniffe Z und F’ bei zu bereit3 an- 
geftellten Verſuchen fattgefunden haben, oder mit andern Morten die 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ 


m'=mh—aV u', n"—nh+teV w, ni 


fein mufj, wo 3 und @ gegebene Größen find, wovon die zweite po— 
3 oder negativ ſein kann, aber gegen V uw fehr klein iſt. 
Wenn man: 


ſetzt, ſo iſt nach der Formel (6): 


auch" 


* ſchon erhellet, daſſ U’ die Wahrſcheinlichkeit des betrachteten 
12* 


| 


n 
| 
| 
| 
| 
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st; f m 2 BU; 
Ereigniffes ZU’ fein würde, wenn — und — die genauen und gewiſ— 
MA fi 


fen Merthe der Wahrfcheinlichkeiten p und g der Ereigniffe Z und F 
wären und man «0 hätte, 


MWegen 


m! m a n! n & 


HR. y° mn & 
—* 4 Vi 


feßt, koͤnnen die Werthe von p umd g im vorhergehenden $. auf die 
Form: 


und wenn man: 


gebracht werben, und wenn man fie in den Werth von I7 fubftituirt; 
fo erhalt man: 


} Iy\n’ 
— (Ha)“ 


n! 


ut vn | 
Da die * — I yon der Kleinheitsordnung des Brus 


2! n! 
1 


ches — Oder — — find, fo hat man in ſehr convergirenden Neihen: 


4 


uto, m! Ip 42 v2 480,3 
—— —e A ’e ame 3m'2 elc., 


2 . 
6 EEE kn 


ı ' 8 
wo, n' uy _p'2v,2 #'3V, 
1+—) =e 'e am egn? ele. 
n 


Aber wegen des Factors U’ von IZ, welcher fehon von der Klein: 
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heitsordnung des Bruches ift, kann man die Größen von diejer 


1 
Va 
Ordnung in den beiden andern Factoren vernachläffigen, d. b. alle Er: 
ponentialgrößen von der dritten an in jedem dieſer beiden Producte auf 
die Einheit reduciren. Bei diefem Grade von Annäherung hat man alfo: 


ein v2 
UI=zÜ'e” zm'n. 


Aus demfelben Grunde kann man das zweite Glied der Formel (21) 
vernachläffigen, wodurch fich die Formel (22) in: 


„2 BR 3 43 d,= 
— 5 —7 am’ m’ d v 
verwandelt. 


Obgleich dieſes Integrel nur auf ſolche Werthe von « erſtreckt 
werden muſſ, welche gegen Vu fehr Klein find, fo kann man es Doc, 
ohne jeinen Werth merklich zu verandern, auf Werthe von P ausdehnen, 
welche mit V tt vergleichbar find, und, wie wir ed wirtlich gethan ha: 
ven, Daffelbe von v = —n bi v =@ erftreden, weil der Coeffi— 
ient von Zr unter dem SIntegralzeichen / für folhe Werthe von v 
ganz unmerflic wird. Seht man nun mAh und nh ftatt m’ und n‘ 
n den Werth von N hat man: 


2 vawV a7 u’? 
ae 
m‘ n! V 2m'n' 


) »% 
2 mn 


* 


ind wenn man: 


WARE RT — 


am'n'(1 nn 
alle : 


est, fo find die Grenzen der Integration in Beziehung auf die neue 
Beranderlihe  noh Ho, und man erhält für die gejuchte Wahr— 
heinlichkeit: 
a2 ut? 
— wer m'n’(1-+h). (23) 


Ä VER 
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Fuͤr @=o hat man blos: 
Ir TREE U’, 4 
vitn | 3 | 
welche3 nad) dem Werthe von U’ mit dem in $. 7}. erhaltenen Re 
fultate übereinftimmt. 
$. 86. Als ein zweites Anmwendungsbeifpiel der Formeln (21) und. 
(22) well wir IN Ir’ fei die Wahrfcheinlichfeit, daſſ bie 


Differenz — — — — die Größe —- “ -— nicht überfchreitet, a fie in va 
— 


vorhergehenden Beifniele — muſſte. | 


Die Größe 17 druͤckt die Wahrfcheinlichfeit alS Function der Wahre 
fcheinlichkeiten p und g von E und F aus, daſſ das Ereigniff 2" bei 


' u 4 
u’ Eünftigen Verſuchen nicht mehr, als "= (= +eV W) mal und 


das Greigniff EB wenigftens zn’ * —aV u,) mal fattfinde, 


Der Werth diefer MWahrfcheinlichkeit wird "alte durch Die Bine, oder die 
andere der Formeln (15) beflimmt, wenn man darin u’, m’, n! ftatt 
u,m,n fest. Für diefe Grenzwerthe von zn’ und n’ hat mans: 


he 1 au 
m'tı. m a) 
wenn man wieber ke den Größen von der Kleinheitsordnung des 


Bruches * oder 5 ftehen bleibt. Nach den Werthen von p und 
£ | 


g im vorhergehenden $. hat man zu ie N 


mn ; 
Penn man un die at 1% 2 begrenzt, dafl, abgeſehn 
vom Zeichen: 


[04 2 
= A 


— 


iſt, ſo iſt ms —— oder >> — jenachdem die Con⸗ 


ſtante « oft oder negativ ift. " zotgtic haben wir im erften Falle 
vermöge der zweiten ver Gleichungen (15): 


n Ra 2/1 f BT 
nz) e EIEETR HE TORE Du, 53 
V* sV? x a! m! n' 


und im zweiten Falle —— der erſten dieſer Gleichungen: 


— 2(un) —k2 
— — e "di ne 
VrJ/k r; IV gan min m!n! — 
wo %k eine durch die Gleichung (12) beſtimmte poſitive Größe iſt, 
deren Quadrat: 
1 
+ @m'+1)/o — 
——— 


— 


k2 = n! log — — — 


iſt. | 
Aus den Grenzwerthen von zn’ und n' und von 2,9, welche in 
dieſen Formeln angewandt werden müfjen, ergibt fich: 


n! - m'-+1 
= —— po, pP =——-o 
9 “4-1 ‚P —— 


wenn man der Kuͤrze wegen: 
oV 2 mn n! ; 


LO re —— 
— 


Vas: Van Pie) 


— — 2 
‚fest. Diefe Größe v' ift von der Kleinheitäordnung des Bruches ——3; 


man hat folglicy in fehr convergirenden Reihen: 


ner ee ae v1? 


logg = —— 
— — ur Ida Na 
Shan. 
I Een 
| —— log — —— AAIT. 
BE 


— (m' +1)? 
woraus bis zu dem Grade von Annäherung, wobei wir ftehen bleiben: 
i aa keys 
| 2m! n! — ——— 


und folglich: | 
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_nI\ Li 
k=-+k' 1 RA — 
3V2 u' m! n! | 
folgt, wenn man den Werth von ⸗ berüdfichtigt und der Kürze wegen: 
au! vu Vulmn 


V2am'n aV um!n! 


feßt. Wegen der der Größe v angewiefenen Grenze ift die Größe A’ 
von demfelben Zeichen, aß @. Soll alfo der Werth von A poſitiv 
fein, fo muff man das obere oder untere Zeichen nehmen, jenachdem 
o eine pofitive oder negative Größe if. Das zweite Glied ia Were 
the3 von k ift auch von der KleinheitSordnung ded Bruches — a oder 
1 \ 
—— , und folglich haben wir: 
Vu 


Ta "al „2m! —n') W* en 
k — 2V77 zn! h 


Zu gleicher Zeit verwandeln fich die vorhergehenden Werthe von 
II in: 


1 RL 2 2n' _ 2 
nz1-Zaf, a En 
\ v2 zu m'!n! | 


1 u an! ze 
=, a BE eh ae 
Vz J/ —k! Va a u'm!n’ 


und vermöge der Formeln (21) und (22) find Die correfpondirenden 
Merthe von IT: 


— v-— [„f® ee 
BE, J 
2 ——Â 
en sc ud m! n!: 
— (fe — J: ER — oedtaen 
k» 


ng Vazumn 2 aumn 
= Je aıdr+ Z— [' — 
—k a, ze u! m Iqi 
hir, 2(m—n), Ef u u * dv 
an v2 1 mnJ —k' 
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Da die Goefficienten von de unter den Integralzeichen / wegen 
der Erponentialgrößpen e=®?, e-i?—0?, e-k2—v2 fir Werthe von 
9, welche außerhalb der diefer Größe angewiefenen Grenze liegen, un— 
merklich werden, ſo folgt, daſſ man die Integrale in Beziehung auf 
dieſe Veraͤnderliche ohne merkliche Veraͤnderung ihres Werthes, wie wei— 


fer oben, von v=— © bis er =m erftreden kann. Ferner fei: 
ut IV emo | 

— — LEN —y,t=0dZFye; alfo.di=do, 

V2n'n' u Vu m‘ n! | 


wo 5 eine pofitive Größe ift, und die obern oder untern Zeichen gel- 
ten, jenachdem © eine pofitive oder negative Größe if. In dem er: 
fien Ausdrude von IT’, welcher & als pofitiv vorausfegt, nimmt man 
folglich: | 

| | k'=e—yv,t=0—yov 
und die Sntegrationsgrenzen in Beziehung auf die neue Veränderliche 0 
find OS6 und 9=w. Sn dem zweiten Ausdrude von IT’, welcher 
fi) auf den Fall bezieht, wo & negativ ift, muſſ man: 


K——e—yo, i—-60--yv 


nehmen, und die Grenzen diefes Integrales find wieder O=E und In. 
Auf diefe Weife erhält man: 


— — fe 024 2700-1472)? 79 
00) 
— ae 


Varu m! n' 


aa) — — oꝛ⸗ ——— vsdad», 
a — 


ul das ET 4 


4 2n' EHE, a 2 a Er A 
Var u m!n! 9 


2 (m —n) of re v3 do dv. 


nV 2, umıie 


Die Integrationen in Beziehung auf « laſſen ſich leicht verrichten, 
fo daſſ die zu beſtimmende Wahrfcheinlichfeit IZ! nur noch ein einfaches 
Integral in Beziehung auf 9 enthalt. Wegen: 
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6V 2 m! n! | | 

= ——— — 

iſt der erſte Werth von IT’ die Mahrfcheinlichkeit, daſſ die Zahl ne 

: q u : eu, me 2 m'n! 3 „ 

nicht größer ift, als Die Größe Fre: ——, welche Die Größe 
A 


4 . 
de fehr wenig übertrifft, und der zweite Werth von IT’ druͤckt die 
2 | Be 

am'n! 


‘ 
Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die Zahl m’ die Größe ——— Y — 


welche etwas kleiner iſt, als — nicht uͤberſchreitet. 

Z. 87. Bemerken kann man, daſſ die beiden erſten Integrale we— 
gen der Grenzen + in Beziehung auf — in den beiden Werthen 
von IT’ diefelben find und das dritte bis auf das Zeichen ebenfalls, 
daffelbe if. Wenn man den Ueberfchuff des erften Werthes uber den 
zweiten mit g bezeichnet, fo hat man folglich: | 


2 42 * 21,2 
a ee a 
0 


und diefe Größe P ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ bie Zahl n7 bie Größe 
' emin! 9 N ee 2 m! n’ 

6: — er übertrifft, aber die Größe re V ar nicht, 

Penn wir: 


‘ 


9 


oV 1 y2 ss 
RE —— 
alſo: 
d 
ee J 
— 


feßen, fo find die Grenzen in Beziehung auf diefe neue Beränderliche 


z wieder +, und wir haben: 
9? 


2 a 
=1-——/, e — dG, 
Vzatr46 


oder was daſſelbe tft: 
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wenn man auch: | 
o=1V 1772, de=V ı -Hy?dt, £=uV ı+7? 


ſetzt. 

Wenn man den Werth, von y beruͤckſichtigt, ſo ſieht man, daſſ 
p wirklich die Wahrfcheinlichfeit ausdrüdt, daſſ die Zahl 7’ zwifchen 
den Grenzen: 


> 3 Va (us m'n’+-u'3 mn) 

Sn Tann 
IR aV al 

liegt, oder der obern Grenze gleih if. Wenn diefes Intervall der 

Werthe von 7° auch die untere Grenze enthalten fol, fo muff man 

zu p die Wahrfcheinlichkeit addiren, daſſ die Zahl 2’ genau diefer Örenze 

gleich ift, welche Wahrfcheinlichkeit durch die Formel (23) gegeben 

wird, wenn man darin: 


— uV?2 3 m!n’ 3 mn 
ul era rn) 
uV ug 


fest. Bezeichnet man die Wahricheinlichkeit, daſſ die Zahl 7° zwifchen 
die beiden vorhergehenden Grenzen fällt, oder einer derfelben gleich ift, 
mit ©; fo hat man auf diefe Weife: 


— u? (uBn'n'+wW3mn 
2 a, ° V ut u. a) 
ol — — e  dH-— — — ⸗ MERERNTER 32) 
VıJu . V 2um'n‘ (uru‘) 


Vergleicht man dieſen Werth von @ mit dem von FR, welchen 
die Sormel (21) gibt, fo fieht man, daff diefe beiden Wahrfcheinlich- 
keiten ſich nur durch ihre lebten Glieder von einander unterfcheiden, und 
folglich faft einander gleich find. Aber wenn die Zahl der kuͤnfti— 
gen Berfuche gegen die Zahl u der bereits angeftellten, nicht fehr Elein 
ift, fo find die mit dem doppelten Zeichen behafteten Glieder der Gren: 
zen von n’, welchen diefe Wahrfcheinlichkeiten & und R entiprechen, 
nicht diefelben, und die Grenzen, deren MWanrfcheinlichkeit & ift, Eon: 
nen weit weniger zufammengezogen fein, als die, deren Wahrfcheinlich- 
keit Rift. 

Denn wenn die Wahrſcheinlichkeit w wenig von der Gewiffheit 
verjchieden ift, fo Fanı man in den Grenzen, worauf fie fich bezieht, 
für n'! und m ihre fehr genäherten und fehr wahrfcheinlichen Werthe 
- und = fegen, wodurch fich diefe Grenzen in: 


— 
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ul 
— 2wWnm(1-+h) 
verwandeln, indem / das Verhaͤltniſſ von u’ zu u bezeichnet. Ver— 
gleicht man fie nun mit denen in $. 83., welchen die Wahrfcheinlich: 
feit Z2 entfpricht, fo fieht man, daſſ fie für denfelben Werth von u 


in dem Verhättniffe von VI+ zu 1 weiter find. Um fie eben 


fo eng, als die in dieſem $. zu machen, müffte man z in dem Ber: 


hältniffe von 1 zu Vı-h vermindern, wodurd auch ihre Wahr: 
fcheinlichFeit vermindert und Fleiner, als ZR gemacht würde. Wenn “ | 
ein ſehr Eleiner Bruch iſt, fo flimmen die Formeln (20) und (24), 


ſo wie die correfpondirenden. Grenzen der Werthe von n° faft überein. 


Diefes Refultat ſtimmt mit dem überein, welches wir in der oben. 


angeführten Abhandlung bereitS auf einem andern Wege gefunden haben. 


Die SE (24) drüdt auch die WBahricheinlichteit aus, daſſ die 


Differen —— — zwiſchen den Grenzen: 


uV2 (u3 m! n'—+ u'3 m n) 
I — 
ut Val 


liegt, oder einer derfelben gleich ifi, und daſſ daffelbe hinfichtlich dee 


. zn’ m ⸗ 
A iſt, wenn man ihre Zeichen veraͤndert. 
u u \ 


Wenn man folglich für z eine folche Zahl, z. B. die Zahl 3 oder 4, | 


genemmen bat, für welche die Wahrfcheinlichfeit & ſich der Gewifiheit 


fehr nähert .G 9, 1 man findet dennoch) durch die Beobachtung 


m’ 


für — I oder — Werthe, welche ſich merklich von dieſen 
4 


MH 


Grenzen entfernen; fo kann man mit einer fehr großen — 


lichkeit ſchließen, daſſ ſich die Wahrſcheinlichkeiten der Ereigniſſe E 
und Z" innerhalb des Zeitraumes der beiden Verſuchsreihen, oder ſelbſt 
während der Verfuche geändert haben. 

Auch kann man bemerken, daſſ die vorhergehenden Grenzen für 
denfelben Werth von zz und folglich bei gleichem Grade der Wahr: 
fcheinlichkeit die größte Amplitude haben, wenn die Zahlen u und u 
einander gleich find, und die Heinfte, wenn die eine dieſer Zahlen ge 
gen die andere, fehr groß if. Wenn iſt, fo ift ud ſehr 


2Vmn n. 
a Va ' 


nahe m'—=m und n'—n, wodurch der Eoefficient von u auf 


reducirt wird. Wenn dagegen u’ gegen u fehr groß ift, fo reducirt 


| 
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. * m 4 n d 
fich diefer Coefficient, weil fehr nahe m’ = = und an ift, auf 


- und ift in dem Berhaltniffe von 1: v2 Feiner, als der vorher- 


gehende, 

$. 88. Allgemein, wenn die beiden entgegengefchten Greigniffe 
E und F, deren unbekannte Wahrfcheinlichkeiten p und 4 find, in 
einer ſehr großen Anzahl zu von Verfuchen refp. mı mal und nmal ftatt- 
gefunden haben, und wenn zwei, andere entgegengefehte Greigniffe &, 
und F’,, deren ebenfalls unbekannte Wahrfcheinlichkeiten mit P, und 
Q, bezeichnet werden, in einer fehr großen Anzahl u=zm, tn, 
von VBerfuchen refp. zn, und n, mal ftattgefunden haben, und die Ber: 


€ . „m m; ‚ n n] ‚ e . , 
haltniffe gr A, fowie * und * ſind betraͤchtlich von einander 


1 i 1 
verichieden; fo muſſ man es als faſt gewiff annchmen, daff die Wahr: 
Iheinlichfeiten p und p, , fowie 4 und 7, ungleich find. Aber wenn 


4 B m Mm, n n, { } 
bie Differenen — , und — ——- Heine Brüche find, fo iſt es 


N 1 x 1 
möglich, daſſ die MWahrfcheinlichfeiten p und p,, fowie g und 7, nicht 
merklich von einander verfchieden find, und daſſ die beobachteten Unter- 
ſchiede daher rühren, daff in den beiden Reihen von u und u’ Berfuchen 
die Ereigniffe nicht fireng in dem Verhältniffe ihrer refp. Wahrfcheinlich- 
keiten flattgefunden haben. Es wird daher von Nuben fein, die Wahr: 
fcheinlichfeit einer Ungleichheit zwifchen den unbekannten Mahrfcheinlichkeiten 
g und ?,, 9 und q,, welche gegebenen, wenig beträchtlichen, gleichen 
und mit entgegengefehten Zeichen bebafteten Differenzen zwifchen den 
Berhältniffen * und * En und — entſpricht, zu beſtimmen, und 
1 1 
womit wir uns nun befchäftigen wollen. 


Die in $. 84. wollen wir mit: 


m v 2mn 


— 
RER 
De 


A a A 


—F | NE m 
einen Werth von > bezeichnen, welcher wenig von — verfchieben ift, 
u 


fo daff v eine pofitive oder negative, aber gegen Ve fehr Eleine Ber: 
änderliche if. Ebenfo fei: 


eng — 
"ı Fı ri 


2” 


ein Werth von 2, , welcher von > wenig verfchieden ift, und worin 
die pofitive oder. negative Beränderliche v, Be Vu, ſehr klein ift. 
Wir wollen annehmen, es ſei: 

— —— 

Wa —— 
wo ô ein kleiner Bruch iſt, welcher poſitiv oder negativ fein kann, D 
haben wir: 


J v mn vo 2m,n 
ee 
deu: M ng "ı 


Bezeichnen wir dieſe Differenz mit 2, fo ergibt ſich: 


- 
P v,Vu,mn 
v,_(0 — z)U, 


Zm,n, aV um, n, 


| 
| 
| 
und wenn & ein Heiner pofitiver Bruch ift und die Wahrfcheintichkeit 
beftimmt werden foll, daff ?,, pP um eine beflimmte Größe, welche we⸗ 
nigſtens —e ift, uͤbertrifft; ſo muſſ man der Veraͤnderlichen z nur po⸗ 
ſitive Werthe geben, welche kleiner find, als e. 


Hiernach ſind die unendlich kleinen Wahrſcheinlichkeiten der vorher 
gehenden Werthe von p und p, ref. Pdo und V,de,, wo de 
Goefficient / durch die Formel (21) gegeben wird und 7, den Wert 
diefer Formel bezeichnet, wenn man darin u), 7n,, 77,9, ftati 
u,m,n,» fest. Die Wahrfcheinlichkeit des gleichzeitigen Gtattfin: 
dend diefer beiden Werthe ift das Product von do und Y, de, 
und wenn man die gefuchte Wahrfcheinlichkeit mit A bezeichnet; 5 wirt 
fie durch das Doppelte Integral: 


„= / [vr,dode, 


Größerer Einfachheit wegen wollen wir das zweite Glied der For 
mel (21) vernachläffigen, fo folgt: 


ee Aa. 


Wenn man in diefes Integral die Veränderliche z für 2 einführer 
will, fo muſſ man für de, das Differenzial des vorhergehenden Wer. 
thes von e, in Beziehung auf 2 nehmen, und da die Veränderliche v, 


ausgedruͤckt. 
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hier als wachfend vorausgeſetzt iſt; fo muff man, damit 2 auch zu⸗ 
nimmt, das Zeichen von de, verändern, fo daſſ man 


—— 


PR Tun 
- Vamın, 


dz 


bat. Außerdem ift: 


— 20(6—z)u] Vmn @-2)’ 


u®m;,n, 


7 (1 + 


— amım 


Das Integral in Beziehung auf # kann, wie in den vorhergehen- 


den Unterfuchungen, von Pe =— 0 bi v=w@ erftredt werden, und 
wenn man: 
oV um, n, + u?mn ($—z)u3 V mn 
a a A 
uV um;n, Vam, n, Va3m,n, Fu$mn 


alſo: RL 
| uV um, n, dx 


3 
Vv ue m nr, tu udmn 


de= 


fest, fo find die Integrationsgrenzen in Beziehung auf die neue Ver— 
änderlihe © wieder Ho. Das Integral in Beziehung auf z darf 


nur von z=e bis 2X genommen werden, und da: 
(9 — 2) us u? 


Ba a ee 
une 2 (um, n,+u?mn) 


J Re > —* 
| / — "da—-V x 
e 


— 9) 


+2, 


ift, fo verwandelt fih der Merth von A inı 
—— D (z— 6)? u3 w1 


Kir Akı — HB ——— 40 
TI ee 2(u®m,n,+u3mn) G 
V2r(umntuimnJ® Pa 


Es ſei nun: 
| Tr — Vaude a: r 

ee me —b, a ee ne 

| V2(w mn, teimn) V2(usm, n, + u®mn) 

und außerdem wollen wir: | 

| | (e— 6) un, Vun 

en een (25) 


v2 (um, nu? mn) 
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ſetzen, wo 1 eine pofitive Größe ift, und dad obere oder untere Zei: 
chen genommen: werden muſſ, jenahdem E>6 oder e<6 if. Di 
Sntegrationsgrenzen in Beziehung auf /Zfid Zum /=a@, unt 
wenn man bemerkt, daſſ: 


2 on n .—U 
* et dı= / et —— et di 
Got ID RI le 2) 
Da Re) ji 
—VYx Eh et dt 


U 
ift; fo ergibt fih endlich: 
‚1 Rn 2 fe —2 

1 TE Ubi el dt, (26) | 
wo der erſte Werth flattfindet, wenn die Differenz; &— o pofitiv m 
und der zweite, wenn dieſe Differenz negativ ift. 

Da das zweite Glied der Formel (21) vernachläffigt ift, fo if 
zu bemerken, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des Falles, wo die Differem 
pP, —p genau =E wäre, auch vernadhläffigt würde, fo daſſ A die 
Wahrſcheinlichkeit ift, daff a2, —p>e und ee dal 27, —p<e ode 
pı -p=eif. In dem Falle, wo e=6 ift, ift die Größe v0, 
und die beiden Werthe von A find A=H, d. h. man kann 1 gegen 1 
wetten, daſſ >, um mehr, ald 6 größer ift, als p. 

Die Formeln (26) dienen auch zur Berechnung der Wahrſchein 
lichkeit, daſſ die unbekannte Wahrſcheinlichkeit Pı größer ift, als ei 
gegebener Bruch, Bu dem Zwecke wollen wir in der Gleichung (25) 


feßen, wodurch fie fich in folgende verwandelt: 


PL. —— 
— 0 
Kı — m; N. 


Da aber die Zahl uw ald unendlich groß EURE wird, ſo 
ift die Wahrfcheinlichfeit 2 zuverläffig dem BVerhältniffe — oder dem 


Bruche © gleich, und folglich ift A alddann die Wohrſch inlichkeit, daſſ 
Pi >:t+® if. Nimmt man größerer Einfachheit wegen oo ſtatt +0 
und feßt auch u, m, n für u,, My, ?,, fo hat man: 


u (e—) —— 7) 2 
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und jenachdem die Differenz @ — F poſitiv oder negativ iſt, druͤckt 


die erſte oder die zweite der Formeln (26) die Wahrſcheinlichkeit aus, 
daſſ die unbekannte Wahrſcheinlichkeit eines, in einer ſehr großen An— 
zahl u= mn von Verſuchen nmal ſtattgehabten Ereigniffes den ge— 
gebenen Bruch © überfteigt. 


$. 89. Um von den verfchiedenen vorhin abgeleiteten Formeln eine 
numerifhe Anwendung zu geben, wollen wir 3. B. den bereits in 
$. 50. betrachteten Buffon’fchen Verfuch nehmen. 

Das Ereigniff FE ift alsdann das Treffen des Wappens und das 
Ereigniff F° das Treffen der Schrift in einer langen Reihe von Wür- 
fen mit demfelben Muͤnzſtuͤckke. Nach diefem Verſuche haben die Zah: 
Ien m und nz, welche ausbrüden, wie vielmal jedes der Ereigniffe E 
und F' refp. bei 2. —4040 fucceffiven Verſuchen ftattgefunden. hat, 
folgende Werthe gehabt: | 
| | 
m—=2048, n=1992, 


k 
N 
' 


und wenn man diefe Zahlen in die Formel (19) fubftituirt, und „= 2 
nimmt; fo erhält man: | 


2 * —f2 
e" dt=0,00468, R=0,99555. 
Vaju 

Bu gleicher Zeit findet man: . 


0,50693  0,02225 


für die Grenzen des Werthes von p, worauf fich diefe Formel bezieht, 
fo daff man ungefähr 224 gegen 1 wetten kann, daff die unbekannte 
Wahrfcheinlichkeit > des Xreffens des Wappen zwifchen 0,48168 
und 0,52918 liegt, oder daſſ die Wahrfcheinlichkeit dieſes Ereigniffes 
=0,99555 ift. | | 
Wenn man die Wahrfcheinlichfeit wiſſen will, daff fie größer, als 
5 it, oder daſſ die Wahrfcheinlichkeit "des Treffens des Wappens groͤ⸗ 
3er iſt, als die für das Treffen der Schrift; fo ſubſtituire man die vor— 
yergehenden Werthe von u, m, n in die Formel (27) und feke darin 
9—4. Wenn man das untere Zeichen, und folglich die zweite ver 
Sormeln (26) nimmt, fo erhält man: | 


u— 0,62298, A=0,81043, 1—A=0,18957, 


velches zeigt, daſſ man nicht ganz 5 gegen 1 wetten kann, daſſ die 
Bahricheinlichkeit für das Treffen des Wappens größer fei, als 4, 
Poiſſon's Wahrfcheintichkeitsr, 2c. | 213 
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Der Buffon’she Berfuch kann in zwei. Abtheilungen getheilt 
werden, wovon die erfte aus 2048 Verfuchen und die zweite aus 
1992 Berfuchen beftehbt, und wo in der erfien Abtheilung das Wap⸗ 


pen 1061 mal und: die Schrift 987 mal getroffen iſt, während in der 
zweiten Abtheilung das erfte Ereigniſſ, 987 mal und das zweite 1005 mal 


ftattgefunden hat. Wermittelft ded Nefultates des Gefammtverfuches 


und der Formel (24) kann man nun auc leicht die Wahrfcheinlichkeit 
berechnen, daſſ die Anzahlen des Treffens des Wappens oder der Schrift. 
in den beiden einzelnen Abtheilungen des Gefammtverfuches zwiſchen 


gegebenen Grenzen haben liegen muͤſſen. Zu dem Zwecke ſetzt man in 


dieſer Formel und in den Grenzen, welchen ſie entſpricht: 


m! m n! n 


d. h. man ſetzt für die Verhältniffe — — 1 = welche nicht als bee 


kannt angefehen werden, ihre fich is dem Sefammtverfuche ergeben 
den Näherungswerthe, was geftattet ift, weil die Zahlen zn’. und n! 


nur in den Öliedern von der Kleinheitsordnung des Bruches —- 
Y 


e ' 5 
vorkommen, und für u feßt man die Gefammtzahl der Verſuche 4040, 


A ———— ———————— 


In Beziehung auf die erſte Abtheilung der Verſuche hat man’ außerdem: 


w“"— 2048, | 


und wenn man, wie weiter oben, —2 nimmt, fo findet man: 


© —0,99598 ah. 


für die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Zahl 7’, welche ausdruͤct, wie viel⸗ 
mal die Schrift getroffen iſt, zwiſchen den Grenzen: # 
100179 


hat liegen müffen, was wirklich der Fall geweſen ift, weil in diefer | 


erften Abtheilung des Verſuches die Schrift 987 mal getroffen ift. 


— ne Truhe * 


In Beziehung auf die zweite Abtheilung des Verſuches hat man: 


u 1992, 
und wenn man wieder u—2 nimmt, fo findet man: 
9—0,99360 | r 


für die Wahrſcheinlichkeit, daff die Schrift eine Zahl 7° von — ge⸗ 
troffen iſt, welche zwiſchen den Grenzen: 
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liegt, zwifchen welchen die Zahl 1005, welche ausdrüdt, wie vielmal 
‚die Schrift getroffen ift, wirklich liegt. Die Brüche find in dieſen 
und in den vorhergehenden Grenzen weggelaſſen. 


Wir wollen nun annehmen, daſſ man nicht wiſſe, ob in den 
beiden Abtheilungen des Geſammtverſuches daſſelbe Muͤnzſtuͤck ange— 
wandt iſt, und nach den Beobachtungsreſultaten die Wahrſcheinlichkeit A 
ſuchen, daſſ in der erſten Abtheilung des Geſammtverſuches die Wahr- 
ſcheinlichkeit fuͤr das Treffen des Wappens die Wahrſcheinlichkeit deffel- 
ben Ereigniſſes in der zweiten Abtheilung um einen gegebenen Bruch 
uͤbertrifft. Zunaͤchſt ſetze man in der Gleichung (25): 


u 1992, m = 987, n 1005, 
| 4,—=2048, m, =1061, n, =987, 
und außerdem: | 
= —— 7. —9,02257, 
| ki pl 
| jo verwandelt fich diefe Gleichung in: 
U (s—0,02257) (44,956). 
Wenn man 3. B. 20,02 ſetzt, fo muff man das untere Zei- 


ben nehmen, und von der zweiten der Formeln (26) Gebrauch ma- 
Bi , und auf diefe Weife erhält mal: 


u—0,11553, — 56589, 1—-0 „43411, 


ſo daſſ man kaum 4 gegen 3 wetten koͤnnte, daſſ die Wahrſcheinlich— 
keit für das Treffen des Wappens in ver erſten Abtheilung des Ge— 
ſammtverſuches um „I; größer ſei, als in der zweiten. Gebt man 
20,025, fo mufj man das obere Zeichen nehmen und die erfte der 
Formeln (26) anwenden. Alddann erhält man: 


1 u—0,10925, A 0, 43861, 1—A = 0, 56139, 


und man koͤnnte noch nicht 1 on 1 wetten, dafj der in Rede fie: 
hende Mehrbetrag groͤßer fei, als — 


| $. 90. Wir wollen bier noeh die Auflöfung einer Aufgabe mit: 
\theilen, welche eine intereffante Anwendung darbietet und auf den vor- 
"hergehenden Formeln, fowie auf einem fogleich anzuführenden Lehnfage 
beruht. 
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Eine Urne 4 enthält eine Anzahl ce von Kugeln, worunter fid | 
a weiße und 5 ſchwarze befinden, fo daſſ «-Hb=e iſt. Zuerſt 
zieht man ganz zufällig fuccefive, oder mit einem Male Z Kugeln aus | 
der Urne, ohne fie wieder hineinzulegen, und dann zieht man wieder | 
u=zm--n andere Kugeln heraus; fo behaupten wir, daſſ die Wahr: 
jcheinlichkeit, bei dem zweiten Zuge m weiße und 2 fchwarze Kugeln 
zu ziehen, unabhängig ift von der Anzahl 2 und der Farbe ver zuerſt 
gezogenen Kugeln, und dieſelbe, als wenn Z= 0 wäre. 

Denn wir wollen annehmen, daſſ die /+ 1 fucceffiven Ziehungen - 
gefchehen; es fei 2 die Gefammtzahl der verfchiedenen Verbindungen von . 
/-+ u Kugeln, welche gezogen werden fonnen, 2’ die Anzahl diefer Vers 
bindungen, worin Die wu letzten Kugeln aus zn weißen und n fhwarzen 
Kugeln beftehen und 2, die Anzahl der Verbindungen, worin die ws erften ı 
Kugeln m weiße und r ſchwarze find; fo ift die Wahrjcheinlichkeit, 
m weiße und n2 fchwarze a zu ziehen, nachdem bereitö Z beliebige | 


Kugeln gezogen find, =—, und die Wahrfcheinlichfeit, m weiße und | 
n ſchwarze Kugeln zu — bevor irgend eine Kugel aus der Ume A 
gezogen ift, ift =. Run find aber die beiden Zahlen 2’ und ;, | 


einander gleih. Denn im Allgemeinen find zwei Verbindungen, wo— 
von die eine aus / beftimmten Kugeln befteht, worauf m andere eben— 
falls beftimmte Kugeln folgen, und wovon die andere Diele “ letzten 
Kugeln zuerft enthält und die / erften zuleßt, gleich möglid, und ind= 
befondere gibt es für jede Verbindung, worin fi) unter den u letzten 
der /-+u aus der Urne Ad gezogenen Kugeln m weiße und rn ſchwarze 
befinden, immer eine andere Verbindung, worin diefe fchwarzen und 
weißen Kugeln unter One u ei Kugeln vorkommen, und umgez | 


ehrt. Die Brüche — und = und mithin Die Wahrfeheinlichkeiten, 


welche fie ausdruͤcken, Ki alfo auch einander gleich, was bewieſen wer⸗ 
den ſollte. 


Die Richtigkeit dieſes Satzes laͤſſt ſich auf folgende Weiſe dat⸗ 


—— 


thun. | 

Wenn die Urne A urfprünglich = weiße und 5 fchwarze Kugeln 
enthält, fo ift die Wahrfcheinlichkeit bei den mn erften. Ziehungen, 
mm weiße und n fchwarze Kugeln zu ziehen, eine Function von @, b, m,n, 
welche wir mit (a,b, m, n) bezeichnen wollen, und ebenfo ift bie 
Wahrfcheinlichkeit, in den ech 2 Ziehungen g weiße und Ah 
Schwarze Kugeln zur ziehen, —=/(a, b, g, h). Da die Anzahl der in 
der Urne A urfprünglich enthaltenen weißen und ſchwarzen Kugeln auf 
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a—g und 5— A veducirt ift, fo wird die Wahrfcheinlichkeit, hierauf 
inu=m-+n neuen VBerfuchen m weiße und n fihwarze Kugeln zu 
ziehen, durch f(a—g, b—h, m, n) ausgebrüdt, und das Pro- 
duct dieſer beiden lebten Snetiön eK bruͤct folglich die Wahrſcheinlichkeit 
aus, m weiße und n fchwarze Kugeln aus der Urne a zu ziehen, 
nachdem bereit 5 weiße und h fchwarze aus derfelben gezogen find. 
Wenn man folglich die Summe der +1 Werthe diefes Productes bil: 
det, welche allen ganzen Werthen oder dem Werthe Null von g und A 
‚entfprechen, und deren Summe —=/ iftz fo erhält man den vollſtaͤndi-⸗ 
‚gen Ausprud der Wahrfcheinlichkeit, aus der Ume A, m weiße und 
ın ſchwarze Kugeln zu ziehen, nachdem bereits Z beliebige Kugeln aus. 
‚derfelben gezogen find. Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daſſ 
dieſe Mahrfcheinlichfeit von Z unabhängig und —=/(a, b, m, n) ift, 
d. h. zu zeigen, dafj man: 

u fa, b, m, m) 
u, wo- fih die Summe 2 von g=0 und h=/ vs g=/ un 
h=0 erftredt. 


Zu dem Zwede bemerken wir, daſſ man nach $. 18. für belie: 
bige Zahlen a und *, deren Summe —« if: | 


p(m, n)p(a— m, b—ın) 


— mn) Eur 
A Mapa ha p(a, b) 
hat, wenn man ber Kürze wegen: 
| L.2.3...0 
a ae DC 0) 


1 EV WO 2 PR N 
ſetzt. 
‚Hieraus folgt: 
fa, b,g, Kfla—g, b—h, m, n) = 
(a, h)pyla—38, 1) y(m, n)p(a-g—m,b-hon) 


| (a, b) 9(a—8, en 
be was daſſelbe ift: J 
Sa b, 8, BE bh, m, n)= 
p(m, n 
y(a, Ds 
Hiernach und vermöge des Werthes von f (a, b, m, n) verwandält 
io die zu verificirende Gleichung in: A 


⸗ 


.(8, h)pg(a— ge —m, b—h—n). 


198 
gla—m,b—-n)=zZgyg(g, Wy(a—g—-—m,b—h-—n), 2 


wenn man den allen Gliedern beider Theile gemeinfchaftlichen Factor 
p(m, > 
p (a, 
man — wenn man will, a+n und b6m ſtatt a und d ſeten 
wodurch ſie ſich in Tele: verwandelt: 1 


Yp(a, Egg, h)g(a 8 b —h). 


Nun ift aber ihr erfter Theil der Coefficient von zeyd in der 
Entwidelung von (z-+yY)E und ihr zweiter Theil ift der Coefficient 
von xeyb in dem Producte der Entwickelungen von (c+y)! und 
(z+y)e-! oder in der Entwidelung von (e+-yY)C, wie der erſte 
heil, und folglich find die beiden Xheile diefer Gleichung rent 
was bemwiefen werden folle. 


$ 91. Wir wollen nun annehmen, daſſ die Zahlen a, 5, a—m, 
a—n fehr groß find, fo laffen fi) die Näherungswerthe von p (m— n),. 
p(a—m, b—n), (a, b) und hierauf der von /(a, b, m, n) ver. 
mittelft * Reihe (3) berechnen, und wenn man dieſe Reihe auf ihr. 
erftes Glied reducirt, fo ergibt fih daraus ein Werth von (a, b, m, * 
welcher auf folgende Form gebracht werden kann: 


— EEE 


hinweglaͤſſt, und da 4 und 5 beliebige Zahlen find; fo kann 


wenn man der Kuͤrze wegen: 
ab r (c ie “) —=H 
2xc mn(a— m)(b—n) © 


Wenn m und n und folglih auch a—m und d-n fid wie d 
und 5 verhalten, fo erreicht jeder der vier Iekten Factoren fein Maxi— 
mum und wird der Ginheit gleich. Sie nehmen ſehr fchnell ab, wenn 
fih m und n von diefem Berhältnijfe entfernen und werden ganz une 


ſetzt. 


merklich, ſobald das Verhaͤltniſſ * nicht mehr ſehr wenig von * ver⸗ 
) 


fchieden ift, fo dafj man die durch die Function (a,b, m,n) aus 
gedruͤckte Wahrfcheinlichkeit nur für Werthe von m und n zu betrach 
ten braucht, welche fich faft wie = und 5 verhalten. Wenn wir alfo: 


ff ul 
‚=! Ve, n=240Ve 


189° 
und folglich: 
a— De ELGVT, eh 0oVc 


i 
i 


‚ feßen, fo fönnen wir 0 als eine pofitive oder negative, aber gegen 
wu > 4 0 [2 [2 
V c ſehr Eleine Größe betrachten , fo daſſ — ein ſehr kleiner Bruch 


iſt, deſſen Quadrat, ſowie alle Groͤßen von der Kleinheitsordnung von 


— TE 
| wit unberudjichtigt laſſen. 


Hiernach haben wir: 


| UCHEE 6cVc cn 0cVc 

\ RE 

| gla-m) 1 1. Be dcVe 
| alc—u) a(c— u)’ N b(c— u) 


und wenn wir die Quadrate der zweiten Glieder diefer Binome ver- 
ı nachläffigen, fo finden wir zunächft durch eine ähnliche Rechnung, wie 
| die in $. 89: 


au a 
m h 
| 6Yeym“n 2.3, m n 
ee et 


* ung le ; 


Wenn wir für die Zahlen zm und n ihre vorhergehenden Werthe 
| em ſo verwandelt ſich dieſe letzte Formel in: 
92 3 
Jan ge =|1 — 63 (a—-b) c* Ve Je 202. 


3 u? a? b? 


| 
Ebenſo findet man die Gleichung: 


e (c — u)\e—m fb(c — u) in 
c(@a— m) c(b— m) Be 


* 02.3 

! | 1 ei Gem) kkr. u i Ah 2(c— ab, 

| 3 (00? ar 22 

welche fich auch aus der vorhergehenden ergibt, wenn man darin zn, n, u 
na—m,b—n,c—u und bas Zeichen von 6 in das enfgegen- 
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gelebte verwandelt. Hieraus ergibt ſich mit dem Finde von Annäper 


rung, wobei wir ftehen bleiben: 
J(a,b, m, n)= 


“* 02.4 

2 A AR 5 a FE Fe 

a1 en ED Ener Ve] e 2(c— u)uab 
8 (c — u)? u? a? b? | 


oder, wenn man: . 
3 eV 2le—r)rab 
ſetzt: 
S@ b, m, n)= — 
uſi- 41° — — —2 


Senna ame. (28) 
3V 2(0—p)wabe 


y 


für die Wahrfcheinlichkeit, die zn weißen‘ und n Schwarzen Kugeln zu: A 


ziehen, indem: 


va tV2(c—u)mabe 
ea Te a ne 


mn — 
BR Re c? “ 
De .@) 
ub an) aber ? 
Bun 
BESTEN 


ift. 


Senachdem die Zahl 1 gerade oder ungerabe ift, ift auch die Dif— 
ferenz A — m gerade oder ungerade. Wenn man mit Z eine ganze po⸗ 


fitive Zahl und den Ueberfchuff von 2 über m mit 27 oder 27 —1- 


bezeichnet, fo muſſ der correfpondirende Ausdrud von 2 vermüge der 
Gleichungen (29): 
—210-+-Y 
fein, wenn man der Kürze wegen: 
c? 
2Y2(c—u)mabe 
fegt und mit Y eine der beiden Größen bezeichnet: 
bu . (a —b)uc 


Ne DE A 


 2VEle—nnabe' 2Y2(c—mnabe, 
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namlich bie ein wenn zu gerade und bie zweite, wenn 1 unge: 
rade ift. 


 . Die Formel (28) drückt alfo, nachdem diefer Werth von Z hinein- 
fubftituirt ift, die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ in den u fucceffiven Bie- 
hungen die Anzahl der fehwarzen Kugeln die der weißen um 27 vder 
27— 1 Einheiten übertrifft. Wenn man folglich fucceffive 2=1, —2, 
=8,... bis die Grponentialgröße et? unmerklih geworden ift, oder 
wenn man will, bis — feßt, und dann die Summe der Reful- 
tate nimmt; fo drüdt diefe Summe die Wahrfcheinlichkeit aus, daff in 
den u Biehungen die Anzahl der fchwarzen Kugeln die der weißen um 
eine beliebige gerade oder ungerade Anzahl von Einheiten übertrifft. 
Bezeichnen wir diefe Wahrfcheinlichkeit mit s, fo haben wir: 


le dezin] 
weder] en 


—»HT — 
i B 3V2(c—u)uabe 


wo 3 eine Summe bezeichnet, welche fih auf ale Werthe von 
=y+26 bis 2=@ erftredt, welche um gleiche Größen, nämlich 
um 25 zunehmen. Da nun 25 nach der Vorausfekung ein fehr klei— 
ner Bruch ift, fo läfft fich die Summe 2 durch eine nach den Poten- 
zen dieſer Differenz geordnete, fehr fehnell convergirende Neihe ausdruͤ— 
ten. Denn wenn man die unter dem Summenzeichen S ftehende Fun— 
tion von’ Z mit 7 bezeichnet, und bemerkt, daſſ diefe Function, fowie 
alle ihre Differenziale an der Grenze Z=@ verſchwinden; ſo hat man 
nach einer von Euler herruͤhrenden Formel: 


sT=,/ Tdt —1k— Be Zu _ 


dT 43T 
wo k,.k', K', ... die Werthe von T, eng: . find, welche 


—y entiprechen. Nach den Gleichungen (29) hat man überdies bei 
demfelben Grade von Annäherung, ald vorhin: 


tu(@—)V 2(C— Wuabe 
EB N) 
c3 


 (a— m) —— 


u? ab 


MN. — — 
c? 


— — 


c3 Bet 


und wenn man den Werth von 5 berudfichtigt; fo folgt: 
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1 ne —1— ZN], | er 
20 Vr! a | 
Er 


ee N) uabe 


Da die von k', k" ... abhängigen Glieder in dem Ausdrucke R 
s mit H multiplicirt find, fo enthalten fie die Factoren 2, 04,08 i 
und müffen vernachläffigt werben, und wegen: ! 


ae — 2 
u e 1di=!e — a kun Mai , 
ergibt ſich aus diefen verfchiedenen Werthen: 

ı f» 9 ha 
se at Te x 
Va | 
wenn man der Kürze wegen: | 
(-)e-2)@ tar) +3 _n 
6Y2aC—u)abe 


ſetzt. 
Es ſei v eine poſitive Größe, und — die Größe Y po 
oder negativ ift, wollen wir v==EY feßen , ſo erhalten wir wegen | 


Sr ara — 
—d’ V 


endlich: 
eg a Re 4 
ve — 
(30) 
Ss = — EB El Fer # 
VaJv | Fu 


+ 


wo der erfte Werth von s flaftfindet, wenn y<O ift, und der zweite, 


wenn >60 ift. 
Penn man in der Formel (28) 2=Y febt und dad Reſultat 


mit o bezeichnet, fo erhält man: 
2.017 Mm 
Di. ae (81) 
V2azlc— p)mabe 


r die Wahrſcheinlichkeit, daſſ in 72 Ziehungen die DE m. und n 
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der weißen und fchwarzen Kugeln einander gleich find und jede die 
Hälfte von u ift, was nur möglich ift, wenn u eine gerade Zahl: ift. 

$. 92. Wir wollen nun aunehmen, daff, nachdem aus der Urne 
A, u Kugeln gezogen find, fucceffive u’, dann u”, u. f. f. andere 
| Kugeln gezogen werden, bis alle in diefer Urne enthaltenen c Kugeln 
‚aus derfelben herausgezogen jind, fo daſſ: 


EZR FW FH TE... 


iſt. Berner wollen wir annnehmen, daſſ jede der Zahlen uw’, u", ..., 
‚fo wie die Zahl u fehr groß ift, und mit s’, 8“, die Werthe von s be: 
‚zeichnen, wenn man fucceffive w', u’, .». für u feßt und von der er: 
‚fien oder zweiten der Formeln (30) Gebrauch macht, jenachdem im 
Anfange der Ziehungen die Anzahl-d-vder in der Urne A enthaltenen. 
Ihwarzen Kugeln größer oder Eleiner ift, ald die Zahl @ der weißen 
Kugeln, fo daff die Größe y negativ oder pofitiv wird, Nach dem 
Lehnfaße in 8. 90. werden die Wahrfcheinlichkeiten, in den fucceffiven 
Zügen von u, u, u, ... Kugeln mehr fehwarze, ald weiße Kugeln 
zu ziehen, durch die Größen s, s’, s'', s.. ausgebrüdt, fo daſſ fie fich 
nur nach Verhältniff des Unterfchiedes von u, u’, u, ».. ändern und 
alle einander gleich fein würden, wenn dieſe ‚Zahlen einander Fi 
wären. Es fei r das Mittel aus den Werthen von s, s’, s", 


d. b.: 


\ 


—* 
r= — (sts! +s'!+s''+ete.), 
& 


wo & die Gefammtzahl der. Ziehungen ausdrüdt. Wenn man wieder 
annimmt, daſſ @ fehr groß if und Die Anzahl Diefer @ Ziehungen, 
worin mehr ſchwarze, als weiße Kugeln gezogen werden, mit 7 bes 
zeichnet, fo ift die WahrfcheinlichFeit, daff 7 zwilchen gegebenen Gren- 
zen liegt, nach) dem erſten Sabe in $. 52. dieſelbe, als wenn alle 
Wahrfcheinlichkeiten s, s', 8“, ... unter einander und ihre Mittelwerthe 
r gleich wären. Setzen wir alfo a,r, Ir für u, g,p in die 
Formel (17), fo erhalten wir: 


2 N 1 
R=1-— if; en dh —— er 
VraJ v2 xar(1—r) 


* die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahl 7 zwiſchen den Grenzen: 


— 


liegt, oder einer derſelben gleich iſt, wenn z eine gegen Vei fehr Kleine 
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Zahl iſt. Diefes ift die Auflöfung der Aufgabe, welche wir uns ge— 
ftellt haben, und bie Anwendung bderfelben bezieht fi auf die Wahlen 
der Deputirten in einem großen Lande, wie z. DB. in Frankreich. 

Die Zahl der MWählenden in ganz Frankreich wird durch c aus 
gedruͤckt, die unter ihnen, welche eine beſtimmte Meinung haben, durch 
a und die Anzahl der von der entgegengefeßten Meinung durch) D oder. 
ce - a. Die Sefammtzahl ce wird in « Wahlcollegien getheilt, wovon! 
jedes einen Deputirten wählt, fo daſſ der in einem Wahlcollegio ges 
wählte Deputirte von der zweiten oder der erften Meinung ift, je nach— 
dem die Anzahl der der einen oder der andern Meinung angehörigen Waͤh— 
Yenden das Uebergewicht hat. Man fol alsdann die Wahrfcheinlichkeit 
R beftimmen, daff die Anzahl 7 der Deputirten, welche der zweiten 
Meinung angehören, zwifchen gegebenen Grenzen liegt, wenn vorausgefeßt 
wird, daſſ die Abtheilung der Wählenden in « Wahlcollegien zufälli 
geſchehen iſt, d. h. wenn man annimmt, 3) auf der allgemeinen Lifte 
u Wählende für ein erſtes Wahlcollegium, wu’ für ein zweites, u’ für 
ein drittes, u. ſ. f. zufällig genommen werden, und wenn man für, 
die Grenzen von 7 die eben angeführten nimmt, fo wird die gefuchte 
Mahrfcheinlichkeit A durch die vorhergehende Formel ausgedrüdt. 

Obgleich jedes Wahlcollegium aus Wählenden deffelben Bezirkes 
und nicht aus Waͤhlenden beſteht, welche, wie wir es vorausfeßen, 
ganz zufällig aus der allgemeinen Lifte genonmen find, fo fann es 
doch von Nußen fein, zu erfahren, was in diefer Vorausfekung ftatte 
finden würde und nun an Beiſpielen gezeigt werden foll. 

$. 93. In Frankreich, beträgt die Anzahl der Wahlcollegien, fo 
wie die der Deputirten 459, und, man fann die Gefammtzahl der 
Wählenden auf ungefähr 200000 anfchlagen. Wir wollen annehmen, 
daff die Zahlen u, u’, u, ... alle einander gleich find, und wenn rüg 
u eine ungerade Zahl genommen wird, 


«—459, u=435, c=eu—199665 
feßen. Ferner wollen wir annehmen, daſſ: | 
a=94825, 5=104835 


ift, fo daf der Unterſchied zwiſchen der Majoritaͤt und Minoritaͤt un⸗ 
gefahr „U, der Geſammtzahl der Waͤhlenden beträgt. Die Größe Y iſt 
negativ. Man ſetzt daher ⸗ — — Yy, und wenn man ben Bo der. 
beiden Werthe von 7 in $. 91. nimmt, fo folgt: 


1 N 
vn 0,77396 ' —7 fi e 2 di — 01 3684, 
IC 7 
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und vermoͤge der erſten der Formeln (30) hat man: 
| s—0,85426, 1 — s— 0,14574. 

Die Wahrſcheinlichkeit einer Wahl in dem Sinne der Majorität 
der Wählenden wide alfo größer fein als 37, und obgleich die Mi- 
morität nicht beträchtlich von der Majorität verfchieden ift, fo würde fie 
doch Faum mehr, als „4 der Deputirten zu wählen hoffen koͤnnen. 
Sest man diefe Werthe von s und 1—s fürr und L—r in ven 
Ausdrud von Ft im vorhergehenden $., feßt & — 459 und nimmt u — 2: 
Io findet man: 


| R= 0,99682 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Anzahl der durch die Majorität ge= 
wählten Deputirten zwifchen den Grenzen 392 F21 und die Anzahl 
ver von der Minorität gewählten Deputirten zwifchen den Örenzen 
SCHI liegt. . Die Amplitude diefer Grenzen ift gegen die Zahl « 
eträchtlich, weil & nicht fehr groß. ift. | 

Wir wollen wieder annehmen, dafj die Differenz; 5 — 4 ungefähr 


2 von € beträgt, aber für ww eine ‚gerade algsiphnen. Wir feßen 
aher: 


«—459, u=436, c=au=200124 
md außerdem: | 


@— 95064, 5 =105060. 


858 ift wieder = — y, aber man muſſ für y den erſten Werth in 
} 91. nehmen. Auf diefe Weife findet man; | 
u 


— 1 * 
— 0,74006 N ——/, — dti— 0,14764, 
ı MaJo * 


ind hieraus folgt: 


s—0,84279, 1—s=0,15721, 

Uber da m eine gerade Zahl ift, fo ift der Fall von m—n mög: 
ich; feine Wahrſcheinlichkeit ift nach der Formel (31) 0 — 0,92218, 
md wenn man die Hälfte davon zu dem Werthe von 5 addirt; fo 
ae man 5— 0,85388, welche Größe wenig kleiner ift, als die, 
welche ftattfindet, wenn su eine ungerade Zahl ift. 


Um den Einfluff der ungleichen Anzahl der Wählenden in den 
serichiedenen Wahlcollegien nachzumeifen, wollen wir annehmen, daſſ 
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die eine Hälfte der Geſammtzahl der Waͤhlenden unter das eine Orit 
tel ver Wahlcollegien und die andere Hälfte unter die beiden andern 
Drittel gleich vertheilt fei. 

Um die vorhergehenden Formeln auf das erſte Drittel | 
feßeh wir: 


| 
| 
| 


3e=153, u=654, 424100062, 
und um fie anf die beiden andern Drittel anzuwenden, ſetzen wir: 
30= 306, u=327, 3@u=100062. 
Ferner wollen wir: | 
a—=95062, b=105062, c—200124 


ſetzen, fo daſſ der Unterfchied zwifchen der Majorität und Minorität 
ungefähr wieder I der Gefammtzahl der Wählenden beträgt. Im 
erften Falle, wo. u eine gerade Zahl ift, findet man: a 


s—0,89429, 0=0,01376, s+4 10 0,90117 
und im zweiten Falle, wo Wu eine ungerade Zahl ift, erhält man: 
5060,81981. 
Hieraus folgt alſo: 
— > (0, 901 17-+0, 81081)= 0, 86049 


für die mittlere Wahrfcheinlichkeit einer Wahl im Sinne der Majorität, 
welche, wie man fieht, etwas größer: ift, als wenn: alle Wahlcollegien 
aus derfelben Anzahl von Wahlenden beftehen. 

Wenn der Unterfchied 54 — a zwifchen der Majorität und Nino 
rität zunimmt, fo nimmt die Wahrfcheinlichkeit der Wahlen in dem 
Sinne der Minorität fehr ſchnell ab, fo. daff fie fehr bald Null wird, 
Um diefes zu zeigen, wollen wit annehmen, dafj die. Wählenden unter 
die Wahlcollegien gleich vertheilt find, für @, u, e diefelben Zahlen 
nehmen, ald im erften Beiſpiele und außerdem: | 


a—=89835, 5b=109830 


feßen, fo daſſ die Differenz; — a ungefähr Ze umd folglich doppelt 
fo groß, als vorhin iftz fo ergibt fich: 


s—=0,98176, 1—s— 0,01824, 
fo dafj die Wahrfcheinlichkeit einer Wahl in dem Sinne der Minorität 
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ungefähr nur noch 1; beträgt. Wegen der Kleinheit von s muff man 
fih zur Beflimmung der Wahrfcheinlichfeit P, daff die Anzahl folcher 
in der Gefammtzahl der Wahlcollegien ftattgehabten Wahlen eine gege⸗ 
bene Zahl m nicht uͤberſchreitet, der Formel in $. 81. bedienen, Setzt 
man in diefer Formel: 


oa—Za(ll — s)= 8,8713, n=15, 
d. ergibt fich daraus: 
| P=0,98713, 1— P=0,01287, 


voraus erhellet, dafj man faft 100 gegen 1 wetten kann, daff nicht 
nehr, als 15 Deputirte von der Minorität gewählt werden. Wenn 
nan den Unterfchied zwifchen der Majorität und Minorität auf 30000, 
» h. auf 3 der Gefammtzahl der Wählenden fteigen läfft, fo findet 
nan, daſſ die MWahrfcheinlichkeit L—s unter 1000 berabfinft, und 
vafj es folglich ſehr wahrfcheinlich wäre, daſſ Eein einziger Deputirter 
von. der Minorität gewählt würde. 


Vierte Kapitel 


Sortfesung der Berechnung der WahrfcheinlichFeiten, 
welche von ſehr großen Zahlen abhängen. 


$. 94. Wir wollen und nun mit der Ableitung der Formeln für 
eraͤnderliche Wahrfcheinlichfeiten befchäftigen, welche uns zu den Be- 
eijen der drei in $. 52. und $. 53. ausgefprochenen allgemeinen 
Säbe, woraus wir das Gefeh der großen Zahlen abgeleitet ha=' 
en, führen werden. u 

Wir wollen daher eine Reihe vom u —=m-+n fucceffiven Verſu— 
gen betrachten, mährend welcher, ſich die Wahrfcheinlichkeiten der bei- 
en entgegengefeßten Greigniffe Z und Z’ auf eine beliebige Weife än- 
ern, dieſe Wahrfcheinlichkeiten bei dem erften Verſuche mit p, und 91, 
ei dem zweiten Verfuche mit p, und g,,... und bei dem lebten. 
Serfuche mit p. und 9, bezeichnen, fo daſſ: \ 


Pıt91=1,Pp2t9a=1,... Putgu=1 


ſt und die Wahrfcheinlichfeit, dafi Fund F in einer beliebigen Ord— 
ung mmal und nmal flattfinden, U nennen; fo ift U nad ver 
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Regel in $. 20. ber Coefficient von up" in der Entwidelung des 
Productes: 


pP, 99,) ... (up gu). 
Seht man aber: | 
u=eV-1 ger ?V-1, 


fo wird das Glied Uumpn viefes Products = U em-nevYZy , und 
alle uͤbrigen Glieder enthalten andere Erponentialgrößen, als em-m)evV Zi, 
Bezeichnet man alfo diefes Product mit A, multiplicirt daffelbe, fowie 
feine Entwidelung, mit,e-m-n)eV Zi dx und integrirt dann von 
a —ı bi za, fo verfhwinden alle diefe übrigen Glieder, und 
man hat blos: J 


XνV—, 


welches daraus folgt, daſſ, wenn zZ und 2° zwei ganze Zahlen aus— 
druͤcken, welche poſitiv, negativ, oder Null ſind, und wovon die erſte 
z=m — m ift, man hat: 


ig -1I -uV -ı 
fi av F DV URN 


N | 
1% [cos @— 2) 2+ Sin @)z V -ı1]d«=o, 

wenn 2 und 2” von einander verfchieden find, und: 

— —— he 


wenn #3 if, | 
Zu gleicher Zeit haben wir: 


up te gZ=c00s2+(p—9;i) sinaV —1, 
und wenn wir: | 
605? x+(p,— 9)? sin? 2x0? 


— jo wird es einen reellen Winkel 7, geben, welcher fo beſchaffen 
iſt, daſſ man: 


1 1 — 
— 08 2Z.00851,, — (pP, — 9) Sinæ &Sinr, 
e; 0; 


« 


209 ‘ 
hat, woraus folgt: | 
ra 7 
up trmzgeiiT, 


Das Zeichen von Q, iſt zweideutig, und um die Begriffe zu firiren, 
wollen wir diefe Größe als pofitiv betrachten. Sekt man der Kürze 
wegen: 


01 02 93... y=F, 
A | hr hrsn... nu, 
jo verwandelt fich das mit X bezeichnete Product in: 
| Kr Yen 
und es ift folglich: 


| u=.fl. Fcos{y—(m—n)z]dx-+ 


Yıy a | 1 
* Vsin y—(m—n)x]lda. 
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Wenn die Werthe von — einander gleich und von entgegengeſetztem 
zeichen find, fo find es die von 7, auch und die von 0, find einander 
lei). Das zweite beſtimmte Integral verfchwindet folglich, weil es 
us Elementen befteht, welche paarweife einander gleich und von ent— 
yegengefektem Zeichen find, und dieſes muſſ in der That der Fall fein, 
veil U eine reelle Größe if. Wenn vie Winkel x einander zu zwei 
echten ergänzen, fo ift diefes mit den Winkeln v, vermöge der Aus- 
wüde für sinr, und cosr, auch ver Fall; die Summe ver beiden 
Berthe von y—(m—n)x, welche ihnen entfprechen, iftalo -unr— 
m—n)nm, oder =2nn, und folglich ändert fich der Cofinus von 
— (m—n)x nicht. Daffelbe gilt hinfichtlich der Werthe von Y, 
daſſ die = und m— x, fo wie die x und — x entfprechenden Ele— 
unte des erften beftiimmten Integrale einander gleich find. Laͤſſt 
an alfo Das zweite Integral hinweg, reducirt die Grenzen des erften 
uf Nul und 4x und multiplicirt das Nefultat mit 4, fo erhält 
tan: 


U=—"" Yoosly — (m—n)x'dz. (i) 
I 0 Fr 


Die angezeigte Integration laͤſſt fich nach den gewöhnlichen Re— 
| Poiffon’s Wahrſcheinlichkeitsr. ıc, 14 
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geln immer unter endlicher Form bewerfftelligen. Aber wenn u Fein 
fehr große Zahl ift, fo iſt dieſe Formel bei der ‚Berechnung des Wer 
the von U von feinem Nutzen. Iſt dagegen diefe Zahl fehr groß, ſi 
ergibt fich aus diefer, Formel, wie man fogleich fehen wird, der Werl 
von U mit einer fo großen Annäherung, als man nur will, 

$. 95. Für 2=® reducirt fich jeder der Factoren von F auf di 
Einheit und ift für jeden, zwifchen den Integrationsgrenzen liegende 
Wert) von x Heiner, als die Einheit. Wenn alfo zu eine fehr groß 
Zahl ift, fo ift Diefes Product im Allgemeinen für alle Werthe von a 
welche nicht fehr Hein find, eine fehr Kleine Größe und F verfchwinde 
für alle endlichen Werthe von x, wenn ze unendlich wird. Hiervor 
findet nur dann eine Ausnahme flatt, wenn die Factoren von F ohn 
Ende gegen die Einheit convergiren; denn bekanntlich kann das Pro 
duct aus einer unendlichen Anzahl folcher Factoren eine endliche Groß 
zum Werthe haben, Wegen: 


würde dieſer Umftand nur fattfinden Tonnen, wenn eine der Wahr 
feheinlichfeiten der beiden Ereigniffe. & und F oder: ihr Product p,q 
während der Reihe der Verſuche ohne Ende abnähme Wird alfo die 
fer befondere Fall ausgefchloffen, fo Fanıı man, wenn u eine fehr groß 
Zahl ift, die Veränderliche x als eine fehr fleine Größe‘ betrachten um 
den Theil des vorhergehenden Integrales, welcher den übrigen Werthei 
von x entſpricht, unberudfichtigt laſſen. 


Entwickelt man alsdann nach den Potenzen von x”, fo erhält mat 
die fehr convergirende Reihe: 


a Bein +@P4—-2pRgD =* — ee. 
und folglich : 
lg, =—2 HM n2?+ EpıH7IPpR ge)! — etc, 
woraus folgt: | ER. 
log Kir uk?x ?+u(4k kt) ante, 
wenn man der Kürze wegen: 
229, ,=uk?, 42p7 9? —uk'?, etc. 


ſetzt und die Summe I von 2=1 bis — w erſtreckt. Wenn mat 
ferner; | ’ 
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— — 
V% 
et, Die neue Veränderliche z als eine ſehr Heine Größe gegen Vu 
* und die Groͤßen von der Kleinheitsordnung von Inn unbe= 
na 

hehe laͤſſt, fo folgt: 

Y=-. 
dach den Werthen von 0, und sin r, hat man ferner: 

= (RZ IMErEm—W)PrNzH ee 


Mit > und g wollen wir die mittlern Mahrfcheinlichkeiten von 
und F während der ganzen Verſuchsreihe bezeichnen , fo daſſ: 


— Ya me p+9=1 


, wo ſich die Summe S wieder von 71 bis U erſtreckt, und 
er Kürze wegen: 


4 | | 

a PB mPru—h 
ken. Behält man blos die Größen von der Kleinheitsordnung von 
* bei, ſo ergibt ſich zunaͤchſt: 


* a“, 23h 
® Y=z(p— IV u+ 
| a er 


id dann: 


cos I—-(m—n) x] = cos (zEV u) 1a — (zg ev 


y der Kürze wegen: 
m n 
a: ———— 


etzt iſt. 
Subſtituirt man Werthe er Y und cos [y— (m _—n) =] 


die Formel (1) und fest, darin 25 dz ftatt dx, fo fommt: 
M 
14 * 
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2 ee er 
— e cos(zgV 1) 
aVYuLl. 
forte 26 sineg nd 
NR BR Tina SR 1017 de |. 
Vu 


Da der Fall, wo die Werthe von >, und g, ohne Ende abnehe 
men, ausgefchloffen ift, fo Fann 42 Feine fehr Eleine Größe fein, 
Fur Werthe von z, welche mit V u vergleichbar find, ift folglich Die 
Grponentialgröße e +??? unmerflich, und obgleich man diefer Beränderlis 
chen nur fehr Kleine Werthe gegen Vu geben darf, fo kann man nun 
das Integral über diefe Grenze hinaus erfiredfen und ed, wenn man 
will, von z=0 bis z=w@ nehmen, ohne feinen Werth merklich zu 
verändern. Nach einer bekannten Formel hat man alddann: 


U 


= or 7 
f: ER Cooszg VYW)dz— % 
f ; 


Differenzirt man diefe Gleichung fucceffive in Beziehung auf 4 und k, 
fo ergibt fich daraus 


Bi: e #2? 23 (sinzgV u)dz el tt +28). u | 


und vermittelft diefer Werthe verwandelt fi) der ven U in: 
IR 5 Be" : 
R 1 2 sh HEN RR — 
U=——e el (3 )⸗ in . | 
kV ru ak5V zu BETT | 
hg? | 
N PR: 0 
Megen der Erponentialgroße e ar iſt dieſe ee 


unmerfli, fobald g nicht von der Größenordnung des Bruches 4 
Mi 


iftz aber wegen p+g=1 und m+-n=u kann diefe Größe g nicht 
von dieſer Größenordnung fein, wofern dieſes nicht einzeln für ꝓ Be | 
| | [1 


ud g— — welches uͤberdies gleiche Groͤßen mit entgegengeſetztem a 


chen find, der Fall if. Wenn man folglich: 
u ale Bu ko 2k0 
a nz; 
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fest, fo hat die Wahrſcheinlichkeit U nur für MWerthe von 6, welche 

pofitiv, negativ, oder Null, aber gegen Vu fehr Elein find, merkliche 

Werthe, und hieraus ergibt fich endlich) ; 

ok k6 

kV zu NT #“V x 

für die Wahrfcheinlichkeit, dajf die Zahlen zn und rn folgende Wertye 

haben : 


(3-5 202) ri (2) 


m=pu—0kVu, n—qu+tokV u; 


d. h. Werthe, welche faft den mittleren MWahrfcheinlichkeiten p und g 
und der Zahl u der Verſuche proportional find. 
$. 96. Sollen m und n ganze Zahlen fein, fo muſſ 9 ein Viel: 
1 | 
faches von V oder —O fein. Setzt man in der Formel (2) 0%, 
F 


ſo erhaͤlt man — für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Zahlen m 
2 Tu 


und n fi genau wie p und g verhalten. Bezeichnet man mit 2 eine 


e N x 1 ß a 
pofitive Größe, welche ein Vielfaches von Vz ist, fest in der vor: 


hergehenden Formel *fucceffive 6 — ! und H=L und addirt die bei- 
| —J 2 ru 
den erhaltenen Reſultate; fo drudt ihre Summe —— die Wahı- 
- / IE 4 


fcheinlichfeit aus, daſſ m eine ber beiden. Zahlen > uzkıiV u, und 
n eine der beiden Zahlen gutkiV u ft. Es fei: 


1 
eg 
3 Val nt | 
u ein gegebened Vielfache von o; ferner werde in der vorhergehenden 
Summe fucceffive 2=6, =26, =3Ö6,... bis !=u gefekt und 
die Summe aus den erhaltenen Nejulten und dem 6 0 entjprechen: 
den Werthe von U mit FL bezeichnet; fo haben wir: 


—— 
kV 3 u A kV x u 
für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Zahlen 2 und 2 zwifchen den Grenzan: 
purukV u, qutukV u 


liegen , oder einer derfelben gleich find. 
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bis Zu, welche nach derfelben Differenz d zunehmen; allein 

Eann für diefe Summe den Unterfchied der Summen von e °” für 
die Werthe von 2=6 bis Zw und von Z=u-+öbs neh— \ 
men, Nach der bereits in $. 91. angewandten Euler’fhen Sormel 
wird das Product aus diefer (eßten Summe und Ö mit dem Grade 
von Annäherung, bei welchem wir ftehen bleiben müffen, d. h. indem. 
man das Quadrat von Ö vernachläffigt, durch: 9 


MD 

Fi Ö 2 
de IN 
Ju J 2 


ausgedrudt. Wenn man u—0 fest, fo erhält man auch: 
Apr w—106 


ERS | 
Das Summenzeihen I bezieht fih auf die Werthe von En 
man 


— — 


für die von Z=9 bis 2=w genommene und mit Ö multiplicirke 
Eumme Wenn man aljo von dieſer letzten Größe Die vorhergehend 
abzieht und durch Ö dividirt, fo erhält man: 


Ze : =; Var fe e ERR RN u 9 


für die im Ausdrucke von A vorkommende Summe, und mit Beruͤch 
fihtigung des Merthes von Ö verwandelt N. diefer Ausdrud in: · 


I Bar — —— 

— 441 

Wenn die MWahrfcheinlichkeiten pP, und q,; conſtant und folgl 4 

den mittleren Wahrſcheinlichkeiten p und g gleich ſind, fo hat man 
k=V2 P9, fo daff die Formel (3) und die vorhergehenden Grenzen 
von zn und rn mit der Formel (17) in $. 79. und den ihr entfprer 
chenden Grenzen uͤbereinſtimmen. Diefe, Uebereinftimmung zweier Nez 
fultate, welche durch fo verfebiedene Methoden erhalten find, koͤnnte, 
wenn es noͤthig ware, zur Beſtaͤtigung der Richtigkeit unſerer SE 
gen dienen. 
- Nimmt man für. zz eine etwas beträchtliche Zahl, 3. B. die Zahl 

3 oder +, fo ift der Werth von /Ü fehr wenig von der Einheit ver— 
ſchieden. Wenn man alfo bie Anzahl u der Verſuche ter groß — 


nimmt, ſo iſt es faſt gewiſſ, daſſ ſich die Verhättniffe — *—. UND — 


fehr wenig von den mittleren Göafirfineintichteiten p und pn enkfernehi 
welchen fie fich deſto mehr nähern, je großer zu noch, wird, und welchen, fie 
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— 
in aller Strenge gleich werden würden, wenn unendlich groß wuͤrde⸗ 
wodurch alſo der erfte der beiden allgemeinen Säbe in. 52. bewie— 
ſen ift. | RN | 

97. Es Sei nun A irgend eine zu beftimmende Größe, welche 
‚mehrere pofitive oder negative Werthe haben’ Fann und welche wir. als 
Vielfache einer gegebenen Größe @ betrachten wollen. Diefe Wertbe 
ſollen zwifchen den Grenzen © big 860 incl. liegen, fo Da Er 1 
‚ihre Anzahl if, wo © und E ganze Zahlen bezeichnen, welche aud) 
—o fein fünnen, und wovon die zweite, ihrem abfoluten Werthe 
nach, größer ift, als die erfte, nd ea tft, wenn A nur einen ein: 
zigen Werth haben kann. Es ſind nicht blos alle moͤglichen Werthe 
der zu beſtimmenden Größe A bei jedem, Verſuche ungleich wahrſchein— 
lich, ſondern es wird auch groͤßerer Allgemeinheit wegen vorausgeſetzt, 
daſſ ſich die Wahrſcheinlichkeit deſſelben Werthes von einem Verſuche 
zum andern ändert. Wenn alſo eine beliebige Zahl iſt, welche 
zwiſchen & und s liegt, oder einer dieſer Grenzen gleich iſt, ſo wollen 
wir die Mahrfcheinlichfeit des Werthes rc von A bei dem erften Ver— 
ſuche mit N, bei dem zweiten Verſuche mit Na, etc. bezeichnen. 
Iſt alsdann s die, Summe der Werthe von A, welche bei ww. ſucceſ⸗ 
ſiven Verſuchen ſtattfinden, ſo kommt es darauf an, die Wahrſcheinlich⸗ 
keit zu beſtimmen, daſſ dieſe Summe zwiſchen gegebenen Grenzen liegt. 
Mir wollen die Wahrſcheinlichkeit, daſſ s genau =mo iſt, 


wo. m eine gegebene Zahl bezeichnet, welche zwifchen @.und & liegt, 


| 
) 


‚oder einer diefer Grenzen gleich ift, mit IT bezeichnen. Bildet man 
das Product: | 


| ZN; mo, ZN, eo ZN; a8... 1 ZNER, 


"worin 7 eine unbeftimmte Größe ift und das Summationszeichen 3 
ſich auf alle Werthe von n—=« bi8 n—E erſtreckt, und entwidelt Dies. 
fes Product nach den. Potenzen von 2°, fo ift leicht einzufeben, daft 
IT der Goefficient von 2° in dieſer Entwidelung if. Fur den Hall 
‘a1 ift diefes einleuchtend. Wenn u —2 iſt und n'o,n''@ bes 
zeichnen zwei. Erponenten von Z, der eine aus ber erftien und Der 
‚ andere aus der zweiten Summe 3; fo ift klar, daſſ der Werth m 
von A auf fo viele verſchiedene Weiſen ftattfinden kann, als die lei: 
chung n"—n"—= m verſchiedene Aufloͤſungen geftattet, wenn man für 
m’ und n’' Zahlen von ® bis, 8 nimmt, Die Mahrfcheinlichfeit jeder 
| diefer Arten ift das Product der Werthe von N, und N,, welde je 
| dem Paare der Zahlen zı’ und nm‘ entſprechen. Folglich wird die To— 
talwahrſcheinlichkeit von s=mo durch den Coefficienten von DRIN 


| 


1 
| 
| 
dem Producte der beiden erften Summen I ausgedrüdt. Dieſe Schlüffe 
Iafien ſich Leicht auf den Fall von u=3, —=4, etc. ausdehnen. ı 
Wenn alle die Größen N,, Na, Ng, ... einander ‚gleich find, ſo 
verwandelt fih ihr Product in die Pi Potenz eines der Polynome, | 
welche den Summen & entfprechen, und Diefer Sal ift bereits in 8. 1m | 
betrachtet. 

Seben wir nun: 
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— a En 


und bezeichnen Das Product der u Summen F mit X, fo haben wir 
wie weiter oben: 


63 feien num 2 und 7° zwei gegebene Zahlen und P die Wahrfcheins 
lichkeit, dafi die Summe s zwilchen den Grenzen zo und 2’ liegt, 
oder einer derfelben gleich ift, fo ergibt fih der Werth von P aus 
dem von ZT, wenn man darin fucceffive m=7,—:+-1,=74+2, 

.—ı. febt, und da die Summe der —— Werthe von 


durch: 
in le Hay —1 Ne ve di 


2 sin} 0 


ausgedruͤckt wird; fo folgt: ’ 
— EN a rear 
ER Sy - day Zi. „edv | A 
JI —ı 


dr 


Zur Vereinfachung Diefer Formel wollen wir annehmen, daſſ © 
eine unendlich Kleine Größe fei, für z und z’ zu gleicher Zeit unendlich 
große Zahlen nehmen und: 


io=c—e:,!o=c+4e, dO=or, dd=oadzx 


fehen, wo c und & gegebene Gonftanten find, wovon Die zweite pofitiv 
ift, damit #>z fei, wie es der Ausdrud für P vorausfest. Die 
Grenzen der Jutegraon für die neue Veraͤnderliche find 05 
ferner ift zn o—l@x, und wenn man HL gegen z und 2° ver 
nachläffigt, fo verwandelt fich diefer Werth von P in: 


1 ie hrs, verrrmeihn di 
p=— / Xe VI siner — 6) 
— % 


j 
| 
| 
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Da die moͤglichen Werthe von A nach unendlich Heinen Incre— 
menten wachen, jo muff ihre Anzahl als unendlich groß und die 


Wahrſcheinlichkeit eines jeden als unendlich Elein angenommen werben. 
Bezeichnet man durch 4 und d gegebene Gonftanten und durch z eine 


ftetige VBeränderlihe, fo Fan man: 


ß 


“ 


aoaza,6w—b, no—2 


ſetzen. Zu gleicher Zeit hat man: 


na__ zzyV—ı 
Er & “ , 


und e8 werde: 


N,=ofjz, N=wf32, N,=o@f,z, ete. 


geſetzt. Jede der in A vorkommenden Summen I verwandelt fih als: 
dann in ein beftimmtes Integral, wovon @ und 5 die Grenzen find, 


‚und wenn man © für das Differenzial von z annimmt, fo ergibt ſich: 


fd we —_ı b zz _T 
be re vol > Ar 2% — Fl - 
—— — 672 .r 4 + 
b zay —ı 
/“. e Jı2dz (5) 


für da8 Product der zu Kactoren, welches man für A in die Formel 
(4) fubftituiren muff. 


I. 98. Diefe Formel druͤckt die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ die 


Summe der Werthe von A in u Berfuchen zwifchen den gegebenen 
Größen e —e und c+e liegt. Bei dem nten Verſuche ift die un— 
‚endlich Kleine Wahrfcheinlichkeit eines Werthes z von A— nz dz,. und 
da nad) der Vorausfekung alle möglichen Werthe von A zwifchen « 
und 5 liegen, und bei jedem Verſuche einer derfelben nothwendig flatt: 
finden muſſ; fo mufl: 


ıd 
2dz— 
a N 


jein, wo die Function nz Übrigens continuirlich oder Discontinuirlich 
fein kann, wofern fie innerhalb diefer Grenzen = und D nur eine po⸗ 
ſitive Groͤße iſt. 


Wenn ſich die Wahrſcheinlichkeit jedes Werthes von z waͤhrend 


der Verſuche nicht veraͤndert, ſo iſt die Function von nz unabhängig 
von 2, und bezeichnet man fie mit /z, fo bat man: 
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AA Serzaz-ı. * 


Wenn ferner die Werthe von A gleich wahrſcheinlich find, ſo iſt 
Fz eine Conſtante, welhe, um der lebten Gleihung zu genügen, 


1 
“ar, fein muſſ. Sekt man: 
| a—h—g, b=h-+g, 
fo hat man folglich: 
ya, fe Lay Re % — 


28. EU 
und vermöge diefes Werthes verwandelt fich die Formel (4) in: 


pet ‘I — hard 
> — alien n(uh—c)x A 


oder blos: ‘ 
x sl 
p=4/ >) — —cos(uh— )xdx, (6) 1 


weil da3 zweite Integral verfchwindet, ındem es aus Elementen befteht, 
welche paarmeife einander gleich und von entgegengefeßtem Zeichen find, 

während das erfte Integral paarweife gleiche Elemeute mit demfelben. 
Zeichen hat. Da der Erponent u eine ganze und pofitive Zahl ift, io 
wollen wir zeigen, daff diefer Werth von P immer unter endlicher Form 
erhalten werden Fann, wenn man die te Potenz von sing x vermit⸗ 
telft ver befannten Formeln: 


24 sın!gz— \ 
* | BR 
(D" [oosuge—u cos u— 2) get, % cos(u—4)g% 
—l, 
— —— 
+ (?) 


2tsın!gx — 


1 “ 
sın(u--4)2 x 


172 | — 
(— —* "for u gz—usinu—2)gr+ + 


+ —— 1 + | 
Ta N = sin (m 6) 5 — 


” —VJV | 
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nach den Sinus oder Gofinus der Vielfachen des Bogen: g’x entwi— 
delt, wovon jede aus einer endlichen Anzahl von Gliedern befteht, in— 
dem die erſte ſtattfindet, wenn die Bahl ıe gerade, und bie zweite, 
"wenn fie ungerade ift. 


$. 99. Zu dem Zwede wollen wir bemerken, daſſ bekanntlich: 


, — 
sınyX& 
" dc— IM 
0 x 


ift, wo das obere oder untere Zeichen angenommen werden muſſ, je 
nachdem die Conftante Y pofitiv oder negativ if. ES fein & und 6 
zwei andere pofitive Größen, und wir wollen Sx und £dx reſp. fuͤr 
z und dx ſetzen, "wodurch die Grenzen des Integrales nicht geändert 
werden, fo erhalten wir: 


es) 
sın6Yyx& 
pe ae 
% 2 
:/0 


und wenn man mit do multiplicirt und hierauf von — 1 bi 8 = 
integrirt, fo folgt: 


d& | 
iR (cos yx — cosayz) ,=Fy3nll—e)y. (8) 


Diefe Gleichung findet offenbar für —O ſtatt, obgleich. die, 
‚woraus fie abgeleitet tft, in dieſem befondern Falle nicht ftattfindet. 


d: 
hr erfter heil ift die Differenz zweier Sp Ace * — 
0 
OD 1% 
und cos Y — 5, wovon jedes einen unendlichen Werth hat. 


Aus ei Grunde ER fie nicht einzeln betrachtet, und der Werth 
von x kann indem einen nicht geändert werden, ohne daſſ es in dem 


h y Azul! R ö 
andern gefchieht. Sekte man z. B. — und — fir x um de in 


& 
; d& 
das erſte, fo verwandelte es ſich in d Ä cos YE—zı und wenn man : 
die beiden heile der vorhergehenden Gleichung duch 1 — @ dividirte, 
ſo erhielte man: 
u dx 
/. OSYEZEFZRY, 
® 0 - 


was ungereimt wäre. Diefelbe Bemerkung ift auf jedes Integral, wel: 
ches, wie der erfie Theil der Gleichung (8) einen endlichen Werth hat, 
der der Unterfchied zweier. unendlicher Integrale iſt, anwendbar. 


Wir wollen diefe Gleichung (8) mit — = dy multipliciren, und 


dann ihre beiden Theile fo integriren, daſſ fir — 0 
verſchwinden, welches: 


sinaya\ dx Ya 
EI (sinyz=— — reed) = 


nr Integrirt man ein zweites Mal auf diefelbe Weife, fo Eommt: 


el I-teiiide 39 y3 
= (cosy2— — Sue Hr 


’ 


ve 2.8 


eine dritte und eine vierte Integration würden ebenfalls 


— 6 [ SINAYK — dx 
2 sıny u— -—— + — | 
zJy * a3 üü a? > 


y# 
me) a 


* C0SaY% 1—a?  (1—a?)y?1dz 
— ——— 
0 | 


at 20? #6 


geben, und wenn man auf dieſe Weiſe fortfuͤhre; ſo wuͤrde man zu 
Gleichungen von der Form: 
| da 
„tl 


— — 


ff [e0sy.— we an or]: — 


Pa 2 


2 


it 
Alu- a _ a) Y 


=-7-—l1l 
5 ) 1.2.3.4 


‚gelangen, wovon die erfie dem Falle entfpricht, wenn uw eine gerade 
Zahl und die zweite dem Falle, wenn u eine ungerade Zahl if. Die 
Größen C und C’ find beftimmte Conftanten, welche von « und y 
abhängen; aber deren leicht zu bildende Ausdrüde wir hier nicht zu 
kennen brauchen. ’ 

Sebt man in jeder diefer Gleichungen y-Hs und y—e I Y, 
fo erhält man En Subtraction der Refultate: 
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cos & RSINAEN 
I rem +a—a)2] 


ee Ner(Z Nett - Willens )|, 


1.2.2.4 
4 a ö ; sinayx sina 8% ds 
/ [5:79 2 sine — 2 +(1-— a Bere 


4 


ya a 
ee a u a @-Y) 


wo die Gonftanten D.und D’ von C und C' verfchieben find. Sekt 
man ferner fucceffive y-+(u—2n) g und y— (u—2n) g für Y, 
fo erhält man, indem man die aus der erften Gleichung erhaltenen 
Nefultate addirt und die aus der zweiten erhaltenen fubtrahirt: 


8 )e 0) * 
[cos @ — An)Ercosyzsınaez — 
T 
0 


cos a{u— 2n)gxcosayzsına? & | dx 
(1—e) E| — — 

of zur 
ae) 1) 


— en (vrug—2 ng+e)" +(y—ug-+2 ng-+e)" 5 


| FYtug— 2ng—- MH FY—ugt2ng— ee) dr 


— [Sina an) gc0syz8ine— 


EÜNETRIILT RR ER 


Ze +a—E] 


Fu | 1 


——— 197) 1) 


—— ae ER ang" Fly ugt2ng+e)" 


Fytrug—2ng 2 f#@—ngteng- og], 


wo E und FE’ aub von D und D! verfchiedene Gonftanten find, 
Gibt man der Zahl 2 die fucceffiven Werthe O0, 1,2, 3,..., fekt 
der Kürze wegen: 


u= | cosug2—0s (u— 2). — — os (u— A)gx 


RE — 1,u—2 
—n——— 


COSYKSINEX 
1,2,6 


cos(u — 6)gx-tele. — 


a 
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v.—_ —— * ——— 


cos y x Sined 


— (u—6)@gx-+ etc. —, 
u 


Ra ar ae 
1.2.3 


— ——— —— — — — — ——— 


und bezeichnet. mit z’ und ⸗ die Werthe von z und o, — 
darin. = in @x verwandelt; fo ergibt ſich aus den vorhergehenden 


Gleichungen: | 

sp Gera ey 

— “/ ———— ⸗ — NT, — N 

sf [au Ar — |a? 1.9 3,0. ——— 
u—1 x? 2% oje Sr, M 


wo F und 7” wieder von E und EP berſchiedene Conſtanten ſind. 
In dieſen letzten Gleichungen iſt: 


nr Fr tUg—2g-t8)" 
MM — 


t: + ln Pi — day ent lan A it 


far —— — 
rei tg 6g+9%-tete. 


gefeßt und mit T’ der Werth von T bezeichnet, wenn darin das Zei- 
hen von g geändert wird, und ebenfo bezeichnen I, und I”, die 
Werthe von T’ und T’, wenn man darin das Zeichen von & verän- 
dert. Kehrt man nun die Drdnung der Glieder von I’ und T”, 
welche nur in. endlicher Anzahl vorhanden find, um, fo ift leicht ein- 
zufehen, daff "=T und T/,=T, ift, wenn u eine gerade Zahl iſt; 
aber 7, = —I' und I’, — —T,, wenn w ungerade ift. Die vorhers 
gehenden Gleichungen ——— ſich daher auf die folgenden einfachern: 


4 = 1—o)Fıd 
—— — 
IE 0 u—]1 2 


ag 
"KL 6) (5 1)“ (r—r,), 
hu Wer BR 


/ ie u zzehE dx (9) 
ao — aM \= 
A.) (1)? (rn) 
1.278159 
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In jeder der beiden Größen T' und I”, welche diefe Gleichungen 
enthalten, muff man nach dem Urfprunge der doppelten Zeichen ihrer 
verſchiedenen Glieder das obere oder untere Zeichen eines beliebigen 
Gliedes nehmen, je nachdem die darin vorkommende, zur BER u er= 
hobene Größe pofitiv oder negativ ift. 

Nun hat man aber vermöge der Gleichungen (7): 


” uds u De dx 
=- — (— 1), 7222 sin“ EECOSYESINEX ——, 
IX „ur 


2 vd 1(u-- 1) 9“ da 
hf — =)" — 
0 % 


Die in den zweiten Theilen diefer Gleichungen enthaltenen . In— 
| ud @ ; 
tegrale ſind endliche Groͤßen; die Integrale fe: x vdx 


* und Ei 
R — 
und folglich die, welche ſich daraus ergeben, wenn man u’ und of 
ſtatt zw und vo fest, haben auch endliche Werthe, und mithin if 
die, in Beziehung auf die Gleichung (8) gemachte 8, nicht 


and? auf die Gleichungen (9) anwendbar, , Seht man nun — und 
— fire und de in die ut md ol entfprechenden Antegrale, fo 
erhält man: 


fi ds — en Anal 2 vdx 
2 


0 


und vermoͤge dieſer und der — — verwandeln ſich 
die Gleichungen (9) in folgende: 


“4 u Zu su 
—l? f sın “greosyzsine +1) — 


“ 0 0 — 


T-—-T, 
ET 


u «N y 3 
—[2"/ sin" gxcosyxsinex ai +(— 17 ) 
v 


0 0 „url 


—— ae 


— 1 
Da aber das Integral IA — unendlich iſt, ſo koͤnnten dieſe 
beiden Gleichungen nicht ſtattfinden, wenn die Gonftanten Fund 
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W 
nicht Null wären, und es muſſ folglich identiſch !=0 und F— — 
fein, was ſich uͤbrigens darthun ließe, wenn es noͤthig wäre. Dem: 
nach reduciren ſich die beiden letzten — auf eine einzige, 
namlich: 


SR sin“ g2c0s ya sine — =—— —. 
z„erı 1.2,8..4 


welche für beide Falle, u mag gerade oder ungerade fein, ſattinden 
Penn man darin: 


— — — 


v=uh-e 


ſetzt, und die Formel (6) berüdfichtigt , fo engine fich Daraus endlich die 
Gleichung: 


T—T, 
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(10) 
welche den gefuchten Werth von P unter — Form gibt. 

$. 100. Für u—=1 oder bei einer einzigen Beobachtung ift P! 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ver Werth von A, welcher nach der Vor— 
ausfegung zwifchen den gegebenen Grenzen @ und d, oder a —g und! 
hg liegen muff, nad der Beobachtung zwifchen den ebenfalls ges! 
gebenen Grenzen & — e und c+e liegt. Wenn diefe lebten Grenzen! 
die erften zwifchen fich fchließen, fo muſſ folglich P=1 fein; wenn da=| 
gegen die legten Grenzen innerhalb der erfien hegen, fo muſſ p das Ver⸗ 
hältniff des Intervalles 2E der legten zu Dem Intervalle 28° der erſten 
fein. Wenn die lekten Grenzen beide außerhalb. des Intervalles der erſten 
fallen, fo muf P=6 fein. Wenn c— & in das Intervall von hr — g 
und Ag und c—+: außerhalb deffelben fält, fo muff P das Ver— 
haltniff des Unterfchienes zwifchen Ag und e —e zur dent Intervalle, 
28 fein, und wenn enblih c-+e in das Intervall von a— g und! 
h-+-g und c—e außerhalb. deffelben fällt; fo muff P das Verhaͤlt⸗ 
niff des Ueberfcehuffes von c+e br h—g zu dem Intervalle 28 
fein. Diefe 5 verſchiedenen Werthe von, P, naͤmlich: | 


ergeben fi & in der That aus der Gleichung 10), welche für u—=1 | 
gibt: | 
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zu gleicher Zeit iſt y=h—c und folglich: 
IR (+8 —c+:) F(h—g—c-+e) 
T,=Z+(h+ 8 —c—d)F(h—g —c—!), 
Sn dem erften der eben angeführten 5 Fälle ift offenbar c+:> 
Ah+g und c—e<h—g5 die zwifchen den Parenthefen ſtehenden 
Größen find in dem Werthe von I’ yofitiv und in dem von T', ne 


gativ; man muff alfo bei dem erfien die obern und bei dem lebte 
die untern Zeichen nehmen, und hieraus ergibt ſich: 


220, 720, Per 
sm zweiten Falle bat man Ar g>c+e ou h—-g<c—e, 


"Man muſſ alfo in den erften Gliedern von Z' und I 2’, die obern und in den 
eiten Gliedern derſelben die untern Zeichen en fo daff man hat: 
1 
T=2h—2c-+2e, DT =2h—2c—2e, a 


Inmn dritten Falle ift A — g>cHe, und man muff in den Aus—⸗ 
druͤcken von ZT’ und I’, die obern Zeichen nehmen, welches: 


Da2a2s, 229320 


‚gibt. Dan Fann in diefem dritten Falle auch Ahtg<ce—e haben, 
fo daff man die untern Zeichen nehmen muff, die Werthe von T und 
T, das Zeichen verändern und außerden PO ift. 

Im vierten Falle it c—e>h—g, c-e<h-+g,c+:>h-+gr 
fo daff man in den beiden Gliedern von T', die untern Zeichen, in 
dem erften Gliede von I’ das obere und in dem nen das untere 
men nehmen muff, woraus folgt: 


T=2h—2cH2e, IE 20, a 
Endlich ift im fünften Falle c—:<h—g, c+s>h—g, 
ce+.<h+g Man muff folglich in dem Ausdrucke von T die obern 
Zeichen beider Glieder, in dem Ausdrucke von T, das obere Zeichen 
des erſten und das untere des zweiten Gliedes nehmen, welches gibt: 


_ c-+e—h+g 
m 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. 2c. 15 


T=Z2g, n=2h—-2c—2e, 


j 


„ | 


Für den Fall einer einzigen Beobachtung kann die Nachweifung | 
der Nichtigkeit des Werthes von P auch vermittelft des allgemeinen | 
Merthes gefchehen, welchen die Formel (4) gibt. Wenn man in dies 
ſem Falle f, 2 als eine discontinuirliche Function betrachtet, welche für 
alle, nicht zwifchen den. gegebenen Grenzen @ und d liegenden Werthe 
Null iſt; fo wird die Wahrſcheinlichkeit P, daſſ der Werth von A zwi⸗ 
ſchen die Grenzen cFe fallen muſſ, offenbar ausgedruͤckt durch: | 


c+E 
= 
Nun hat man aber für u—1 nad den Formeln (5) und (4): | 


Bes e EV TU zdE 


ne roh ds | 
PP —/". (fi: geh). ERV HERE | 
—hn V | 


und wenn man die Ordnung der Integrationen nach x und z umkehrt, 
und die imaginären Ausdruͤcke fortfchafft, fo lAfft fih der Werth von. 2 
ae ausdrüden : | 


a: Ti — 2 rege 


Es ift aber wie oben: 


D cr | 
SINYX \ | 

— aa Ti, | 
Jo # = 


jenachdem Die Größe y pofitiv oder negativ if. Der Unterfchied der 
beiden Integrale nah z ift folglih — O vder =, jenachdem die beis 
den Größen ce He — z und c—e— 2 gleiche oder entgegengefegte Zeis 
chen haben. Das Integral in Beziehung auf 2 reducirt fich alfo für 
jeden Werth von z, melcher entweder größer, ald ce, oder Kleiner, 


als c—e ift, auf Null. ES muff fi alfo nur auf die Werthe von 2 


erftredfen, welche gleichzeitig zwifchen ‚den Grenzen @ und 5 und den 
Grenzen c—e und c+e liegen, und da wir /,2 für alle außers 
halb der Grenzen a und 5 fallende Werthe von z als gleih 0 be 
trachten; fo redueirt fich der Werth von P auf das Integral: 


+ | 
_.J1243, | 


was bewiefen werden follte. 
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$. 101. Wenn u eine fehr große Zahl ift, fo kann man die 
Formel (4) durch ähnliche ZTransformationen, wie die in $. 95., in 
eine andere verwandeln, welche einen Näherungsmwerth von P gibt. 
Zunaͤchſt wollen wir bemerken, daff fich die Formel (5) folgender- 


maßen ausdruͤcken läfft: 


b ze yı b x2,Y ZT 
u — * * “Roy —1 4 
x=f,: za], Ja22d:2.. 
b #2 V —ı 
— 
— — ———— 


Setzen wir ferner: 


—— 2 
(S. YaznC05 22,42.) + ([ Amsine2,dz,) 0 


fo wird es einen reellen Winkel 7, von der Beſchaffenheit geben, daſſ 


1 
On‘ 


——— Inz,sinz2,dz,—sinr, 
n“n 
Pn 


yazncosz zu dz, — C05T, 


ft, und wenn man ferner der Kürze wegen. 


010203 +-- ea 
Re Hr, 


ſetzt; fo verwandelt ſich der vorhergehende Werth von A in: 


a, ER 


Subſtituirt man denfelben in die Formel (4), fo erhält man 
folglich: | 


an 
2 —/, rege 
% ä 


ET dx 
NA ya a)sinex—, 


IE En x — 


und da die Elemente des zweiten Integrales paarweiſe einander gleich 


und von entgegengeſetztem Zeichen ſind, waͤhrend die des erſten paar— 
weiſe einander gleich ſind und daſſelbe Zeichen haben; ſo reducirt ſich 
Biete: Werth von P auf: | 

15* 
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fo d | 
— 2; Me Ycos(y—.c.ı)sine — (11) 
AH 


Für 20 ift 0,=1 und für jeden andern Werth von x in | 
der von og, Fleiner, ald die Einheit; denn der Ausdruck von 03 fe 
fih offenbar in folgenden verwandeln: | 


b D 
= Jnzoosxzdz. | at, 
@ a 
ö A b N 
[; IMmzsinzzdz. Be sinxzz'dz', 


welcher gleichbedeutend ift mit: 


b rb | 
e=f, 9 In In? 005 x (z — 2) dzdz'. 


Diefe Größe ift aber offenbar für jeden von der Einheit bemſhiedenen 
Werth von x kleiner, als: 


Ser z!dz det, over a [ Suedz. [ne — 


und folglich kleiner, als die Einheit, weil: | 
da x zit Ä !— 
I 1 und /_ VERA eg! 
fein muff. 


St nun die Zahl u fehr groß, fo folgt, dafj das Product Y, 
welches für = 0 der Einheit gleich ift, fich im Allgemeinen auf einen 
ſehr Heinen Bruch reducirt, fobald die Werthe der Veränderlichen x 
nicht mehr fehr Fein find, und welcher freng gleich Null fein würde, 
wenn 4 unendlich werden Tünnte Wird alfo, wie in $. 95., von 
dem befondern Falle abſtrahirt, wo F gegen eine von Null verfchier 
dene Größe convergirt,*) fo darf die Größe x in dem in der Formel 
(11) vorkommenden Integrale nur fehr Eleine Werthe befommen, an 
deren Grenze der Werth von I unmerflih wird, fo daſſ, wenn man 


62 
— 


ſetzt, die Veraͤnderliche 9 an dieſer Grenze unendlich groß angenemm 


*) Wegen der uUnterſuchung dieſes beſondern Falles verweiſen wir auf unſere be 
reits in $. 60. angeführte Abhandlung in der Connaissance des Tems 1827. 
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werben kann, und daſſ man, wenn man diefe Veraͤnderliche für — 
in das Integral fubftituirt, Null und das Unendliche für die Grenzen 


des Integrales in Beziehung auf 0 nehmen mufl. 


Um x und dx vermittelft 6 und do auszubrüden, entwideln 
wir die vorhergehenden MWerthe von Q, cos r,, und Q, sin r,, nah 
den Potenzen von x. Gebt man unter Den ſtatt 


z, und: 


b } b “ 
See. zafgzdz oh 
b 
— prde=k, etc, 


P hat man in IEPRSRRAIKUBEN Reihen: 


Er 


— 


Q„cosr at —ete., 


sinr,, eh a Fan Vefe. 
On 1.2.3 nt 


Setzt man ferner: 
ak kb, KR—Sk,k,t2ks)=g, ele., 
fo ergibt fih aus diefen Reihen: 

0,=1—x?h, txt, — ee, 

rn, —uck, rt ent elc., 
und aus dem MWerthe von 0, ergibt fich alsdann: 

logo, = — x? ht x (2 — 302) — ete. 

Seht man ferner: 
| zsk„—uk, Zh,—uh, Zg,u8: | 
z(4,—ı1h2)=ul, ete., 


wo ſich die Summen S immer von n=1 bis nu erflreden, 


hat man: 
log XY= — 6? = — z?uh+xtul— eie., 


und folglich: 


ſo 
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u) 
— — + ete. 
— 


d: 106 . 10406 
=, OST ine 
x 


und zu gleicher Zeit hat man: 


y-ex=Wk—-o)x— tele; 
hV uh 


cos(y— cx)=cos(uk — c)x-+ Vz uk- ce) ct etc. 
Vermittelſt diefer verfchiedenen Werthe verwandelt ſich die Formel (11) in: A 


2 —— do 
P=—-/ ae cos(uk — Oxsinex — 


2 x Mt, sin(uk — c)xsine x .02 dO | 
BR Vet — X, 
ahV un. 0 4 12 


wenn man die Glieder hinwegläfft, worin ww als Divifor vorfommen 


würde, und x für feinen en unfer den Zeichen sın und cos bei⸗ 
behält. Ä 


Setzt man: 
c=uk, 
ſo reducirt ſich dieſe Formel auf: 
———— Bd. sin Es Fi 
| EG Van 9’ 
wenn man ne, daſſ das BVerhältniff von E zu V u keine große 
Zahl ift,.fo daf| man den Werth von ex auf fein erftes Glied 1 


reduciren Tann. Da aber @ eine unbefiimmte Gonftante ift, fo bat 


man nad) einer bekannten Formel: 


—— ad 44h 
e cos —— dH AV 
— 0 Ä V ah ” i 
Multiplicirt man diefen Ausprud mit ——— und integrirt dann 


— 


von «—0 bis «=, fo ergibt ſich: 
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| 2 
EL « 
66 dd ’ 9 un 
/ —* 8 sn — — 1 Bu de, 
DB Vın® Yullo 


und wenn man 
«—=21V uh, da=2V uhdt,e=2uV uh 
ſetzt, und erwägt, daſſ: 


u _t2 -- —————— 
iR e di=1Va— /. — dt 
0 N u 


\ ift; fo folgt endlich: 
4 Po RE 
— 1— £ 
vol‘ 2 
| für die Mahrfcheinlichkeit, daſſ bei einer fehr großen Anzahl u von 
Berfuchen die Summe s der Werthe von A zwiſchen den Grenzen: 


| f ukz2uV uh 
| liegt, oder was daffelbe ift, für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der ſich 


aus diefen ſucceſſiven Verſuchen ergebende mittlere Werth * von A 
zwifchen den Grenzen: | a | 


liegt. 
| $. 102. Wenn man ber Größe uw einen wenig beträchtlichen 
Werth gibt, fo daſſ aber Die Formel (13) einen fehr wenig von ber 
* Einheit verfchiedenen Werth gibt, fo folgt daraus, daſſ das Verhaͤltniſſ 


wahrfcheinlich fehr wenig von ber Größe A verſchieden ift, und da 


dieſe Größe die Summe der möglichen Werthe von A, mit ihren reſp. 
Wahrſcheinlichkeiten multiplicirt und durch die Zahl u der Verſuche divi— 
dirt, ausdruͤckt, d. h. die Summe dieſer mit ihren reſp. Wahrfchein: 
lichkeiten multiplicirten Werthe; ſo folgt endlich, daſſ der Satz in 9.58. 
auf diefe Weile in feiner ganzen Allgemeinheit bewiefen iſt. 

Bei einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen nähert fich alſo 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der mittlere Werth von A fehr wenig von 


der Größe verſchieden ift, fehr der Gewiſſheit. Die Differenz — uk 
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nimmt fortwährend ab, je größer u wird und würde völlig— O fein, 
wenn diefe Zahl unendlich groß würde 


Denn man eine ebene Curve conftruirt, deren veränderliche Coor⸗ 
dinaten z und 2 find, fo druͤckt fie das Geſetz der Wahrſcheinlich⸗ 
keit der Werthe von A in dem nten Verſuche aus, ſo daſſ das 
Element 242 der von dieſer Curve eingeſchloſſenen Flaͤche die uns 
endlich kleine Wahrſcheinlichkeit des Werthes von 4 iſt, welcher durch 
die Abfeiffe = auögedrüdt wird. Die Curve, deren veränderliche Coor— 


1 — 
dinaten z und — z find, druͤckt ebenſo das Geſetz der mittlern 
Wahrſcheinlichkeiten der Werthe von A für die Reihe von Verſuchen 
aus. Da das Integral Se zdz=1 ift, fo wird die von diefer 


Curve eingefchloffene Fläche von z=a bis 26 auch dur die Ein- 
heit ausgedrüdt, und wenn man die Abſciſſe ihres Schwerpunktes mis 
& bezeichnet, fo hat man: 


kat fapede=t, 


fo daff diefe Abfeiffe die Größe k ift, gegen welhe in allen Fällen 
der mittlere Werth von A convergirt.  Diefe Größe ift jedesmal —0 
wenn die Werthe von A ihrer Natur nach bei jedem Verſuche gleich 


und von entgegengeſetztem Zeichen find und gleiche WahrfcheinlichFeiten 
haben, d. h. wenn für alle Werthe von n und z: | 


72 (72) —5 
iſt. 
Die Größe A muff poſitiv fein, damit die Grenzen von — reell 


find, was fich auch) leicht darthun aͤſſt; denn nach dem Werthe von 
b 
A, und wegen f Sn z'dz'—=1 kann man fehen: 


| b | b b | b 

2m, 22fyede. | Sur de ] zfnzdz. | z'f,z'dz‘ 
a a a 

oder was daſſelbe ift: 


« ı b b 
FEN fi (2? — zz) / 2/12! dzdz', 


oder auch: 
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bpb | 
m=/, /. (2’? — zz) nzInzde'dz; 


folglich, wenn man dieſe legten beiden Gleichungen addirt: 
k 7 


b fb 
— (z — 2’)? f 2/12’ dzdz'. 


Nun ift aber diefer Werth von 4%, offenbar pofitiv und kann 
nicht mehr Null werden, weil ale Elemente des doppelten Integrales 
pofitiv find, und daffelbe gilt folglich au von der Summe Ih, und 
von Äh. 


Der einfachfte Fall ift der, wo alle Merthe von A während der 
ganzen Reihe der Berfuche diefelbe Wahrfcheinlichkeit haben. Alddann 
hat man für jeden Werth von n: | 


1 


A 


b—a’ 


| | £ 
damit diefer conftante Werth /,z der Bedingung WR Snzdz—1 ge⸗ 
4 | 
nügt, und hieraus folgt: 
k,„—k=ll(a+b), | 
h„=h=+(a? +ab+b2)—1(a-+b)?, 
Die Grenzen der Größe — deren Wahrſcheinlichkeit pP ift, find 
folglich : 
u(lb—.a) 


V sa £ 


: ‘ Zub ! 
und fie reduciren fi) auf F — wenn man a=—bhat. Nimmt 
| u 


—— 


man z. B.: 


u—0,4765 ($. 82), 

ſo ift es gleich wahrfcheinlich, daſſ der mittlere Werth — innerhalb, 
u 

‚oder außerhalb der Grenzen (0, 388), liegt, und. wenn man u--600 


feßt, fo kann man 1 gegen 1 wetten, daſſ der Werth von 5 nicht 


2534 


0,4765 
um eine betrůchtlichere Groͤße, als I 


ſchieden ift. 

Diefer Fall findet flatt, wenn ein Yale M bei jedem Berfuche 
auf eine gerade Linie von der Länge 25 fallen fol, und wenn alle 
Lagen des Punktes M — dieſer Geraden als gleich wahrſcheinlich anz 
genommen werden. P ift alsdann die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die 
mittlere Entfernung des Punktes M von der Mitte Au Geraden bei 


‚= —(0,016)5 von Null ver 


= 


einer fehr großen Anzahl u von Berfuchen den Theil * der halben, 


Länge 5 diefer Geraden nicht überfchreitet. Wenn der Punkt M bei 
jedem Verſuche auf die Fläche eines Kreifes von dem. Halbmefler b 
fallen follte, und alle gleichen Entfernungen des Punktes M vom Mite 
telpunkte des Kreifes als gleich wahrfcheinlich angenommen werden; fo 
ift Har, daſſ die Wahrfcheinlichkeit /,, zdz für eine Entfernung z dies 
fer Entfernung proportional if. Würde diefe Wahrfcheinlichkeit waͤh⸗ 
rend der Verſuche als unveraͤnderlich angenommen und man bemerkt, 
daſſ alle Entfernungen des Punktes M vom Mittelpunkte des Kreiſes 


e 22 
zwifchen Null und 5 liegen; fo müffte man /,2= 7; nehmen, um 


* | e 
der Bedingung JR InzIz=1 zu genügen, fo dafj man hätte: 


Kr — — —— 


und P wäre bie a. daff bei u Verſuchen die mittlere 
Entfernung de3 Punktes M vom Mittelpunfte des Kreifes zwifchen 
den Grenzen: | 
2b __ ub 
Be: 
liegt. 
$. 103. Obgleich wir angenommen haben, daſſ die Größe A 
alle zwifchen den Grenzen @ und d liegende, aber ungleich wahrfchein: 
liche Werthe annehmen - kann (97), fo find die Formeln, welche wir 
erhalten haben, doch auch auf den Fall anwendbar, wo die Anzahl 
der möglichen Werthe von A begrenzt ift, und man braucht zu dem 
Zwecke nur die Zunctionen fi z, fa 2, Ss z, elc., welche die Gefeke 
der Wahrfcheinlichkeiten der Werthe von A bei den ws fucceffiven Ver— 
fuchen ausdruͤcken, als discontinuirlicy zu. betrachten. 
Denn C,,Cg,Cyr... c,, fein 9 zwifchen @ und 5 liegende 
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Werthe von z, und wir wollen annehmen, daſſ die Function /,z für 
alle Werthe von z verfchwinde, welche: nicht von einer der Größen . 
6, C27 63, +... €, unendli wenig verfchieden find. Ferner wollen 
‚ wir, indem Ö eine unendlich Fleine Größe bezeichnet, annehmen daſſ 


c,+ö 


ts /a2de>ya ee Safnsdemra, . ... 


fr M pde=y, 


iſt, fo daſſ A nur v gegebene Werthe Cr Car Ey, ... C, haben 
kann, deren refpective Wahrfcheinlichkeiten bei dem nten Verſuche 
YırYar Yz +++. % find, und für die verfchiedenen Verſuche, d. h. 
mit der Zahl r veränderlich fein Finnen. Da aber einer diefer Werthe 
bei dem n ten Verſuche zuverläffig ftattfinden muff, fo muſſ man für 
alle Werthe von n=1 bis nu haben: 


Yı a a ne a * ——— 1. 
Diefe Summe der rihen —7— Yar 3* iſt uͤberdies der 
Werth des Integrales In2dz, und dieſe Gleichung erfüllt die 


Bedingung fe: — =1. 


Für einen beliebigen Inder 2 hat man identifch: 
Szfnzdz = c/fyzd2+/@- cn 20z, 
Sz?/n2dz = c} SInzIz+20,/e@— Wnzdzt 

Je 2 nz Cz. 


Wenn man diefe Integrale zwifchen den Grenzen c —F nimmt, 
fo, verfchwinden Diejenigen, welche den Factor z— ce; unter dem In— 
tegrationszeichen haben, weil diefer Factor innerhalb diefer Grenzen uns 
endlich Hein ift, und die übrigen Integrale haben den Werth y, Man 
bat alſo: 


ea: c;+ö 

. 2dz— —— Be 
Frist Mm2eR NE, 

2 2 


woraus folgt: 


er tr2tYaest... +76, 
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ap — + Y2e3 Tate Tg 
| 


und hiernach verwandeln fich Die in g. 101. durch km A begeichnes| 
ten Größen in: | 


1 
k= Be +78 a +7,56), 


—— 
⏑———— 
| CıYı Fear t-..-+59,)°) b 
wo fich die Summen F auf alle u Verfuche erftreden. Die Formel (13) 
drückt alfo die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ die Summe s der Werthe 


von A in dieſer Verſuchsreihe innerhalb der Grenzen ukz2uVuh 
liegt, in welche man für k und Ah die eben gefundenen Werthe ſetzen 
muſſ, und die ſich leicht berechnen laſſen, wenn die » möglichen Wer⸗ 
the von 7 und ihre reſpectiven Wahrſcheinlichkeiten für jeden Verſuch 


gegeben find, 
- Wenn diefe Wahrfcheinlichkeiten conftant und außerdem einander 


1 | 

gleich find, fo ift ihre gemeinfchaftlicher Werth — 3339 und man hat: 
1 | i 
k=—(e) +0, +09+ ...+6), 


= We+g+4+ ... +) — 
testen 2 H6)° 


Wir wollen 3. B. annehmen, daff die möglichen Werthe von A 
die auf den 6 Flächen eines gewöhnlichen Würfeld, womit eine fehr 
große Anzahl zu fucceffiver Würfe gemacht werden, befindlichen 6 Zah— 
len find; fo hat man, wenn man von ber kleinen Ungleichheit, welche 
zwifchen den Wahrfcheinlichkeiten für das Obenliegen diefer 6 Flaͤchen 
ſtattfinden kann, abſtrahirt: 

v, =6, c,=1, c,=2, 
6,=3, 6,=4, 6,=95, 0,6; 
folglich: 
k=3,h=3, 
und die Formel (13) drüdt die Wahrfcheinlichkeit aus, daff die Summe 
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der Zahlen , welche man in A fucceffiven Verſuchen trifft, zwiſchen 


den Grenzen: 
4 (? uFu ve 
3 


Nimmt man.u=0, 4765 und u=100, fo ift es gleich 
wahrfcheinlich, daf| die Summe s bei 100 Berfuchen zwifchen den 
Grenzen 850 F11,5 liegt, oder nicht. 

$. 104. Wir wollen nun, wie in 8.52, ein Ereigniſſ E 
von einer beliebigen Beſchaffenheit betrachten, deſſen Stattfinden von v 
verſchiedenen Urfachen, welche ſich gegenfeitig ausfchließen, und die 
allein möglichen find, herrühren kann. Diefe Urfachen wollen wir mit 
Cr Ey, Cgr... C, bezeichnen; es fei c, die Wahrfcheinlichkeit, 
des Stattfindens des Ereigniſſes E, wenn die Urſache Cz daſſelbe 
hervorbringt, und Y, die Wahrſcheinlichkeit des Vorhandenſeins dieſer 
Urſache. Die Wahrfcheinlichkeit von E fann fich daher von einem Ber: 


ſuche zum andern ändern und » verfchiedene Werthe C,, Ca, Car, 


annehmen, deren Wahrfcheinlichkeiten refp. Y1, Yar Yazr« ++ Y find 
‚und diefelben bleiben, fo lange fich die Urfahen C, , Ca, Oz, ...C 
nicht ändern. Nimmt man alfo diefe Wahrfcheinlichkeit für A, fo 
gibt die Formel (13) die Wahrfcheinlichkeit P, daſſ der mittlere Werth 
von A in ir nr großen Anzahl u von Verſuchen zwifchen den 


liegt. 


| 
| 
| 
| 


Grenzen —— He liegt, worin man für k und Ah ihre im vorher 


gehenden $. auf den Fall, wo die Größen €], Car Egrr ++ YırYar Ye: 
"wahrend der Verfuche conftant bleiben, angewandten erften Werthe feßen 
muſſ, wodurch ſich diefe Werthe von k und h in folgende verwandeln: 


k=y,cıtY2%+:.: +90 
h=i(y,c:+Y2c34+ ... 47,2) — 
(YılıtYa Gachı tr Y96)?, 


| 

‚und fie find, wie man fieht, von der Zahl u unabhängig, wie groß 
übrigens die Anzahl und Ungleichheit der darin vorkommenden Größen 
auch fein mag. Und da man der Größe U einen wenig beträchtlichen 
Werth beilegen kann, fo dafj fih die Wahrfcheinlichkeit P der Gewiſſ— 
heit fehr nähert, fo folgt, daſſ die mittlere Wahrſcheinlichkeit von ZZ, 
| welche während der Verſuchsreihe ftattfindet, Gegen ſehr wenig von 
der Summe der » Producte 7 1 C1, Yalgr . .., welcher fie fich fortwäh- 
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rend nähert, je größer die Zahl noch wird, verſchieden ift. Hierdurch 
ift der zweite in $. 52. ausgefprochene allgemeine Sat alfo bewielen. | 


Wenn man die Anzahl von Malen, wo das Ereigniff H in zwei, 
fehr großen Anzahlen u und w’ von Verſuchen ftattfindet, ni mund. 


ı' bezeichnet, fo entfernen fich die Verhaͤltniſſe 3 und Er wahr⸗ | 
fcheinlich fehr wenig von den mittleren Wahiſcheinlihkeiten be8 Ereig⸗ | 


niffes Z in diefen beiden Berfuchsreihen. Es ift alfo auch fehr wahr- 
fcheinlich, dafl fie fehr wenig von dem vorhergehenden Werthe von k 
und folglih unter einander felbft verfchieden find, weil diefer Werth 
von k beiden Verſuchsreihen zugleich entipricht, wenn fich die fammt- 
lichen Urfachen Ci C,, Cz,... in der Intervalle nicht geändert 
haben. Aber wie groß ift die ed einer gegebenen Elei= 


nen Differenz zwifchen den Verhältniffen * und Mit dieſer wich⸗ 


tigen Frage wollen wir uns in einem der ——— 88. beſchaͤftigen. 


$. 105. In den meiften Aufgaben, auf welche die Formel (18) 


anwendbar ift, ift das Gefeh der Wahrfcheinlichkeit der Werthe von 


A unbekannt, und folglich Eonnen die in den Grenzen des mittleren 


Werthes von A vorkommenden Größen 3 und k nicht a priori bes 


ſtimmt werden. “Aber vermittelft der in einer langen Reihe von Ver— 
fuchen beobachteten Werthe von A kann man die in den Grenzen des 
mittleren Werthes von A in andern ebenfalld aus einer fehr großen An— 
zahl von Verfuchen beftehenden Verfuchsreihen und für welche die verfchie= 
denen Urfachen, welche alle möglichen Werthe von A herbeiführen Fünnen, 
diefelben find, als für die Verfuchsreihe, deren Refultate man angewandt 
hat, vorfommenden unbefannten Größen elimiren, wo unter denfelben 
Urfachen die zu verftchen find, welche jedem diefer Werthe diefelbe Wahr: 


fcheinlichfeit geben und felbft eine gleiche Wahrfcheinlichfeit haben. Die. 


vollftandige Auflöfung diefes Problems iſt der Gegenſtand der folgenden 


Rechnungen. 
Setzt man ee in der Formel (12), ſo ergibt ſich daraus: 


LT dö 
P=— / 6 sin(uka) + 


2.Jo 
1 Iso ri of I do 
— et sin 2ex—ukx) — 
A 0 \ 0 
A fi RuRz kz)62do+ 
— — e  cos(ukx 
ahV uhS 0 W 


: * e 0° cos(2: x k.x)62 do 
— Fre X 
vl, ji 
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für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe s der u Werthe von A zwi: 
fhen 0 und 28 liegt. Hieraus folgt, daff das in Beziehung ar € 
genommene wi von P, nämlich: 


2d EN. dd 
de — — cos (22x — ukz)—— 
To 0 
264 — —— | 
— e sin(22x — ukx)x02 d0, 
ahV uhr 0 


die unendlich Fleine Wahrfcheinlichkeit ausdrudt, daff s genau —=2e ift. 
Ferner wollen wir: 


2e—uk+2oV un, de=V uhde 


| 
| 
| 

\ 


| | J dP 
feßen, und durch o dv den correfpondirenden Werth von 7,88 worin 
| — & 


Wie 1 yet 
‚die Größen von der Kleinheitsordnung von m vernachlaffigt find, fo daſſ 


man den Werth von x auf das erfte Glied — ſeines Reihenaus⸗ 
— 


druckes ($. 101.) reduciren kann, bezeichnen; fo kommt: 


24 02 | 
ah=——-/ ei cos (2 v0) d0 — 
=Jo 
2gdo = 


hl ah 


—5 Sin (206) O8 du, 


und wegen: 
J 


20 — 92 
/ ——— Nö 


0 

N Bi i Es —ı1?2 
YR e 0 sin(200,68 do-ıV % (3. —4v°)e ; 

0 


nimmt biefer Werth von a de die Form: 


ade=.,- Nee v) ze 


an, wo F ein Polynom bezeichnet, welches nur ungerade Potenzen 
von v enthält und auf dad Nefultat unferer Rechnungen feinen Einfluff 
hat, von welcher Beichaffenheit e8 auch fein mag. Diefer Ausdruck 
von ade ift alfo die Mahrfcheinlichkeit, daff die Summe s dem vor=- 
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hergehenden Werthe von. 2 gleich ift, oder, wenn man dur u bivis 


dirt, Die Wahrfcheinlichkeit der Gleichung: | | Fi 
ENT — HAN 
r2 pe 


worin v eine pofitive oder negative, aber gegen V ſehr Kleine Größe if. 

Wir wollen nun alle die bekannten oder unbekannten Urfachen, 
welche fic) gegenfeitig ausfchließen und der Größe A einen der Werthe, 
welchen fie annehmen kann, ertheilen, mit Gr, Gola, se, Cr 
zeichnen und ihre refp. MWahrfcheinlichkeiten, deren Summe 1% Einheit: 
gleich ift, und wovon jede einen unendlich kleinen Werth haben würde, 
wenn die Anzahl dieſer moͤglichen Urſachen unendlich groß waͤre, mit 
J — moͤglichen Werthe von A alle die zwi— 
fihen den Grenzen @ und b liegenden unendlich vielen MWerthe find, ſo 
iſt die jeder dieſer Urſachen entſprechende Wahrſcheinlichkeit jedes biefer 
Merthe unendlich Fein. Die Wahrfcheinlichkeit, welche die Urfache cz 
wenn fie gewiſſ wäre, dem Werthbe Z von A geben würde, wollen 
wir mit Zidz bezeichnen. Das dem nten Berfuche entfprechende Inz 


b 
tegral hf 2/,zdz kann alfo v verfchiedene Werthe: 
— 


b b b 
Ha zZ, de, /, e2,02,..\f- z4,dz 
ar a a 


haben, deren Wahrfcheinlicheiten die der entfprechenden Urfachen find, 
fo daff Y, bei einem beliebigen Verfuche die Wahrfcheinlichkeit des 


Merthes er 22 dzdz ausdrüdt. Die unendlich Heine Wahrſcheinlich⸗ 
keit eines Werthes des Mittels u fü zf„zJIz wird alfo nach der 
. ik @ a | 


vorhergehenden Negel beftimmt, welche dem mittleren Werthe * einer 


beliebigen Größe in einer ſehr großen Anzahl u von Verſuchen ent— 

fpricht, und s ift alddann die Summe der u unbekannten Werthe von 
b 

fe z/„zdz, welche in dieſer Reihe von Verſuchen flattfinden, und 
a 


die Größen, welche man für k und /h nehmen muff, werden nach den 
v möglichen Werthen dieſes Integrales beftimmt. | 
Nimmt man nun diefe 9 Werthe: 


b b b 
bi zZ] dz, JS, Ale F. zZ,dz 
N a @ @ 


241 


‚für bie in $. 103, mit Cr Egr er. C, bezeichneten und feßt ber 
Kürze wegen: | 


« 
e=45Y, WARZZ * 23 81. J, eAde)" 


‚wo das Zeichen S eine Summe bezeichnet, welche fich auf alle Indices 
von Z=1 bi8 iv erſtreckt; fo find es die nach den Formeln die- 
ſes $. von u unabhängigen Größen y und 6, welche man für k und h 
nehmen muff. Bezeichnet man alfo mit v, eine Hofitive oder negative 
und gegen V u. fehr Heine Größe, ift U, ein Polynom, welches nur 


ungerade Potenzen von v, enthält, und fest man: 


1 1 —o 
—— — )⸗ "do; 


ſo iſt diefe unendlich Eleine Größe a,dv, die Mahrfcheinlicheit der 
Bleichung: 


Nimmt man ebenſo an, daſſ die Groͤße: 


verſchiedene Werthe bekommen kann, welche den Urſachen C,, C,, 
...C, entfprechen und deren Wahricheinlichkeiten bei jedem Verſuche 
te diefer Urjachen felbft find, und bezeichnet v,, eine pofitive oder ne- 


ative Größe, von folcher Befchaffenheit, daſſ das Berhältniff — 


⸗ 
in ſehr kleiner Bruch iſt, und iſt 7, ein Polynom, welches nur un— 
erade Potenzen von ,, enthält, fest man ferner: 


1 1 — vo? 
©, —— ( —— Ban, 
7 > u 
nd der Kürze wegen: 


1 6 2 9% 2 7 2 
38, /, z Ade—3Sy,(/ = Aıdz) $ 
[3 a = a ‚ 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeitsr. zc. 16 
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fo ift diefer Ausdrud von 9,,de,, die Mahrfcheinlichkeit, daſſ das 
Mittel aus den u Werthen der in Rede ftehenden Größe, nämlih: | 


— J—— Sr /nedz) | 


| — 181 

nur um eine beftimmte Größe von der Kleinheitsordnung von ——, 
I 

welche wir aber nicht zu kennen brauchen, von @ verſchieden iſt. Uebrigene 


ift dieſes Mittel nichts anders, als die Größer in $. 101. Wenn man) 
alfo die Größen von der Kleinheitsordnung des Bruches I gernachläffigt 
u 


fo braucht man nur a flatt 3 in das zweite Glied des verheraehen 
Werthes von — welcher ſchon von der Ordnung von — iſt, zu — 


tzen, wodurch man erhaͤlt: 


und die Wahrſcheinlichkeit dieſer Gleichung würde wieder =» dv fein 
wenn der angewandte Merth von A gewiſſ wäre. Da aber dieſen 
Werth nur eine von der Veraͤnderlichen e,,, welche nicht in dem Wer— 


the von — vorkommt, abhängige Wahrfcheinlichkeit @,, de,, hat; ſo 
u 


folgt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit dieſes Ichten Merthes durch das Pro 
duct aus ode und der Summe der Werthe von @,,dv,,, welche ak 
len Werthen entfprechen, die man der Größe o,, beilegen kann, volk 


ftändig ausgedrudt wird. Obgleich aber dieſe Werthe gegen Vu jeht 


Fein fein müffen, Fann man wegen des Erponentialfactors en von 
o,,de,, das Integral von @,,de,, doc von Pu =—@ bis v, =D 
etftceden, ohne den Werth deffelben merklich zu ändern. Der von 77, 
abhängige Theil diefes Integrales verfchwindet, weil er aus Elementen 
befteht, welche paarweile einander gleich find und entgegengefeßte Zei⸗ 
chen a und man hat blos: 


* aude,—i. 


Die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Gleichung ift alio immer 
—wde, wie wenn der angewandte Näherungswerth von A gewiſſ ges 
wefen wäre. 
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| Auch kann man bemerken, daſſ das Mittel: 
a) 
2, Adnzdi 
nichts anders, als die Größe k in $. 101. if. Der Ausdruck von 


| @,de, ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, dasf der Werth diefer Größe: 
N 20 Vs | 
| k=y+— — 
J * 
‚if. Subſtituirt man alſo dieſen Werth in den von * welches 
| ya 22 VE 2 Ve 
Dan 


gibt, ſo wird die Wahrſcheinlichkeit dieſer letzten Gleichung fuͤr jedes 
Werthepaar von v und v, durch das Product von ode und o,dv 
welches wir mit 0 bezeichnen wollen, ausgedruͤckt, fo daſſ man: 


1 1 — — 
— ke Anılens rrara 
a le art 
bat, ‚wenn man das Glied, worin als Divifor vorkommen wiirde, 
hinweglaͤſſt. | 
Bezeichnen wir mit 0 eine pofitive oder negative Weränderliche, 
melde, wie # und v, gegen Vu jehr Elein ift, fo kann man: 


0,Ve+oV a=-0V okE 


feßen, und wenn man diefe neue Veränderliche flatt v, in die vorher- 
gehende Differenzialformel einführen will, fo muff man für v, und de, 
die Werthe: 


4 


* 


+6 a a6 
LEN: — AR a 
REN 


Vs 
etzen, wodurch fie fich in folgende verwandelt: 


oVo46 0Va 
2.2, 


en 
REN 
worin 7 ein von 7 und F, herrührendes Polynom ift, wovon je 
16* 


244 4 

FRE, . 

des Glied eine ungerade Potenz von v oder von 6 enthalt. Da die 
Gleichung : \ 1 
SEN 20V «+6 
— — 


— 
— 


| # Y V. \ 
ur noch die Veränderlihe O enthält, fo folgt, daſſ ihre Totalwahr⸗ 
ſcheinlichkeit die Summe der Werthe von o für alle poſitiven oder ne⸗ 
gativen Werthe, welche man der andern Veraͤnderlichen v geben kann 
iſt. Ferner Tann man wegen der in dem Ausdrude von Oo vorkom⸗ 
menden Exponentialgroͤße das Integral von ⸗— — wm bi 0 er 
fireden, ohne den Werth deffelben merklich zu verändern. Seht man 


alsdann: | | 
oy a6 A: auVots_ v 
RER EEE REN. ® 

E 


und bezeichnet mit 7” den Werth von 7 als Function von 6 und 0,7, 
fo hat man: | oe 


1 092 _09 ? i 
=(1-—=T)e 29.40.40 ; | 
Te V% 4 j | 


x 


(14) 
| | 


wo die Grenzen der Integration in Beziehung auf die neue Veraͤnder⸗ 
liche 0, wieder Kſind. Bezeichnet man alſo feinen unendlich klei— 


nen Werth mit 7 dO, fo ergibt ſich: 4 
| 862 1 _ 02 
ndo=——e d6— —— Ge” do 
V* V «u 


fuͤr die Wahrfcheinlichfeit der Gleihung (1), wo © ein Polynom ift,) 
welches nur ungerade Potenzen von d- enthält. | 
Es kommt nun darauf an, aus diefer Gleichung (14) die Unbe— 


\ 


| 
f 
\ 


kannte &-+8 zu eliminiren, welches, wie man fogleic fehen wird, 
möglich ift, weil fi) der Ausdruck von @+6 auf: | 


b - b 2 
a+s=4sy,/, 2? Zidz —4 (syuf, 2Zıdz) 


reducirt und von der Summe: 


Sy; (J, :24:) , 


welche in jeder der Größen ce und € vorkam, unabhängig. if. 


| $. 106. Wendet man auf: 


b 
4 / fuede 


diefelben Schlüffe an, wie im vorhergehenden $., auf diefe um: 


uf anzde) | 


verminderte Größe und bezeichnet ihren mittlern Merth mit 49, fo 


dal: . 
1m b 

N z nzd2=Y 
iſtz fo ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Größe: 


.fb 
1 | / 
— 
von Lp nur um eine beſtimmte Größe von der Kleinheitsordnung von 


1 — 
—— verſchieden iſt, =a@,,dv,., Vernachlaͤſſigt man ferner wieder 


Vr 

die Glieder, worin — als Divifor vorkommt, fo ergibt fi, wie im 
| m 

vorhergehenden $., daff man in der Gleihung (14) die Größe 4% 
tatt des Xheils: 


des vorhergehenden Werthed von &@ 8 anwenden kann, ohne die Wahr- 
cheinlichkeit 7 dO viefer Gleichung zu verändern. Da der andere heil 
118 Werthes von @+E genau die Größe 4.y? ift, fo hat man folglich: 
| @a+6°=39 — 37° | 
mb vermöge dieſes Werthes verwandelt ſich die Öleihung (14) zu⸗ 
nhͤchſt in: 
| s ö Maerz 
— — — 2 — 2 2, 
R * — p | Y 

Nun fei Z eine gegebene Function von z. Die Unterfuchung 
n 88. 97. und 101. und folglich der Ausdrud von adv im vorhers. 
‚jehenden $. laſſen fih ohne Schwierigkeit auf die Summe der Werthe 
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von Z ausdehnen, welche in den zu betrachteten Verfuchen ftattfinden. 
Man braucht für A nur eine andere Größe A, zunehmen, deren , 
Merthe die diefer Function Z find. Die unendlich kleine Wahrfcheine 
lichfeit irgend eines Werthes von A, iſt dieſelbe, als die des correſpon⸗ 


| 


[' 


direnden Werthes von z und wird folglich ‚bei dem nten Verſuche 


durch „2 dz ausgedruͤckt, und wenn man mit A, h,, gr. . 
die Werthe der fih auf A beziehenden Größen A, h,g,..., in Be 
ziehung auf die Größe A, bezeichnet; fo hat man: | 


4 


b_ | | 
uk=z |, Zf12dz, d 


uh=2[ f Z2fuzdz 2 (JS 2424) ], etc. 


Wenn man alfo die Summe der während der Berfuchsreibe 
ſtattfindenden u Werthe von Ä, mit Ss, bezeichnet, fo ift die unendlich 
kleine Größe ode die Wahrfcheinlichkeit, daſſ genau: 


iſt. 


Setzen wir nun Z=z?2, fo haben wir; 


#1 — 
—6 —— 
Bei dem Grade von Annaͤherung, wobei wir ſtehen bleiben, kann 


4 
man folglich = für den: Werth“ von. p in dem vorhergehenden Aus— 
m N, 


Ss j ce * ⸗ 
drucke von — nehmen, und man überzeugt ſich, wie im vorhergehen⸗ 
M ; 


den $., daſſ die MWahrfcheinlichkeit diefes Ausdruckes nicht geändert wird, 
fo daſſ nd wieder die unendlich Heine Wahrfcheinlichkeit . der Glei— 
Kung: | 
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ift, welche fich aus der vorhergehenden ergibt, wenn man wieder 
D c — 1 e . 
die Größen von der Kleinheit3ordnung von — vernachlafligt. 

AL 


Bir wollen den Werth von A, welcher bei dem n ten Verſuche 
fiattgehabt hat, oder ftattfinden wird, mit A, bezeichnen, und der Kurze 


BIN: R 


1 Se 5 227172 
— Em, 2 — 4) ii) 
ſetzen; fo ift identiſch: 
| 1 F 1 ; s 2 1 i 
I SIE ES ER Er IS (1 )> 
/ u 1% n! u u n u u? u n 14 
und die vorhergehende Gieichung verwandelt fich daher in: 
s BERN 
——— — 
r V% 


Penn man nun mit zw eine pofitive und gegebene Größe bes 
zeichnet, fo ergibt fich hieraus, daſſ das Integral der Wahrfcheinlich- 
feit 7 JO diefer Gleichung von H=u bi! 0= — u genommen, bie 


Wahrſcheinlichkeit ausdrüdt, dafj der Werth von ie zwifchen die Grenzen: 


EN 
——— 
V“ 
fällt. Bezeichnet man diefe letzte Wahrfcheinlichkeit mit T, und bee 
ruͤckſichtigt den Ausdrud von ndod, fo bat man: - 


1 202 13 gu 2292 
[Ye 0 ne on9, 
Vi u V zus uU 
und da © ein Polynom ift, welches nur ungerade Potenzen von 6 
enthält, jo ift das zweite Integral SO, und man bat blos: 


1 x) ae 
a 
VrJ-u 


welches Reſultat mit dem Werthe der durch Die Formel (13) geges 


benen Wahrfcheinlichfeit P ubereinfiimmt, 
Diefe Formel drüdt alfo Die MWahrfcheinlichkeit aus, daſſ Pie 


| 
Grenzen +7 welche nach den Verſuchen Feine unbekannte Größe 


T— 
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mehr enthalten, die Differenz zwifchen fich fchliegen, welche zwiſchen 
dem mittleren Werthe * von I und der fpeciellen Größe y, wel 


u 4 
cher fich diefer mittlere Werth ohne Ende nähert, und welche er erreis 
hen würde, wenn m unendlich groß würde und die Urfachen C,, C,, O5, 
... C, der möglichen Werthe von A ſich nicht veränderten, flattfindet, 

$.. 107. Wir wollen nun annehmen, daff zwei ſehr lange Ver— 
fuchöreihen, die eine von w und die andere von u’ Verfuchen anges 
fiellt würden; e3 feien s und s’ die Summen der Werthe von A 
in diefen beiden Verſuchsreihen, ferner /, und A, die Werthe von 
A welche bei dem nten Verſuche ftattfinden werden, oder flattgefun: 
den haben, und wir wollen: | 
1 


1 
—34 ,—A, —E(} Me 
u n 2 A 2 9 


aa, 2a, a2 =4 N 
fegen, wo fi die Summe 3 auf alle-Verfuche jeder Reihe, d. h. die, 
beiden erften von n=1 bis n—= u und die beiden Ichten von n—1 
bis nu erfireden. Wenn fi die Urſachen C,, C,, Cu Ci 
von einer Verſuchsreihe zur andern nicht ändern, fo ändert ſich die 
Größe y in $. 105. auch nicht. Bezeichnet man alsdann durch 6 
und 6° pofitise, oder negative Veränderlihe, welche aber gegen Vu 
und Vu fehr Klein find, fo find die Gleihungen für die mittleren 
Werthe von A in diefen beiden Verfuchsreihen: Ä 
F 01 SE ra 4 


ee te DE PA — 15 
Yet de = (15) 
und ihre reſp. Wahrfcheinlichkeiten 7 d9 und n'd6' werden ausge⸗ 
druͤckt durch: ! 


y 


1 1 — 92 
nd0= — (1 — 0)⸗ do 
Vz Pa 


1 1 912 
de = (1 Z0')e?* dor 
4 V« r 


IT 


wo © und ©' Polynome find, welche nur ungerade Potenzen von’ 
8 und 6° enthalten. Wenn ferner die beiden Verſuchsreihen aus vers 


ſchiedenartigen Verſuchen beftehen, fo kann man dieſe Werthe von u 
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' . e . . . — 
und fr ald von einander unabhangige Ereigniffe betrachten und die 


MWahrfcheinlichkeit ihres gleichzeitigen Stattfindens wird nad der Re— 
gel in $. 5. durch das Product von nd und n’do' ausgedrüdt. 
Diefes Product ift auch die Wahrſcheinlichkeit einer beliebigen andern 
Verbindung der beiden Gleichungen (15), z. B. die Wahrſcheinlichkeit 
der Gleichung, rein? man erhält, wenn man fie von einander abzicht, 
namlich: 


64 
N 
Bezeichnet man alfo das Product nn'dOdo' mit % und läfft 


das Glied, welches V uu' im Divifor enthält, unberuͤckſichtigt, fo er— 
hält man für die WahrfcheinlichFeit der vorhergehenden Gleichung für 
jedes Werthepaar von 0 und 6*: 


— — (1— EN a 0). EN 
75 
Um bier denfelben Gang, wie in $: 105., zu befolgen, feßen wir: 
or 6 ıVRRrEW | 
7m SUR ya 


wodurch die vorhergehende Gleichung in die folgende: 


s 22V Rat u 
RAN V uw 


verwandelt wird, und in dem Ausdrude von % feßen wir für 0 die 
neue Veränderliche Z, zu welchem Zwede wir: 


eV Rute 01V w 
TE ER Ya 

de — VrutPe 

"Va 


ſetzen, woraus alddann folgt: 


0 — 


—— 01V “ 45 
12 ul]? ui nr Va vuV =) 
_d:doy I® u 2 ul? u "ame a f 


al le 
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2 | 

indem IT ein Polynom ift, worin jedes Glied eine ungerade Potenz | 

5. j 

‚von Z oder von 9 enthält. Da der Werth von — —nur noch 
1 


die Veränderliche Z enthält, fo wird feine Wahrfcheinlichkeit durch das 
auf alle Werthe, welche man der andern Veraͤnderlichen 6 geben kann, | 
erftrete Integral von % ausgedrüdt, und wegen der in % vorkommen⸗ 
den Exponentialgroͤße kann dieſes Integral von ⸗— — bis d=w. 
genommen werden, ohne daſſ fein Werth merklich geändert wird. Sekt 
man alddann: Ä 


IV Wut HIV w 


— — 
ER T UV « 
12 72 „it 
LATE ER 
"V u 


und bezeichnet den entforechenden Werth IZ mit IT’, fo erhält man: 
y=—( —— a ardı, 

wo die Grenzen der Integration nah 2 wider !=- FW find, und 
wenn man die unendlich Eleine MWahrfcheinlichfeit des vorhergehenden 

‘ 
Werthes von a, mit Tdt bezeichnet; fo hat man: 

ie (1—T7) — dt, 
V% | 

wo 7 ein Polynom ift, welches nur ungerade Potenzen von Z ente 
halt. Wenn wir endlich mit z eine gegebene pofitive SR und mit 
4 die Wahrſcheinlichkeit bezeichnen, daſſ die Derek n — — zwi 
fehen die Grenzen 


UV PER — 
zT 


2 * 
A= — dt, 
V: 40 
was mit dem Durch die Formel (13) gegebenen Werthe von P übers 
einſtimmt. Diefe Größe P ift alfo die Wahrfcheinlichfeit, daſſ vie 


fällt; fo haben wir: 
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Differenz zwifchen den mittleen Werthen von A in den beiden langen 
Berfuchsreihen zwifchen dieſe ganz befannten Grenzen fällt. 

Hat man für z einen hinreichend beträchtlichen Werth genommen, 
damit der von P ſehr wenig von der — verſchieden wird, und die 


Beobachtung gibt für die Differenz —— — Er eine Größe, welche nicht 


zwifchen die vorhergehenden Grenzen Kin fo ift man zu dem Schluffe 
berechtigt, dafj die Urſachen C,, Ca, Cg, .:. C, der möglichen 
Werthe von A in dem Intervalle der beiden Verfuchsreihen nicht Dies 
felben geblieben find, d. h. es hat entweder in den Wahrfcheinlichkeis 
tn Yı, Yarı Yzr- - - Y, diefer Urfachen, oder in den Wahrſcheinlich⸗ 
keiten, welche ſie den verſchiedenen Re von A geben, irgend 
eine Veränderung stattgefunden. 

Nach) dem im vorhergehenden $. muff jede der Groͤ⸗ 
fen Z und Z ſehr wahrſcheinlich fehr wenig von derſelben unbekann— 
ten Größe 2V «+8, welche für beide Verſuchsreihen dieſelbe bleibt, 
verfehieden fein. Es ift folglich auch fehr wahrſcheinlich, daſſ die Grö- 
gen Z und Z fehr wenig von einander felbft verfchieden find, und 
man fann daher, ohne weder die Größe der vorhergehenden Grenzen, 
noch ihre MWahrfcheinlichkeit merklich zu verändern, darin /=/ feßen, 
Fur eine zukünftige Reihe von Berfuchen gibt u, die Formel (13) 


die Wahrfcheinlichfeit P, daſſ der mittlere Ra — von A zwifchen 


‚die Örenzen: 


| fallt, welche für jeden gegebenen Werth von z nur von den Nefultaten 
| der erften bereit3 angefteliten Neihe von Verfuchen abhängt. 

Für denfelben Werth von zw, d. h. bei gleichem Grade der Wahr: 
\fcheinlichkeit ift folglich, wie man fieht, die Amplitude diefer Grenzen 


in dem Berhältniffe von Vu-+ u‘ zu Vu größer, als bie der Dif- 
ferenz — und dieſe beiden Amplituden fallen faſt zuſammen, 


wenn u’ gegen die ſehr große Zahl / eine ſehr große Zahl iſt. 

$. 108. Wenn die beiden DVerfuchsreihen von u und u! Berfu: 
chen die Meflung derfelben Größe zum Zwecke haben, und mit ver 
ſchiedenen Inftrumenten angeftellt find, wovon für jedes gleiche und. 
entgegengeſetzte Fehler gleich wahrfcheinlich find; fo convergiren die ſich 


’ 
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aus diefen beiden Verfuchsreihen ergebenden mittlern Werthe Pr und 


‘ 

= ohne Ende gegen Diefelbe Größe, welche der wahre Werth von A iſt 
N | 
(8.60). In diefem Falle ift alfo die Unbefannte Y für die beiden Be- 


s { | 
obachtungsreihen diefelbe, und die mittleren Werthe Er und * ſind ſehr 
wahrſcheinlich ſehr wenig von einander verſchieden; aber die Unbekannte | 
© +8 kann für Diefe beiden Beobachtungsreihen fehr verfchieden fein, | 
fo daff die Größen Z und ſehr ungleich werden. Wenn die Werthe 


dieſer Größen bekannt find, fo kann man fragen, welches die vortheil- 
‘ | 


F F 
hafteſte Combination der mittleren Werthe und — iſt, um daraus 


die Grenzen von Y oder den wahren Werth von A abzuleiten. 

Um dieſe Combination zu finden, wollen wir mit 4 und g’ 
unbeftimmte Größen bezeichnen, deren” Summe der Einheit gleich iſt 
und die Gleichungen (15), nachdem wir die erſte mit g und die 
zweite mit g“ multiplicirt haben, zufammenaddiren; fo erhalten wir 
die Gleichung: ö 


gs gis! gl0 g'l’0' 


a Da LE For 
deren Wahrfcheinlichkeit nach dem weiter oben Gefagten für alle Wer: 
thepaare von 6. und 0° gleich v ift. Nun ergibt fich aber aus einer 
der eben ausgeführten ähnlichen Rechnung, daff vie durch die Formel 
(13) gegebene Größe P die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ der un: 
bekannte Werth von Y zwifchen den Grenzen: 


85, _uV RR — 
ar, | 
liegt. Soll alfo die Ampfitude diefer Grenzen für diefelbe Wahrfchein- 
lichkeit P, d. h. für jeden gegebenen Werth von — die möglichft Heinfte 
werden, fo muff man g und g’ dadurch beftimmen, daff man das 
in Beziehung auf diefe Größen genommene Differenzial des Coefficien= 
. fen von z glei Null ſetzt. Wegen Hg! =1 und de'=—dg 
ergibt fich hieraus: | 
12 u ’ 12 wi 
—— — AO a AN 


und die engftien Grenzen von y find: 
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sl? sr _ ull 

Ft Fe 
deren Wahrfcheinlichfeit wieder durch die Formel (13) ausgedrücdt wird, ' 

Man kann diefes Nefultat leicht verallgemeinern und es auf eine 

beliebige Anzahl langer Verſuchsreihen erftreden, wenn diefelbe Größe 
A mit verfchiedenen Snftrumenten gemeflen wird. Wenn die drei Grö- 
Ben u, 5, Z der erften Verſuchsreihe, die drei Größen u’, s’, U der 
zweiten Verſuchsreihe, die drei Größen u”, 8“, 2” der dritten Ver— 
fuchöreihe, eZc. entfprechen, und man feßt zunaͤchſt: 

u 


u: —* 
72 FM tete. D?, R 


Ber 
j2 
und dann: 


SE EI Al ne 
Dep 9: Deus —9 ’ D? 12 


— a + 
=g", elc.;z 


‚fo drückt die Formel (13) die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ der unbe- 
kannte Werth von A zwifchen den Grenzen: 


—+ 


A A 


s! q' — u 


/ J——— .+r»+ Sy} 


‚liegt, welche fich aus der vortheilhafteften Verbindung der Beobachtun- 
‚gen ergeben. Und da man den durch diefe Formel (13) ausgedrüdten 
‚Werth fehr wenig von der Einheit verfchieden machen Fann, indem man 
für u eine wenig beträchtliche Zahl nimmt, fo folgt, dafj der Werth 
‚von A höchft wahrfcheinlicy fehr wenig von der Summe der refp. mit 
’ 


den Größen g, 9%, 9", ... multiplicirten mittleren Werthe —, “ 
Mc 


' st 
Te verschieden ift. 

Das Nefultat jeder Beobachtungsreihe hat auf diefen Näherungs- 
werth von — und auf die Amplitude F—- feiner Grenzen einen defto 
‚beträchtlichern Einfluff, einen je größern Werth der fich auf diefe Be— 

4 “u 
obachtungsreihe beziehende unter den Quotienten mr I ‚ * BR: 
hat. 

Wenn alle Beobachtungsreihen mit demfelben Snftrumente ange: 
fielt find, fo Fann man fie als eine einzige Neihe betrachten, welche 
aus utu tu... Beobachtungen befteht. Die Größen Z, 2, 79, 
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. find alfo, wie weiter oben bemerkt worden, höchft wahrfcheinlich 
fehr wenig von einander verfchieden. Krfiredt man die Summen 
auf die Bart Beobachtungsreihe, d.h. von n=1 bis zer 
+u' + ..., und febt: | 


1 | 
——-—31 4 ' 
utuutdetc.  * 4 

1 
— —  3(1 — A) 12? 
- u u! + u" etc. ( n ) Da! 


fo kann man /, für den gemeinfchaftlichen Werth von Z, 2, 2", 
nehmen. Vermittelft dieſes Werthes verwandeln fich Die orhergcher 
ven Grenzen der Unbefannten Y, deren Wahrfcheinlichkeit — die 
Gleichung (13) ausgedruͤckt wird, in: 


stHs'—+s' etc _ eh 
tete tete "Vote tete 
was mit dem in $. 106, für eine einzelne Verfuchsreihe erhaltenen Re— | 
fultate übereinftimmt. 
$. 109. Die zu Ende des $. 104. angeführte Aufgabe laͤſſt fich 
durch ähnliche Betrachtungen löfen, wie die, wovon wir eben Gebrauch 
gemacht haben. 

Es fei die Anzahl von Malen, welche das Ereigniſſ Z von einer 
beliebigen Natur in einer fehr großen Anzahl u von Verſuchen ftatt: 
findet, =m; indem fih die MWahrfcheinlichkeit von Z von einem Vers 
fuche zum andern ändert, fei ?, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes Erz 
eigniff bei dem nten Verſuche ftattfindet. Ferner wollen wir: 


1 1 0 
ns IN 


jeßen, mit e eine pofitive oder negative Größe bezeichnen, welche aber. 
gegen Vu fehr Elein ift und durch U die Wahrfcheinlichkeit der Glei— 
hung: | N 
m | 
PETER Y; 
ausdruͤcken. Wenn man zur Vereinfachung der Rechnungen das zweite 
Glied der Formel (2) hinwegläfft, die Bedeutung der darin vorköm— 


menden Größe / berüdfichtigt, und darin v für 6 fest, fo erhält 
man: 


V2p-2% 29 


» 
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——— 
———— 224(P— 4) 

Wie in 8. 104. wollen wir alle möglichen Urfachen des Ereig— 
niffes Z2, deren Anzahl endlich oder unendlich fein Fanıı, mit C,, Cyr 
C;, ... C,, ihre refp. Wahrfcheinlichkeiten mit Yı, Ya, Yar ++» Y» 
und die Mahrfcheinlichkeiten, welche fie dem Stattfinden des Ereigniffes 
E geben, mit Cj, Cor Egr +.» €, bezeichnen. 

Wenn man p, als eine Größe betrachtet, welche die 9 Werthe 
Er Cor gr re. Cn, deren —— — J ——— — 
ſind, bekommen kann, 


v101 ———— —— 5 VER, 
Yır 63 Ya lan. el 


U 


feßt, und mit Pe, eine gegen Vu jehr Kleine pofitive oder negative 
Beränderliche bezeichnet; fo ift die unendlich Fleine Wahrfcheinlichkeit, 
daſſ genau: 


En AL — 

CH 

ift, der Größe a, de, in $. 105,, ‚oder, Bu man den zweiten 
‚Theil ihres Ausdruckes vernachläffigt, der Größe 7 * do, gleich. 


Wenn man ferner mit v,, eine gegen V u fehr Eleine Beränderliche 
bezeichnet, fo ift die Größe @,,de,, in demfelben $., oder blos 


Bo 
—e Zu dv,, die Wahrfcheinlichkeit, daf die Größe P—g von 


IE 


'r—g nur um eine beftimmte Größe verfchteden welche P,, pro⸗ 


| 
‚portional und von der Kleinheitsordnung von 7: ift. Und wenn 


man ferner die Größen von der Ordnung von = unberüdfichtigt aͤſſt, 
fo ergibt ſich, daſſ man r—o für ap —g ſetzen Fan, ohne die Wahr: 
fcheinlichkeit U des vorhergehenden Werthes von * zu verändern, wo— 
‚durch fich Diefer Werth in folgenden verwandelt: 

NV A 


Vr 
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Setzt man ferner: 
1 | 
— | 
Vre-o | | 
fo muff man, damit m eine ganze Zahl fei, für v nur die pofitiven: 
oder negativen DVielfachen von Ö nehmen, welche außerdem gegen u 
fehr klein fein müffen. 


Addirt man nun die beiden vorhergehenden Werthe von p und 1. 
N 
fo erhält man die Gleihung: 

‚Voir eV ?2r— 2r— 20 
e ya v.® \ 

Deren Wahrſchemlichkeit Br jedes Werthepaar von # und v’ durch ba 

A | 
Product aus U und — "do, ausgedruͤckt wird, fo daſſ, wen 


| 
| 
| 
| 
| 


man fie mit © bezeichnet: 
* 1 a Peg) 
Ve) 
ift, wenn man r—o flatt p—g in den Ausdruck von U ſetzt. Wir 


wollen. 
N. re 
„oe # 
Fe 


A— 
deal de 


und hieraus folgt: 
m 68V 2m(«—m) 


r zZ — 


M uVa 


wenn man die Glieder von der Kleinheitsordnung von En unberuͤck⸗ 
4— [4 (4 K 
ſichtigt laͤſt. Zu gleicher Zeit hat man: | 
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Ss ſo⸗ (r—r?) +209V (r— r?) (r—e) + 9°(r—r?)] 


8d$ r—r? e—r? 
——— 
— 72 4 


wenn man den Werth von Ö berücfichtigt. Da aber der Ausdrud von 
r die Größe v nicht enthält, fo. ift feine Wahrfcheinlichkeit ebenfalls 
davon unabhängig. Sie ift der Summe der Werthe von & gleich, 
welche allen den Werthen entfprechen, die man 9 beilegen kann, und 
welche nad) gleichen Differenzen =0, wovon v ein Vielfaches ift, wach- 
ſen müffen, 


Wegen der Kleinheit von Ö erhält man einen Näherungswerth die- 
fer Summe, wenn man in dem Ausdrude von e, de für 6 ſetzt und 
für. die Summe ein Integral nimmt, und diefer Werth ift bis auf 


| 1 
‚Größen von der Ordnung von Ö oder von — genau. Obgleich die 
7 


Veraͤnderliche v gegen Vu eine fehr Feine Größe fein muff, fo kann 
man wegen der in dem Ausdrude von e vorkommenden Exponential— 
(größe das Integral doh von v=— wo bis v—=w erftreden, ohne 
den Werth deffelben merklich zu andern. Sekt man alddann; 


— “— 


ie: r—r? 20 
| v 0 —o6 
VER — 4* 
r—r? 
YV de=d96,, 
017 


fo find die Grenzen der Integration nach 9 ebenfalld H@ , und wenn 


man die unendlich kleine Wahrfcheinlichfeit des Ausdrudes” von r mit 
% do bezeichnet; fo hat man: 


1 
u e 9" d6 = ——e”" de. 
g — IE Ve 
Wenn alfo zz eine gegebene pofitive Größe ift, fo ift die Wahr- 
ſcheinlichkeit, daſſ der unbekannte Werth von 7 zwifchen Die Grenzen: 


J 


m uV 2m(u— m) 
— „Vr | 


faͤllt, der Wahrfcheinlichkeit P glei, welche die Formel (13) sit, 
weil diefe Wahrfcheinlichkeit durch : 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeitsr. 2c. Ä 17 
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U 2 u..2H? 
age f- e do RAUF 
Vi 0 


ausgedruͤckt wird. Alſo iſt P die Wehnchemichteit daſſ die beſondere 
Groͤße r, welcher fi das Verhältniff — ohne Ende nähert, je ‚geb 
fer die Zahl ie noch wird, von diefem Zerhaͤltniſſ e nur um eine zis 
ſchen den bekannten Grenzen: | 
_uV zm(u—m) a 
TER, 2 


| 


: 
h 
| 
f 
| 


liegende Größe verſchieden ift. 
Sn einer zweiten, aus einer fehr großen Anzahl u! von Berfus 


chen beftehenden‘ VBerfuchsreihe finde das Greignifi Li, mm’mal ftatt, 
und 6° fei eine poſitive oder negative, ader gegen Vr ſehr Eleine 
Veraͤnderliche; fo wird die unendlich Eleine Wahrfcheinlichkeit der Gleis 
hung: 


ne &V 2m’ (u '— m') 
NEE 
durch : SEN 4 


ausgedruͤckt. Die Wahrſcheinlichkeit der Gleichung * 
m! m Van eV 2m («—m) 
FR EIER a To 
welche man erhält, wenn man diefen Werth von ” von dem vorherz 


gehenden abzieht, ift folglich für al ER von 0 und 0° das 
Product aus: | 


1.0 rap DN 
——E ., ‚d0' und! ——e 
— V rt 
und wenn man zuvoͤrderſt: 

68V m’ (u 06V m!(# — m‘) 06V m(u—m) _ EV um! m! (n' m) Hmm) 


VE ale, Eh uu'V up 
Vsm (u m! (u! — m) a en m — m) N 


N re um! (a — m ” 


0: do, 


do! — 


und dann: 
oV 43 m (u — m')-E a3 m (u— m) si iu vr m (u — m) 


BF —— RE 14 
eV um! (d— m!) uV um (u — 


— 


Vs a a u a 
SER Er — m‘) 


fest, d.h. wenn man zuerft fir die Weränderliche 0° die Größe Z fest, 
ohne 6 zu verändern, und dann 7 für 0, ohne Z zu verändern; fo 
verwandelt fich diefe Wahrfcheinlichfeit der vorhergehenden Gleichung in: 


1 RN) 


T 
Da ſich dieſe Gleichung zu gleicher Zeit in: 
mo m:4V 2 48 m! (a m) 12 W8 m (a — m) 
a ie wi au V aut TE, RE 
verwandelt und nur noch die Veränderliche Z enthält, fo. ift ihre Zotal- 
wahrfcheinlichkeit das in Beziehung auf 2! genommene Integral des vor— 


hergehenden Differenzialausdrudes, welches man von !=— © bi 
er nehmen ut anf den Werth deſſelben merklich zu andern, 


1 
wodurch man re Ar erhält, und woraus endlich folgt, dafl: 
It 


1 "U al 
— ke Era 
V:: —UÜ , 


oder die durch die Formel (13) Ba Siehe P vie Wahrfchein- 
ichkeit ausdruͤckt, daſſ die Differenz — — — — zpifchen den Grenzen: 


uV2 u3 m’ (u! — m!) + 35 m — - m) 
u V up 


iegt, worin u eine pofitive und gegebene Größe ift, und welche nur 
sekannte Zahlen enthalten. _ | j 
Diefe Grenzen flimmen mit denen überein, welche wir in d. 87 auf 
sine weit einfachere Weife, aber blos für den Fall, wo die Wahrſcheinlichkeit 
ye8 Greigniffes K conftant und in den beiden Berfuchöreihen dieſelbe 
fl, gefunden ig Jedoch enthält die Formel (24) des angeführten $. 
17* 
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| 
ein Glied von der Drdnung von — oder — welches in der Sorte 


mel (13) nicht vorfommt, und — der darin liegt, daſſ wir 
in den eben verrichteten Rechnungen die Glieder der betrachteten Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten vernachlaͤſſigt haben, welche von dieſer Kleinheitsordnung 
ſein wuͤrden. 

$. 110. Wir wollen und in dem gegenwärtigen Werke mit den 
vielen Aufgaben, worauf man die vorhergehenden Formeln anwenden 
kann, und wovon wir die hauptfächlichften in $. 60. und folg. anges, 
führt haben, nicht befchäftigen, fondern wir — * uns, um ein 
Anwendungsbeiſpiel zu geben, auf eine bekannte Aufgabe, welche ſich 
auf die Planeten- und Kometenbahnen bezieht. 

Wenn man in den weiter oben (F. 99.) mit ZT und T, 2 

neten Größen: 


hg; YZUg—c, c—2—2ye, c+.=2y6& 
fest, fo erhalt man: 


1 — 
— T=+h-eo) Fu-1-e) 


(28)" | ER h 
a Kr k,u—1.0u—2 Mo, 
+-—(u—2—a er es . 
er; — (# ) ——V — Zr 

ie ir RE 

9o 
"u,u—1 EN 

+, (u—2—6) FI. — u—3-8) Heie., 


wo das obere oder untere Zeichen jedes Gliedes genommen werden‘ 
muſſ, jenachdem die Größe, welche darin zur sten Potenz erhoben 
vorkommt, pofitiv oder negativ if. Wenn man alfo mit S und 7 
die Summen der Ölieder, welche in diefen beiden Formeln mit ihren 
obern Zeichen genommen werden müffen und mit S, und 7, die Sum— 
men der Glieder, welche mit ihren untern Zeichen: genommen werden 
muͤſſen, bezeichnet, ſo hat man folglich: 


TSS 1,=@9)"(T—-7,). 


Aber nach einer bekannten und leicht zu beweiſenden Formel hat 
man für jeden Werth der Größe d: 
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Ä r | pt ‚u—1 
Rd) -—um-—1 + —-u-2-9 


ku—1.u— 2, 11 u—1 


Wenn man folglich fucceffive = und ö=E fest, fo hat man auch: 
SH T-T=2#", 


Ben 
J 


woraus folgt: 

| T=ag" a" 28), 

Dar a), 

wodurch ſich die Formel (10) in folgende verwandelt: 
| er. 


— 77 D 
1.2... 


. 


Herwandelt man num die Zeichen der in den Gliedern von S, 
und 7’, zu der Potenz m erhobenen Größen, wodurch fie alle pofitiv 
‚gemacht werden, und wobei zugleich erforderlich iſt, daſſ man auch die 
‚Zeichen diefer Glieder in die entgegengefeßten verwandelt, oder nicht, 
jenachdem die Zahl m ungerade oder gerade ift, und kehrt endlich "die 
Ordnung diefer Glieder von endlicher Anzahl um; fo fieht man leicht 
ein, daſſ ſich der Ausdrud von Pin folgenden verwandelt: 

— 1 RE ar RN Sur 
ran... E Be) TI 42 —— 


x 


‚a—1.4—2 
Brenn (e—3)" + ete.—a +u («—1) 


1.2.3 
mu —1 u, m.u—1.u—2 u | 


welcher mit dem von Laplace auf einem ganz andern Wege gefundes 
nen übereinftimmt. *) | 

5 Diefe Formel druͤckt die Mahrfcheinlichkeit aus, dafj bei einer be⸗ 
liebigen Anzahl zu von Verſuchen die Summe ber Werthe einer unbe: 
Tannten Größe A zwiſchen den Größen 206 und 288 liegt, wenn 
vorausgeſetzt wird, daſſ alle Werthe von A von 0 bis 24 gleich mög- 
lich und außerhalb diefer Grenzen unmöglich find. Jeden der beiden 


e) Theorie analytique des probabilites, p. 297. 
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Theile, woraus N Formel beftcht, feßt man bis zu dem Gliede 
fort, worin die zu der Potenz zu erhobene Größe aufhört, poſitiv zu fein, 
fo daff, wenn n die größte in 8 enthaltene ganze Zahl ift, fich ver 
erfte Theil diefer Formel mit dem (n-H1)ten oder dem zunächft vor- 
hergehenden Gliede fihließt, jenahdem u>n oder u<n ift, und dafs 
ſelbe gilt hinfichtlich des zweiten Theiles, wenn n die in a enthaltene 
größte ganze Zahl ift. 

Welche Urfache nun aber auch die Bildung der Planeten beftimmt 
haben mag, fo kann man doch annehmen, daſſ alle möglichen Neigungen 
der Ebenen ihrer Bahnen gegen die Efliptif von 00 bis 909 urfpränge 
lich gleich wahrfcheinlich gewefen find, und man foll in dieſer Voraus: 
feßung die Wahrfcheinlichkeit beftimmen, daſſ die Summe ver Neiguns 
gen der Bahnen der 10 befannten Planeten, außer der Erde, zwifchen 
gegebenen Grenzen, z. B. zwifchen 09 und 900, hat liegen müffen. 
Wenn man für die Größe 4, welcher die Formel (16) entfpricht, die 
Neigung einer Planetenbahn Air jo muff man dad Intervall 2 € 
der möglichen Werthe von 2 gleih 909 annehmen und. in diefer For⸗ 
mel «=0,8=1 und u=10 feßen, wodurd fie fih auf: 

1 
1,2.8.4.5.6.7.8.9.10° > 


reducirt. Da diefer Bruch ungefähr 770006 beträgt, fo folgt, daſſ 
eine kleinere Summe als ein rechter Winkel für die Neigungen der Pla⸗ 
netenbahnen hoͤchſt unwahrſcheinlich ſein wuͤrde, und daſſ man es als 
außer allem Zweifel betrachten kann, daſſ dieſe Summe groͤßer, als 
909 hätte fein muͤſſen. Nun beträgt fie aber im Gegentheil ungefähre 
nur 820, und da ihre periodifchen Veränderungen nur fehr Elein findz 
fo folgt, daſſ die Vorausfegung einer gleihen Wahrfiheinlichkeit der 
Neigungen der Planetenbahnen von jeder beliebigen Anzahl von Gras 
den zur Zeit der Bildung der Planeten unzuläfjig ift, und daſſ es kei⸗ 
nem Zweifel unterliegt, daſſ irgend eine bei dieſer Bildung obwaltende 
Urſache die kleinen Neigungen der Planetenbahnen hat weit wahrſchein⸗ 
licher machen muͤſſen, als die uͤbrigen. Die Neigungen der Planeten⸗ 
bahnen find hier als von der Richtung der Bewegung der Planeten 
nach dem Sinne der täglichen Bewegung der Erde um die Sonne oder 
nach entgegengefeitem Sinne, unabhängig betrachtet. Wenn diefe bei⸗ 
den Richtungen bei dem Entftchen der Planeten gleich wahrfcheinlich gez 
weſen wären, fo würde die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Bewegung der 

39 Planeten außer der Erde in demfelben Sinne, als die der Ichtern 
um Die Sonne ftattfinde, gleich (3)19 fein, welcher Bruch Kleiner ifl, 
ald ein Miliontel, fo daſſ es auch fehr wenig wahrfceinlich ift, daſſ 


w 
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die beiden Bewegungen nach entgegengeſetzten Richtungen urſpruͤnglich 
gleiche Wahrſcheinlichkeit gehabt haben, und folglich bei dem Entſtehen 
der Maneten irgend eine unbekannte Urſache die Richtungen aller pla— 
netariſchen Bewegungen nach demſelben Sinne ſehr wahrſcheinlich ges 
macht haben muſſ. 

Wenn man für die Größe A die Greentricität einer Planetenbahn 
nimmt, und annimmt, daſſ urſpruͤnglich alle ihre Werthe von Null 
bis zur Einheit gleich wahrfcheinlich geweſen find; ‘fo Fann man die 
Wahrfcheinlichkeit beſtimmen, daſſ die Summe der Greentricitaten der 
bekannten Planetenbahnen 3. B. zwifhen 0 und 3. Tiegen muͤſſte, wenn 
man in der Formel (16) e=0, 6=1,28 und u—11 jeßt, wo: 
durch man: | 


ni a ar ra, ai. 111 
| N ee 64 lu nd ] 
erhält... Da dicle Mahrfcheinlichkeit P Heiner als 3 Miltiontel ift, fo iſt 
e3 im Gegentheil aͤußerſt wahrſcheinlich, daſſ die Summe ber Excentrici⸗— 
taͤten der 11 Planctenbahnen die Grenze 1,25 hat uͤberſchreiten muͤſſen. 
Da aber dieſe Summe, welche nur kleinen periodiſchen Veraͤnderungen 
unterliegt, gegenwaͤrtig etwas kleiner als 1,15 iſt, ſo iſt folglich die Vor— 
ausſetzung einer gleichen Waͤhrſcheinlichkeit aller moͤglichen Werthe von 
voͤllig unzulaͤſſig, und es bat hei der Bildung der Planeten ohne 
Zweifel irgend eine Urſache gegeben, welche die Kleinen Greentricitäten 
ſowohl als die Fleinen Neigungen wahrfcheinlicher gemacht hat. 

&11]. ‘Der feit dem Tahre 240 unferer Zeitrechnung beobach⸗ 
teten Kometen, deren paraboliſche Elemente die Aſtronomen ſo gut als 
moͤglich berechnet haben, gibt es jest 138, wovon 71 eine Directe 

‚und 67 eine refrograde Bewegung haben. Der geringe Anterfchied 
zwiſchen diefen beiden Zahlen 71 und 67 zeigt Schon, daſſ die unbe 
kannte Urfache des Entftehens der Kometen ihre Bewegungen nach dem 
‚einen Sinne nicht wahrfcheinlicher macht, als nach dem andern. Die 
Summe der Neigungen der Bahnen diefer 138 Kometen ‘gegen Die 

Ekliptik beträgt ungefähr 67520, d. h. fie ift ungefähr um 20 größer, 

als 75 rechte Winfek Um nun zu erfahren, ob fie in der Voraus— 

ſetzung einer gleich en Wahrfcheinlichkeit aller möglichen Neigungen von 

0 bis 909° fehr wenig: von dieſer Größe verſchieden fein muff, müffte 
man alfo für. @ und 8 im die Formel (16) Zahlen ſubſtituiren, welche 
wenig größer oder Eleiner find, ald 75, wodurch die numerilche Be 
rechnung diefer Formel ganz unausfuhrbar gemacht würde. Um alſo in. 
derſelben Vorausſetzung die Waͤhrſcheinlichkeit P zu erhalten, daſſ die 
Summe der Neigungen der Bahnen aller beobachteten Kometen zwi: 


Rn 
264 
fchen gegebenen Grenzen Iiegen muff, muſſ man fich der Formel (13) 
bedienen. Ä J 
Bir wollen alſo annehmen, daſſ die Größe A die Neigung eis 
ner Kometenbahn gegen die Ebene der Ekliptik fei. Da die Grenzen 
der möglichen-Werthe von A, welche allgemein mit = und 5 bezeiche 
ne find, alddann @=0 und 5=90° find, und alle dieſe Merthe 
als gleich wahrfcheinlich betrachtet werden, fo drüdt die Formel (13) 
die Wahrfcheinlichkeit 2 aus, daſſ dad Mittel aus einer ſehr gro⸗ 
Ber Anzahl u beobachteter Neigungen von Kometenbahnen zwifchen die 
Grenzen: 
90 u 
a 
f Von ; 
fat (8.102). Nimmt man u—=1,92 und fekt «138, fo erhält man: 
P=0,99338 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff in der Vorausſetzung einer gleichen Wahr: 
ſcheinlichkeit aller möglichen Neigungen, die mittlere Neigung der Bah— 
nen der 138 beobachteten Kometen zwifchen den Grenzen 45° 269 
liegt, fo daſſ man ungefähr 150 gegen 1 wetten Eönnte, daff diefe 
mittlere Neigung zwifchen 390% und 510 liegen müffe, und in der 
That hat man 480 55° fir ihren Werth gefunden. Es ift alfo Fein 
Grund für die Annahme vorhanden, daff die unbekannte Urfache des 
Entftehens der Kometen die verfchiedenen Neigungen ihrer Bahnen un= 
- gleich wahrfcheinlich gemacht habe. - | 
Die Formel (13) drüdt auch, ohne über das Wahrſcheinlichkeits⸗ 
geſetz dieſer Neigungen irgend eine Vorausſetzung zu machen, die Wahr- 
Iheinlichkeit aus, daff die mittlere Neigung der Bahnen einer ſehr gro= 
gen Anzahl u von Kometen, welche man in Zukunft beobachten wird, 
fih von der mittlern Neigung von 48055’ in Beziehung auf die 138° 
bereitS beobachteten Kometen, nur um eine zwiſchen den Grenzen: 


ulV 138 u! 
F . 107. 
Viss u’ S 


liegende Anzahl von Graden entfernen wird, Aus den berechneten Nei= 
gungen der Bahnen diefer 138 Kometen ergibt fich ein Werth der. 
in dieſen Grenzen vorkommenden Größe >=34049', und feht man 
3 B. w“"=u und nimmt, wie weiter oben, 21,925 fo fann man 
150 gegen: 1 wetten, dafj vie Differenz zwifchen der mittlern Nei- 
- gung der Bahnen von 138 neuen Kometen und der mittlern Neigung 
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der bereitö beobachteten 138 Kometen zwifchen den Grenzen F80 21’ 
liegt. Die Zahl der eriftirenden Kometen ift ohne Zweifel gegen bie 
Anzahl der Kometen, deren Bahnen man hat berechnen fünnen, fehr 
groß. Wenn man für w’ die Anzahl der unbekannten — nimmt, 


ſo reduciren ſich die vorhergehenden Grenzen ‚rofl auf Fr BR 


fie find in dem Verhältniffe von 1 zu V? enger, als für HA, 
und wenn man wieder u=1,92 nimmt, fo ift 432. fehr nahe wieder 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Differenz zwifchen Ser mittleren Nei: 
gung der Bahnen der unbekannten Kometen und der mittleren Neigung 
der Bahnen der befannten Kometen zwifchen den Grenzen 50 42’ 
liegt. | 

Wenn man alle beobachteten Kometen in zwei Neihen von gleis 
cher Anzahl theilt, wovon die. eine die 69 ältern und die andere die 
69 neuern Kometen enthält; fo findet man für die mittlere Neigung 
in der erften Reihe 490 38° und für die in der zweiten 480 38’, fo 
daſſ diefe beiden mittleren Größen faum um einen halben Brad von 
einander verfchieden find. Diefes Beifpiel ift fehr dazu geeignet, zu 
zeigen, daſſ die mittleren Werthe vderfelben Größe faft mit einander 
übereinftimmen, felbft wenn die Anzahl der Beobachtungen nicht fehr 
groß ift und die beobachteten Werthe fehr ungleich find, wie es in dem 
vorliegenden Beifpiele der Sal ift, wo die Eleinfte Neigung einer Ko— 
metenbahn 1941’ und die größte 890 48’ Feträgt. Die mittleren 
Neigungen der Bahnen der 71 Kometen von einer directen Bewe- 
gung und die der 67 Kometen von einer rtrograden Bewegung 
entfernen fich mehr von einander; denn die erfte beträgt 470 3’ und 
die zweite 50054°. 


- Wenn man in der nördlichen galbkugel durch den Mittelpunkt 
der Sonne ein Perpendifel auf die Ebene der Efliptif zieht, fo trifft 
Daffelbe das Himmelögemwölbe im nördlichen Pole der Ekliptif, und wenn 
man in derfelben Halbfugel und durch denfelben Punkt ein Perpendis 
tel auf die Ebene der Bahn eines Kometen zieht, fo trifft daffelbe das 
Himmelögewölbe im nördlichen Pole diefer Bahn. Die Winkelentfer- 
nung. diefer beiden Pole ift der Neigung dieſer Kometenbahn gegen 
die Ekliptik gleich; aber man muff nicht, wie es der achtungswerthe 
ft. Ueberfeger von Herfchel’s Aftronomie thut, die Vorausſetzung, daſſ 
alle Punkte des Himmel mit derfelben. Wahrfcheinlichkeit Pole von Ko— 
metenbahnen fein fünnen, mit der Vorausſetzung verwechfeln, daff die 
Neigungen der Kometenbahnen von allen Graden gleih mwahrfcheinlich 


im nd. 
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Denn es fein a und b zwei kreisfoͤrmige Zonen des Himmels 
in der nördlichen Halbkugel von einer unendlich Eleinen Breite, welche 
den Nordpol der Ekliptik zum gemeinfchaftlichen Mittelpunkte haben, 
- und deren Winkelentfernungen von diefem Pole durch @ und 5 auöges 
prüdt werden; ferner fei p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ein zufällig in 
diefer- Halbkugel genommener Punkt der Zone @ angehört und 9 bie 
Mahrfcheinlichkeit, daſſ er der Zone 5 angehört, fo ift Klar, dal] ſich 
diefe Brüche p und g wie die Ausdehnungen @ und 5 der beiden Zo— 
nen und folglich wie die Sinus der Winkel @ und 8 verhalten. Nimmt. 
man nun an, daſſ alle Punkte des Himmels gleich gut geeignet find, 
Pole von Kometenbahnen zu werden, fo drüden p und g die Wahrz 

fcbeinlichfeiten der Entfernungen « und 6 zwei dieſer Pole von der 
Gtliptif aus, oder mit andern Worten, die Wahrfiheinlichfeiten der 
Neigungen zweier Kometenbahnen , welche diefen Entfernungen @ und & 
gleich find. Folglich wären in der gemachten VBorausfegung die Wahre 
fcheintichfeiten der verfchiedenen Neigungen der Kometenbahnen den 2 
nuffen diefer Neigungen felbft proportional, fiatt einander gleich 3 
fein. Die Wahrfcheinlichkeit einer Neigung von 90° wäre alſo dop⸗ 
pelt ſo groß, als die einer Neigung von 300 und beide wären ges 
gen bie Wahrfcheinlichkeit einer unendlich Fleinen Neigung unendlich 


groß. *) 


) Es Scheint, daſſ fih im Himmelsraume fowohl um die Sonne, als um die 
Planeten und vielleicht auch um die Trabanten eine unermefflid große Anzahl 
anderer Körper bewegen, welche zu klein find, um beobachtet werben zu kön⸗ 
nen, Man nimmt an, daſſ dieſe Körper, wenn fie gegen unſere Atmoſphaͤrt 
ſtoßen, wegen des Unterſchiedes ihrer Geſchwindigkeit und der unſeres Planeten 
durch ihre Reibung mit der Luft bis zu einem ſolchen Grade erhitzt werden, 
daſſ ſie ſich entzuͤnden und zuweilen zerplatzen. Die Richtung ihrer Bewe: 
gung wird. durch diefen Widerfiand fo verändert, daſſ fie oft auf die Ober— 
fläche der Erde fallen, und diefes ift der wahrſcheinlichſte Urfprung der 
Aerolithen. Hierdurch laͤſſt ſich auch ein ſehr merkwürdiges Phänomen, 
welches man feit einiger Zeit mehrere Male zu derfelben Zeit des Jahres in 
weit von einander entfernten Orten beobachtet hat, erklären. Im der Nacht 
vom 12ten zum 13ten November haben naͤmlich verſchiedene Beobachter in 
Amerika und an andern Orten eine außerordentlich große Anzahl ähnlicher Koͤr⸗ 
per wie die Sternfchnuppen am Himmel gefehen, Nun kann man aber anneh— 
men , daß diefe Körper einer noch weit großern Gruppe angehören , welche ſich 
um die Sonne bewegt, und die Ebene der Ekliptik an einer Stelle trifft, 
deren Entfernung von der Sonne der Entfernung der Erde von lepterer zu 
der Zeit, wo fie fi an demfelben Orte befindet, gleich ifl. Geht alsdann 
unfere Atmofphäre zu dieſer Zeit durch) dieje Gruppe von Körpern, jo wirkt 
ſie auf einen Theil derfelden, wie, auf die Aerolithen, wodurd) das in Rede 
ſtehende Phänomen hervorgebracht wird, Wenn diefe Gruppe. von Körpern 
nicht einer ſehr betrachtlicye Ausdehnung längs ihrer Bahn hat, d. d. wenn 
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8112. Zum Schluffe diefes Kapitel® wollen wir nun noch die 
Wahrfcheinlichkeitsformeln zufammenftellen, welche darin, fo wie in Dem 
vorhergehenden Kapitel, abgeleitet find. Die fehr groß vorausgefeßte 
Anzahl der Verſuche wird durch m ausgedrüdt; fie befteht aus zwei 


heilen zn und n, welche ebenfalld al3 fehr große Zahlen angenom: 


men werden. Die Formeln find defto genauer, je größer diefe Zahl 
u Mr und fie würden völlig genau fein, wenn u unendlich groß 
wäre, 

1) Es fein p und y die conftanten Wohrſcheinlichkeiten der bei- 
den entgegengefeßten Ereigniffe Z, und F" während der ganzen Dauer 
der Berfuche, fo daſſ P?+y=1 ift, und U die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
bei den u= mn Berfuchen dad Ereigniff D, mmal und das Er- 
eigniſſ F', nmal ſtattfindet; ſo hat man ($. 69): 


—— @ 


Diefe But rebucirt ſich nach g. 79. auf: 


= ——e 
Vazupg ; 


wenn man 


m=up—»V 2upg, n=ug-+ovV 2upg | 


nimmt, wo o eine pofitive oder negative, aber gegen V u fehr eine 
Größe ift, und unter diefer Form findet fie auch ſtatt, wenn ſich die 


 MWahrfcheinlichkeiten von Z und F von einem Berfuche zum: andern 
| andern, indem man alsdann nach der Formel (2) in $. 95. für p 


ihr, von der Sonne aus gefehener fcheinbarer Durchmeffer nicht weit größer 
ift, als der der Erde, fo muſſ, wenn diefes Phänomen immer zu derfelben 
Sahreszeit ftattfinden fol, die Geſchwindigkeit diefer Art zerfprengter Planeten 
von der der Erde wenig verſchieden fein, weswegen die große Are und Excen— 
tricität der Bahn diefer Körpergruppe doch fehr von der großen Are und Ercen: 
tricität unferer Erdbahn verfchieden fein Tann, und alsdann haben die Pertur= 
"bationen der elliptifchen Bewegung das Zufammentreffen diefer Körpergruppe 
mit der Erde feit einiger Zeit moͤglich und für die Zukunft unmöglicd, machen 
Tonnen. Wenn dagegen die in Rede ftehende Körpergruppe einen continuirli- 
hen Ring um die Sonne bildet, fo kann ihre Gireulationsgefhwindigkeit von 
der der Bewegung der Erde um die Sonne ſehr verfchieden fein, umd Die 
duch die Wirkungen der Planeten verurfachten Verruͤckungen dieſer Körper: 
aruppen im Himmelsraume Tonnen das in Rede flehende Phänomen ebenfalls 
wieder zu verfchiedenen Zeiten moͤglich oder unmöglich machen. 
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* 


und g.die mittleren Merthe nimmt, welche fi) aus der ganzen 
Reihe der zu fucceffiven Verfuche ergeben. | 
| 2) Wenn die Ereigniffe Z und 7 bei den u Verfuchen refp. zn 

und nmal ftattfinden und ihre Wahrfcheinlichkeiten p und g unbekannt 
find, und U’ die Wahrfcheinlichkeit — daſſ dieſe Ereigniſſe 
bei a' =m'-n! kuͤnftigen Verſuchen reſp. zn! und n’ mal ſtattfinden 
werden, wo die Zahlen zu’ und n' den Zahlen m und n proportional 


find, fo. dafl: 


iſt; fo hat man nach $. 71. für jeden Werth von u’: 


de Ei 9 


wo U! vie Wahrfcheinlichkeit des Eunftigen Ereigniffes bezeichnet, welche 


ftattfinden würde, wenn Die Berhältniffe = und —- zuverläffig die 


Wahrſcheinlichkeiten von ZZ und F wären, d.h. es h der Kürze wegen: 
1.2 mN\ m! 
31, 208 .3.m, en ) (7 re 
gelebt. 


3) Wenn die conftanten Wahrfcheinlichkeiten p und g von BE 
und F gegeben find und P die Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ dad 
Greigniff E bei u=m-+n Berfuhen wenigftens mmal und das 
Ereigniſſ Fhöhftens. mal flattfindet, fo hat man nah $. 77: 


* —2— ——— * 
eh i — 75 VRR: | 
\ 1 (mtn)V 2, J 
P-1—-—- 2 1 
ya en 


wo k eine pofitive Größe ift, deren Quadrat: 


ww 
| (ce) 


k?—nlo KR HIL mn 1 los mL, 
| JJJ 
iſt, und die erſte ede Formel angewandt wird, jenachdem 


9 
— Pe, 


/ 


‚, Dder — 
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4) Wenn RR die Wahrfcheinlichkeit bezeichnet, daſſ die Ereigniffe 
E und F bei u Verfuchen refp. eine Anzahl von Malen ftattfinden, 
a zwiſchen den Grenzen: * 


— [ [ 
liegen, wo w eine gegen V u fehr Keine — Seo ift; fo hat 
man nach $. 79: 


ya 2 A N ar * 
di — ——e d 
| V: V ?2zupg 1 \ ) 
und umgekehrt, wenn die Wahrfcheinlichkeiten p und 4 unbefannt find, 
und die Ereigniffe D und bei u—=m-+n Berfuchen refp. zn und 
nmal ftättgefunden haben; jo hat man nad) $. 83: 


R= 


für die Wohrſcheinlichkeit, daſſ die Werthe von p und g reſp. zwiſchen 
den Grenzen: 
2 mn n u V mn 
rc Tas 
—— — y 


5) In zwei fehr langen refp. aus u und u’ Berfuchen beftehen= 
‚den VBerfuchsreihen finde das Ereigniff Z refp. m und m’ mal ftatt 
und das Greigniff F refp. n und n’ mal, w bezeichne. eine refp. gegen 


Vu und V ſehr Kleine — Groͤße und @ ſei die Wahrſchein— 


liegen. 


lichkeit, dafj die Differenz 27 zwifchen die Grenzen: 
Ben (u3 m'n! ++ w'? mn) 
re a re Ze 
au V a 
faͤllt, und daſſ daffelbe mit der Differenz 4 hinſichtlich dieſer 


mit entgegengeſetzten Zeichen genonmmenen Per der Fall iſt; fo hat 
| man nad $. 87: 


8 u? (udm!n!+u'dmn 
— pe! urm'n'(uru') 


Zzm'n' (ee “ (N). 
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Ay m! n n! \ \ j 
Da auch faft und — —— ift, fo kann man, ohne 
* u 


die Werthe von @ merklich zu verändern, in dem lebten Gliede von. 
©, welches immer ein fehr Eleiner Bruch) ift, die Buchftaben u’, m’, n! 
für u, m, n und umgekehrt diefe für jene ſetzen. Diefe Formel RN: 
fpricht, wenn man ihr Ießtes Glied unberücfichtigt lafit (8. 109), dem 
allgemeinen Falle, wo fich die Wahrfcheinlichfeiten von E und Fovon 
einem VBerfuche zum andern ändern, wofern in den beiden Verſuchs— 
reihen die befannten oder unbekannten möglichen Urfachen dieſer Erz 
eigniffe Feine Veränderung erfahren, d. h. wofern die Eriftenz dieſer 
Urfachen diefelbe Wahrfcheinlichkeit behält, und. jede derfelben dem Statt— 
finden des Greigniffes Z, fo wie ‚dem von Z’ immer diefelbe Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit gibt. 

6) Wenn die Exeigniſſe Z und F bei Verſuchen reſp. wieder 
m und nmal flattfinden, fo feien allgemein zn, und n, die Zahlen, 
welche ausdruͤcken, wie vielmal zwei andere entgegengefehte Ereigniffe 
E, und F, bei einer ebenfalls fehr großen Anzahl u, von SE 
Hatte, * wir wollen: | 


feßen, wo 5 ein fehr Kleiner pofitiver oder negativer Bruch iſt. Fer— 
ner wollen wir die unbekannten und als conftant vorausgefeßten Wahr— 
fheinlichfeiten des Stattfindens von Z und E, mit p und ‚p, de 
zeichnen, und mit 2 die Wahrfcheinlichfeit, daff Pı wenigftens um. 
eine Größe, die einem fehr Eleinen pofitiven und gegebenen Bruche — 
gleich ift, größer ift al p. Bezeichnet alsdann w eine pofitive Größe, 
und feßt man; 


em; um — 
a mn, Lk mn) w 
sea lb der Factor 8 — © pofitiv oder negativ ift; fo hat man nach, 
$. 88: | \ | 
[e 6) 0 1 in 2 
a a 


indem fich der erfte Ausdruck auf den Fall bezieht, wo. die Differenz 
e— Oô pofitio ift, und der zweite auf den Fall, wo diefe Differenz 
negativ iſt. Diefe Formeln drüden auch die Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die unbekannte Wahrfcheinlichkeit 2 des Stattfindens von Z das 
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durch die Beobachtung gegebene Berhältniff r um einen ebenfalls ge= 


gebenen Bruch © übertrifft. Zu dem Zwecke braucht man nur? 


„= (o— 9 eV 
* Vꝛ mn 
zu ſetzen und die erfte oder zweite Formel zu nehmen, jenachdem die 
Differenz — eine poſitive oder negative Groͤße iſt. 

7) Wenn die Wahrſcheinlichkeiten zweier entgegengeſetzter Ereig⸗ 
niſſe FE und 2 fich von einem Verſuche zum andern ändern, fo feien 2, 
und 9, ihre Werthe für den ten Berfuch, fo daff 2,19,—1 ill für 
alle Indices z, Indem fi die Eummen I von 21 bis z=u er⸗ 
fireden, wollen wir der Kürze wegen: 


1 hat ar me N 2 yalı 12 
% ERBETEN SRRT 
feßen. Ferner feien zn und n wieber bie Zahlen, welche ausdruͤcken, 
wievielmal die Ereigniſſe Z und F in den wu Verfuchen ftattfinden 
und u fei eine pofitive, gegen V u fehr Heine Größe; fo hat man nad) 
8. 96: | 


"Be Rh TE (h) | 
h 


Fir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Verhaͤltniſſe und F zwiſchen 


den Grenzen: 


liegen, was in dem beſondern Falle conſtanter Wahrſcheinlichkeiten mit 
der Formel (Q übereinftimmt. 

8) Wenn irgend eine Größe A alle zwiſchen den Grenzen hg 
liegende Werthe befommen kann, und alle diefe Werthe gleich wahr=. 
ſcheinlich und die allein möglichen find, fo fei P vie Wahrfcheinlich- 
keit, daff in einer Neihe von 2 Verfuchen die Summe ber erhaltenen 
Werthe von A. zwifchen gegebenen Grenzen ee liegt. Alsdann iſt 
nah $. 99: | 


2(2g) P= -, 42) 
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wenn man der Kürze wegen: | 
T=#+(htig— ct) Filhtig—2g—c-+ 
— RT Ä — | 
+. GChtig—4g—c-+e) 


1,.1i— 1.12 


12 3 Ehtig-—68—c+ tete, 


D=thtig-c— gl 


+ high — 9) 


— 


.i i—2 
— 


| | * 
Ghhig—6g—e— etc. | | 


feßt und in jedem Gliede das obere oder untere Zeichen nimmt, je 
nachdem bie barin vorkommende zur Potenz 2 erhobene Größe pofitit 
oder negativ if. g und e find pofitive Größen, aber A und c koͤnnen 
poſitive oder negative Größen fein. | | 3 
9) Wenn man die Summe der Werthe von A, welche bei eine 

fehr großen Anzahl u von Verſuchen ftattfinden, mit s bezeichnet, fo 
hat man nach $. 101 für jedes Wahrfcheinlichkeitsgefeh der möglichen 
Werthe von A bei jedem DVerfuche, und auf welche Weiſe fich ug 
diefes Geſetz von einem Berfuche zum andern Ändern mag, immer: 

— Page 0 

Vs u | (k) i 

für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der mittlere Merth nr von A zwifchen 
die Grenzen: A — 


uVh 
LE? 
F Vz 


fällt, wo z eine pofitive und gegen Vu fehr Heine Größe ift, und k und 
k Größen find, wovon die zweite pojitiv ift, und welche von den Wahr⸗ 
ſcheinlichkeiten der Werthe von 4 waͤhrend der ganzen Dauer der Vers 
ſuche abhängig find. Wenn diefe Mahrfcheinlichkeiten conftant, für. 
alle zwifchen gegebenen Grenzen 4 und 5 liegende Werthe von 4 
gleih und für alle.außerhalb dieſer Grenzen liegende Werthe Null find; 
fo bat man: | | os 


I nt b—-a 
b N) h — ——. 
re 2V%6 
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Wenn L nur eine endliche Anzahl möglicher Werthe cy, Ca, Cy, 
„0.06, bat, umd ih v confianten Werthe gleich wahrfcheinlich find, 
jo if: 


1 Ya ' 
k=— (ec, +65465+ en), 


= Wit +e+.., +9) — 
rn Fat... ro)T 


10) Es fei A, der Werth von A, welcher bei dem nten Ver: 
ſuche ſtattgefunden hat. Wir wollen: 


1 1 B: 
mh, nz 22 —4l2 

feßen, wo fih die Summen Z von n=1 bis n= u erſtrecken. Fer— 
ner wollen wir annehmen, daſſ die Urſachen aller moͤglichen Werthe 
von. A keine Veränderung erfahren, ſowohl hinſichtlich ihrer reſp. Wahr— 
ſcheinlichkeiten, als hinſichtlich der Wahrſcheinlichkeiten, welche fie je— 
dem dieſer Werthe ertheilen. Alsdann gibt es eine gewiſſe Groͤße y, 


welcher ſich der mittlere Werth 2 von A fortwährend deſto mehr na= 


bert, je größer u wird, und welche derfelbe erreichen würde, wenn U 
unendlich würde, und die Formel (A) druͤckt die MWahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ diefe Größe Y zwifchen den befannten Grenzen: 
b vi rn N 

| — — 


liegt ($. 106). 

11) Sn einer zweiten Reihe von einer ſehr großen Anzahl u’ von 
Berfuchen fei s’ die Summe der Werthe von A und / der Werth 
der fih auf die erfte Verfuchsreihe bezichenden Größe Z für diefe zweite 
Berfuchsreihe, To drüdt die Formel (A) nach $. 10%. ebenfalls die 


Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ die Differenz, rar der beiden mittleren 
Aal von A zwifchen den Grenzen: 
uV per wi? 

—— 


liegt, oder da ſehr nahe iſt, fo druͤckt dieſe Formel auch die 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ze, 18 
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Woheſcheimichkeit aus, * der ſich aus der zweiten KUREN erge: | 
bende mittlere Werth — — zwifchen den Grenzen: | 


—— 
liegt, welche nur von den Reſultaten der erſten Verſuchsreihe und der 
gegebenen Größe zz abhängen und deſto enger find, je größer u‘ ges 
gen u iſt. 
12) Zur Beftimmung des Werthes derfelben Größe A hat man meh⸗ 

rere Verſuchsreihen angeftellt, welche aus fehr großen Anzahlen u, u’, u, 
. von Berfuchen beftehen; die Summen der Werthe von 4, FORCE man 

in a fuccefjiven Verſuchsreihen erhalten hat, find refp. s, s’, S“, ...5 
die vorhergehende Größe Z bezieht fich immer auf die erfte Verſuchsreihe 
und Z, 2, ... bezeichnen die analogen Größen für die folgenden Vers 
juchöreihen; es wird vorausgefeßt, daſſ fich die Urfachen der Fehler von 
einer Verſuchsreihe zur andern verändern, aber daſſ dennoch alle mittlern ı 


s' st! 


} | 
Werthe rn len ohne Ende gegen diefelbe unbekannte Größe Y, 


F —— ar 


welche der wahre Werth von A fein würde, wenn diefe Urfachen die 
Fehler von gleicher Größe und entgegengefeßtem Zeichen in einer oder 
mehrern der Beobachtungsreihen nicht unalah wahrfcheinlich machten, 
convergiren, je größer die Zahlen u, u’, u”, ... werden. Alddann | 
drückt die Formel (A) nach $. 108 wieder vie Wahrfcheinlichkeit aus, 
daſſ die Größe Y un den Grenzen: —* 


F sa 
\ 147 — +eie.F 
liegt, worin der — wegen: 


EHE + +ece=D?, 


En 


u u! u “ 
29 mmI'D: — Ba 


F 


Hg | 
gefeßt ift. Ferner ift die Größe La SE Saar ne eic., dv» bh. bie. | 
Summe der refp. mit den Größen 9 gt, ——— .. multiplicirten mitte 


F —X st 
leren Werthe — 


| 
ii 
+, der vortheilhaftefte Näherungswerth | 


’ Vs 
‘ AT, 
1% 


von Y, —— man aus der Verbindung aller Beobachtungsreihen | 
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ableiten kann, d. h. der Werth diefer Unbekannten, deffen Fehlergrenzen 
* die moͤglichſt kleinſte Ausdehnung haben fuͤr einen gegebenen Werth 


von zz oder bei einem gleichen Grade der Wahrſcheinlichkeit. 
13) Wenn endlich die Urfachen des Stattfindens eines Ereigniſ⸗ 
ſes E während der Verſuche dieſelben bleiben, wie bei der Formel (/) 


e R m 9— 
naͤher eroͤrtert iſt; ſo convergirt das Verhaͤltniſſ * der Zahl von Malen, 


worin das Greigniff Z ftattfindet, zur Geſammtzahl der Verſuche fort— 
während gegen eine beflimmte Größe r, welche es in aller Strenge er- 
reichen würde, wenn 2. unendlich groß würde, und wenn,man in der For: 
mel (f) das letzte Glied unberudfichtigt laͤſſt, fo druck: fie, oder auch 
die Formel (Ak), die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ der unbekannte Werth 
von r zwifchen die Grenzen: 


m „ed am 2m(u—m). 


— m — — 


— Va 

fat. 
$. 113. Zur Bervolftänbigung diefer Formeln müfften nun noch) 
die hinzugefügt werden, welche fich auf die Wahrfcheinlichfeit der Werthe 
einer oder mehrerer Größen beziehen, die aus einer fehr großen Anzahl 
linearer und eben fo vielen Beobachtungen entfprechender Gleichungen ab— 
geleitet find; allein wir verweifen in diefer Beziehung auf die Theorie 
analytique des probabilites. Laplace hat durch Anwendung der 
ſelben auf ein Syftem von 126 Bedingungsgleihungen für die Bewe— 
‚gung des Saturnd in ber Lange, welche von Bouvard gebildet find, 
und durch Anwendung der Methode der Eleinften Quadrate auf 
dieſe Gleichungen gefunden, daff man 1000000 gegen 1 wetten 
Tann, dafj die Maſſe des Jupiter, wenn die der Sonne zur Ein- 
| heit genommen wird, nicht um mehr, als I, des Bruches er 
\ größer oder Fleiner ald derfelbe fein Fann.*) Jedoch haben ——— 
Beobachtungen einer andern Art Bi diefe Mafle faft Yig Bruch 57 
gegeben, welcher den Bruch 77 ungefähr um I, feines Werthes 
uͤberſteigt, was alfo die Unrichtigkeit der DDR DER rechaung zu 
\beweifen fehiene. Hinſichtlich des Werthes —gsy für die Maſſe des 
Supiters, welcher von Ende aus den Perturbationen des Kometen von 
| der Periode von 1204 Tagen, von Gauß und Nicolai aus denen 
' der Veſta und der Juno und von Airy aus den Elongationen der 


*) Premier supplement à la Theorie analytique des probabilites, page 24. 
oder Anhang IV. 


18* 
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Supitertrabanten, welche derfelbe neuerlich gemeſſen hat, abgeleitet ift, 
kann Fein Zweifel flattfinden. Wenn die Kaplace’fchen Rechnungen 
mit einer fich der Gewiſſheit fehr nähernden Mahrfcheinlichkeit für die 


Maffe ded Jupiters einen Werth gegeben haben, welcher um 1 Heiz 


50 


ner ift, als der wahre Werth, fo darf man daraus doch nicht fchlies | 


Ben, daſſ der Jupiter den Saturn nicht fo flarf anziehbe, als feine 
eigenen Satelliten, die Kometen und die Heinen Planeten, und die 
fer Fehler rührt auch von Feiner Unrichtigkeit der Formeln für die 
 Wahrfcheinlichfeit, wovon Laplace Gebrauch gemacht hat, herz ſon— 


dern es find Gründe vorhanden, welche annehmen laffen, daſſ Las 
place die Maſſe des Jupiters etwas zu Elein gefunden hat, weil in 


dem fo complieirten Ausdrude für die Perturbationen des Zupiters, woran 


bereit3 mehrere Gorrectionen vorgenommen find, und welcher deren noch. 


andere beduͤrfen kann, einige unrichtige Glieder vorfommen. Diefer wich⸗ 
tige Punkt in der Mechanik des Himmels wird durch das Reſultat 
der Arbeit, womit ſich Bouvard gegenwaͤrtig beſchaͤftigt, um ſeine 


— ae u A 


— EEE 


—— 


— A er 


ſchon ſo genauen Tafeln der Bewegungen des Saturns und Jupiters 


ganz von Neuem zu bilden, ohne Zweifel naͤher beleuchtet werden. 


Fuͤnftes Kapitel, 


* 


Anwendung der allgemeinen Regeln der Wahrſchein⸗ 


lichFeitsrechnung auf die Entfcheidungen der Geſchwo⸗ 
renengerichte und der Urtheile der Tribunale. ) 


$. 114. Bei einer fo feinen Unterſuchung wird es zweckmaͤßig 
ſein, zuerſt die einfachſten Faͤlle zu betrachten, ehe wir die Aufgabe in 
ihrer ganzen Allgemeinheit umfaſſen. 


Wir wollen daher zuerſt annehmen, daſſ nur ein einziger Ge 
ſchworener vorhanden fei, und "die Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Anger 


| 


N 


klagte ſchuldig fei, wenn er vor diefen Gefchworenen geftellt wird, mit 


k bezeichnen, welche aus der Borunterfuchung und der darauf erfolg⸗ 


ten Anklage entſpringt. Ferner wollen wir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 
ſich der Gefchworene bei feiner Entfcheidung nicht irret, mit u bezeich⸗ 


*) Dieſe Aufgabe iſt auch in einer von Dftrograsfi 1834 in der Petersbur 
ger Akademie der Wiffenfchaften gelefenen Abhandlung behandelt; allein ber 
Derfaffer hat, nach dem uns von ihm zugefandten gedruckten Auszuge zu ur: 


theilen, die Aufgabe aus einem ganz andern Gefichtspunfte betrachtet, als wir. 
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nen, und wenn dieſes der Fall ift', die Wahrfcheinlichfeit, daſſ der An: 
geklagte wird verurtheilt werden, Y nennen. Dieſes Ereigniſſ findet 
flatt, wenn der Angeklagte fehuldig ift und der Gefchworene ſich nicht 
irret, oder wenn der Angeklagte unfchuldig ift und der Gefchworene 
fich irret. Nach der Regel in $. 5 wird die Wahrfcheinlichkeit des er— 
fin Falles durch das Product aus A und u und die des zweiten Fal— 
les durch das Product aus 1L—A und 1 —u ausgedrüdt. Nach der 
Regel in $. 10 hat man alfo für die vollftändige Wahrfcheinlichkeit der 
Berurtheilung des Angeklagten: 


v=zku+1—k)(l—u). (1) 


Die Wahrfcheinlichkeit feiner Freiſprechung ift afo =1—yY. Diefes 
Ereigniſſ findet ftatt, wenn der Angeklagte fehuldig- ift und der Ges 
fhworene fich irret, oder wenn der Angeklagte unfchuldig ift, und der - 
Gefhworene fich nicht irret, und da die Wahrfcheinlichfeiten dieſer bei— 
den Fälle durch die Producte (1 — wu) und (1 — k)u ausgedrüdt 
werden; fo hat man Die Gleichung: | 


I ey ni or La), 


welche fich auch aus der vorhergehenden ergibt. Zieht man dieſe letzte 
Gleichung von der erften ab, ſo erhält man: 


2y—1=(2k—1)(2u—]), 


woraus erhellet, daſſ Die Größe 2y—1 mit 2k—1 oder 2u—1 
‚zugleich verfehwindet und pofitiv oder negativ ift, jenachdem die Grö- 
Sen 2k—1 und 2u— 1 gleiche oder entgegengefekte Zeichen haben. 
Es ift auch: | 
; | y=1+1(2k—1)(2u—1), 


d.h. y ift um die Hälfte des pofitiven oder negativen Productes 
@k—1)(2u—1) größer, asd. . 

Nach der Entfcheidung des Geſchworenen laſſen fich nur zwei Bor: 
ausſetzungen machen, d. h. man fann annehmen, daff der Angeklagte 
Ventweder fchuldig, oder daſſ er unfchuldig ift. Die Wahrſcheinlichkeiten 
dieſer beiden Hypothefen werben, wie die aller übrigen bypothetifchen 
Urſachen, nad) der Regel in $. 34 beflimmt. Da übrigens die Summe 
dieſer beiden Wahrfcheinlichfeiten der Einheit gleich ift, fo braucht nur 
eine beftimmt zu werden, 

Wenn der Angeklagte verurtheilt ift, fo fei p die Mahrfcheinlich- 
feit der erſten Vorausſetzung oder feiner Schuld. Wedann hat man 
nach der angeführten Regel: | 
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ku | | 
A (nee (2) ' 


denn das beobachtete Ereigniff ift hier die Verurtheilung des Anger 
Eagten, wofür die Wahrfcheinlichkeit, wie wir eben gefehen haben, in 
diefer erften Vorausſetzung = ku und in der entgegengefeßten Bor 
ausfegung, oder feiner Unfhul — (1 — A)(1 — u) ifl. | 

Wenn der Angeklagte freigefprochen ift, fo fei g-die Wahrfcheinz 
lichfeit der zweiten Hypothefe oder feiner Unſchuld. Da das beobachtete . 
Ereigniſſ alsdann die Freifprechung des Angeklagten ift, wofür die 
N ichfeit, wie wir eben gefehen haben, in diefer Vorausſetzung 
— (1 — k)u und in der entgegengeſetzten Vorausſetzung —k (1 u 
ift; fo hat man nach der angeführten Kegel: 


 Aa—k)u (8) 

Ta—hutk(ı-u) | 
Erwaͤgt man, daff die Nenner der Ausprüde, von p und g die Ä 
Werthe von y und 1—Y find, fo hat man: 


ku (1—k)u 
—77g I Zr | 


7 1% 


woraus folgt: 
u=py+y( NT, V), 


als ein Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich der Geſchworene nicht 
irret, deſſen Richtigkeit leicht nachzuweiſen iſt. Denn dieſer Umſtand 

kann auf zwei verſchiedene Weiſen ſtattfinden, naͤmlich wenn der — 
geklagte verurtheilt wird und ſchuldig iſt, oder wenn er freigeſprochen 
wird und unſchuldig iſt. Nun iſt aber nach der Regel in $. 9 für 
die Wahrfcheinlichkeit eines aus zwei einfachen Greigniffen zufammens 
geſetzten Ereigniffes, wenn die reſp. Wahrfcheinlichkeiten ver einfachen 
Ereigniſſe ‚gegenfeitigen Einfluff auf einander haben, die Wahrſchein⸗ 
lichkeit der erſten Art des Nichtirrens des Geſchworenen das Product 
aus y und p und die der zweiten Art das Product aus 1 — y und 7. 
Folglich iſt auch der vollſtaͤndige Werth von A die Summe dieſer beie 
den Producte. Nach dem Ausfpruche des Urtheiles des Geſchworenen 

it die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er ſich nicht geirret hat, nichts anders, 
als pP, wenn der Angeklagte verurtheilt ift, und —=g, wenn er freiges 
ſprochen if. Wenn A nicht =4 ift, fo Fann fie nur =u fein, wie. | 
vorher, wenn entweder u—=0, oder v=1 ift. | 


Diefe Formeln enthalten die volftändige Auflͤſung des Problemes 


ze 


%* 
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für den Fall eines einzigen Sefchworenen, und die Aufgabe ift alsdann 
keine andere, ald die der Beſtimmung der Mahrfcheinlichkeit eines von 
einem Zeugen bezeugten Factumd, mit welder Aufgabe wir uns be= 
reits in $. 36 befchäftigt haben. Die Schuld des Angeklagten ift bier 
das Factum, welches wahr oder falfch fein Fann. Vor dem Ausfpruche 
des Gefchworenen hatte man einen gewiffen Grund, zu glauben, daſſ 
diefes Factum wahr fei, welcher aus den fehon damals vorhandenen 
Daten entiprang; A-war die Wahrfcheinlichfeit ber Wahrheit des Far: 
tums und 1 — A die der Unfchuld des Angeklagten. Nach der Ent: 
fcheidung des Gefhworenen haben fich die Data für bie Mahrheit des 
Factums um eind vermehrt, wodurch fich in eine andere Wahrfihein- 
lichkeit p verwandelt, wenn. ber Geſchworene entfchieden oder bezeugt 
hat, daſſ der Angeklagte fhuldig fei, und 1 —%k verwandelt fih in 
eine Wahrfcheinlichkeit g, wenn er bezeugt hat, daſſ der Angeklagte 
unfchuldig fei. In dem einen und in dem andern Falle ift einleuch— 
tend , daff die frühern Wahrfcheinlichkeiten l und 1 — k haben zuneh- 
men müffen, wenn es wahrfcheinlicher ift, daſſ fich der Gefchworene 
nicht geirret hat, als daſſ er ſich geirret hat, und dieſe Wahrſcheinlich⸗ 
keiten haben im entgegengeſetzten Falle abnehmen muͤſſen, d. h. ſie ha— 
ben zu- oder abgenommen, jenachdem u oder iſt. Dieſes 
ergibt ſich in der That aus den Ausdruͤcken von p und Z, woraus 


folgt : \ 


kı —-k)(?2u—1 
ar eben), 


7 
* k(ı—k)(2u—1) 
BT Ma! 1 k 
Se HE 1 LET ' 


umd folglich iſt p> uber <k und g< oder >1— k, jenachdem 
u> oder <4 if. In dem Falle, wo u=4 ift, haben ſich die 
fruͤhern Wahrſcheinlichkeiten k und 1— %k nicht geändert. Dieſe letzten 
Ausdruͤcke für p und g geben: 

| pr+ga-N=ekr+a—- MAN, 

| und da der erfte Theil dieſer Gleihung = u ift, fo hat man auch): 
W | | u=-ky+a1—-WA—Y)), 


"welche Gleihung zur Berechnung ber Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich der Ge— 
ſchworene nicht irret, dienen koͤnnte, wenn man durch irgend ein Mittel 
die Wahrfcheinlichfeit y der Verurtheilung außer der Mahrfcheinlichkeit A 
‚der Schuld a priori befiimmen koͤnnte. Hiervon überzeugt man fich 
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auch, wenn man bemerkt, daſſ ſich der Gefchworene nicht irret, wen : 
der Angeklagte ſchuldig ift und verurtheilt wird, oder wenn er uns | 


fchuldig ift und freigefprochen wird. 


Wenn A=H4 ift, fo reduciren fih die erften Werthe von p — hi 
g unmittelbar auf p=uU und y=u, und in der That kann, da 1 
a priori fein Grund vorhanden ift, eher die Schuld, als die Unſchuld 
des Angeklagten anzunehmen, nach der Entſcheidung des Geſchworenen 
der Grund, das eine oder das andere zu glauben, nicht von der 
Wahrſcheinlichkeit verſchieden fein, daſſ ſich der Geſchworene nicht ir— 
vet. Wenn k=1 ift, d. h. wenn die Schuld des Angeklagten als 
a priori gewiſſ angenommen wird, fo hat man pzlımw ⸗ 
und alsdann ift diefe Schuld auc nach der Entfcheidung des Geſchw | 
renen noch gewiff, von welcher Befchaffenheit die Entjcheidung deſſel⸗ 
ben und feine Wahrfcheinlichfeit zz, fich nicht zu irren, auch fein mag. 
Dafjelbe findet hinfichtlich ver Unfehuto des Angeklagten flatt, wenn | 
k=0,d. h. wenn diefe Unfchuld a priori gewiff ift. Aber in den 
beiden Fällen ift es nicht gewiſſ, daſf der Angeklagte verurtheilt oder | 
freigefprochen wird; man hat im erften Sale y=u und im zweiten ı 
y=1-—u für die Wahrfcheinlichkeit feiner Berurtgeitung, welche folge 
lich der Wahrfcheinlichkeit gleich ift, daff fich der Gefchworene nicht 


wenn k=1 ift, und daſſ er fich irret, wenn k=0 ift. 


$. 115. Wir wollen nun annehmen, daff der Angeklagte ach | 
der Entſcheidung des erften Gefchworenen dem Urtbeile eines zweiten | 


HUBEEDEHLEN werde, deſſen Wahrfcheinlichkeit, " fich nicht zu irren, Durch 
u‘ bezeichnet werden fol. Es fommt alsdann darauf an, die Wahrz 
fheinlichfeiten zu beftimmen, daſſ der Angekl agte Durch beide Geſchwo— 
rene verurtheilt, von dem einen freigefprochen und von dem andern verz 


urtheilt, oder von beiden freigefprochen werde, welche Wahrſcheinlichkei⸗ 


ten wir reſp. mit c, 44 bezeichnen wollen. 


Es ſei y’ die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der durch den erften Ge 


Ihmworenen verurteilte Angeklagte auch durch den zweiten verurtheilt 


werde. Bemerkt man, daff y die Wahrfcheinlichfeit der erften: Ver⸗ 


urtheilung ift, fo hat man: 
e=yy' } 
als die Mahrfcheinlichkeit zweier fucceffiver Verurtheilungen; aber wenn 


der Angeklagte vor den zweiten Geſchworenen geftellt wird, fo entipringt | 


ſchon aus der erften Verurtheilung für die Schuld des Angeklagten die 


Dahricpeinlichfeit 25 Der Werth von Y ergibt ſich folglich aus der Forz | 


mel (1), wenn man darin p und z' für k und w feßt, welches 
YzpwW-+-(A—-pP)1-— w) 
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gibt/ woraus vermoͤge der Formeln (1) und (2) folgt: 
c-kur +1 —- WA-—-u)(1-— u), 
Durch eine ähnliche Betrachtung findet man: 
a=zk 1 —- wW1—- wW)+(1—kyuu, 
und wenn man diefe beiden Formeln addirt, fo erhält man: 
- a+-c=zuu"+(1— u)(1— u) | 


‚fir die Wahrfcheinlichkeit, daff die beiden Gefchworenen dafjelbe Urtheil 
‚fällen, fei e8 nun verdammend, oder freifgrechend, und es ift zu be= 
‚merken, daſſ diefe Totalwahrfcheinlichkeit vor der der Schuld des An 
‚ geflagten vor Dem zweifachen Urtheile unabhängig ift. 
| Wenn der Angeklagte von dem erften Gefchworenen freigefprochen 
wird, and man bezeichnet die Wahrfcheinlichkeit, daſſ er von dem zwei: 
‚ten verurtheilt werden wird, mit Y,, fo drüdt das Product (L—Y)Y, 
bie MWahrfcheinlichfeit aus, daſſ diefe beiden en Urtheile 
ſucceſſive und in dieſer Ordnung ſtattfinden werden. Ferner iſt 1--g. 
die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig 9 wenn er vor den 
‚zweiten Geſchworenen geſtellt wird, nachdem er von dem erſten frei: 
geſprochen if. Der Werth von Y, ergibt fich folglich aus der Formel 
.(d), wenn man darin 1—g und u’ für k und u fest, wodurch 
man 
Heidi 


| oder vermöge der durch die Formeln (1). und (3) gegebenen Werthe 
won 1—y und g: 


a—Y)y,=ka— Wu +1 -ν 


erhält. Dffenbar erhält man durch die Vertauſchung der Buchftaben 
'® und z’ in diefem Ausdrude die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Urtheile 
‚der beiden Gefchworenen einander entgegengefeßt fein werden ,. aber in 
‚einer der vorhin angenommenen entgegengefegten Ordnung. Addirt man 
Feſe Wahrſcheinlichkeit zu der vorhergehenden, ſo erhaͤlt man: 


— — — — 0— 


für die vollfiändige Wahrfcheinlichkeit zweier entgegengefehter Urtheife, 
welche in einer beliebigen Ordnung auögefprochen werden. Gie if, 
wie die zweier gleicher Urtheile, von k unabhängig. Wenn ul 
und w"—4 ift, fo find beide auch —z und in allen Fällen ift ihre 
‚Summe a+b--c=1, wie 68 der Fall fein muſſ. 
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Die Wahrfeheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, nachdem: 

er von zwei Geſchworenen verurtheilt iſt, wird durch die Formel (2) | 

ausgebrücdt, wenn man p und u’ für k und w febt, und die Wahre 

fcheinlichkeit feiner Unfchuld, nachdem er durch zwei Gefchworene frei: 

gefprochen ift, ergibt fi) aus der Formel (5) durch die Verwandlung 

von k und u in 1 nn und u’. Bezeichnet man diefe beiden Wahr: 

fcheinlichfeiten mit p’ und g°, fo hat man ek | 

* pu' | 

e —— J 

Ta ST | 

| — qu LA—g)(1—u) | 

und nach den durch diefelben Formeln (2) und (8) — Wenhen 
von p und g verwandeln ſich dieſe Werthe von »' und 9 

3% kuu! 

pP — kun +1 —hA—u)(— u)’ — 

Fl (1 —k)uu' | —9 

7 — (—k)uWtki— w)(1—ut)' Y 


Ferner fei p, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte fchuldig 
ift, nachdem er von dem erften Gefchworenen freigefprochen und von. 
dem zweiten verurtheilt ift, und g, fei die Wahrfcheinlichfeit, daſſ der 
Angeklagte unfchuldig ift, wenn er von dem erften Gefchworenen verute 
theilt und von dem zweiten freigefprochen if. Der Werth von „, etz 
gibt ſich aus der Formel (2), wenn man darin u’ für z ſetzt und für k 
die Wahrfcheinlichfeit 1 — 4, daſſ der Angeflagte nicht unfchuldig iſt, 
nachdem er von dem erften Gefchworenen freigeiprochen ift. Ebenfo er 
hält man die Wahrfcheinlichfeit Z,, wenn man in der Formel (3) z und k 
in a und p verwandelt. Man hat folglich: 


(EUR DIN PR: — DER » 
age tgü-u)' 1 —— 
oder vermoͤge derſelben Formeln (2) und (3): 
4 k(1— u)u' 
PT rau ta ha—uu’ 
* (1 —k)(A—u)u‘ 
TO 
Die Wahrſcheinlichkeit, dafj der von dem erften Gefchworenen vers 
urtheilte und von dem zweiten freigefprochene Angeklagte fehuldig iſt, 
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iſt =1—9g, Außerdem ift einleuchtend, dafj fie fih aus p, durd) 
Bertaufchung der Buchftaben z und w’ ergeben muff, was in der That 
ftattfindet. Die Wahrfcheinlichfeit Der Unfchuld des von dem erften 
Gejchworenen freigefprochenen und von dem zweiten verurtheilten Ans 
geklagten, oder 1—p, ergibt ſich ebenfo aus Dem Ausdrude von q,, 
wenn man darin z und z' vertaufcht. 

Sn dem Falle, wo Wu ift, hat man p, =k und ,=1—k, 
was wirklich der Fall fein muſſ; denn zwei entgegengefegte Urtheile von 
zwei Gefchworenen, für welche die Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu ir: 
ren, diefelbe ift, Fünnen den Grund zur Annahme der Schuld oder Un— 
Schuld des Angeklagten vor diefen Entfcheidungen nicht verändern. 

. 8.116. Diefe Schlüffe ließen fich leicht auf Die fucceffiven Entfchei= 
dungen einer beliebigen Anzahl von Gefchworenen, wovon für jeden bie 
MWahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, gegeben ift, ausdehnen; allein 
man gelangt auf folgende Weife einfacher zum Nefultate. 

Um die Begriffe zu firiren, wollen wir drei Gefchworene betrach- 
ten. Es feien u, w, u die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fie ſich nicht 
irren und k, wie vorhin, die Wahrfcheinlichfeit vor ihrer Entfcheidung, 
dafj der Angeklagte ſchuldig iſt. | 

Sol der Angeklagte bei der Einftimmigfeit der Gefchworenen ver— 
'urtheilt werden, fo muff er entweder fchuldig fein und Feiner der drei 
Geſchworenen fich irren, oder er muſſ unſchuldig ſein, und die Geſchwo— 
renen irren ſich alle drei. Die voblſtaͤndige Wahrſcheinlichkeit dieſer 
Verurtheilung iſt alſo: 


kuu u" -kı1—u)(1— u) a—uN 


=  Ebenfo hat man für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte 
‚bei der Einftimmigfeit der drei Gefchworenen freigefprochen werden wird: 


ka— u) —u) (1 —u)+(1—k)uutu, 


Die MWahrfcheinlichkeit eines einftimmigen Urtheiles der Gefchwore- 
nen, fei ed verdammend. oder freifprechend, wird folglih durch die 
"Summe diefer beiden Größen, d. h. durch: 


auu' +1 — u) 1—uN)(1 — u”) 


ausgedrückt, und fie ift daher unabhängig von k, was auch für jede 
‚beliebige Anzahl von Gefchworenen ftattfinden würde. 

| Der Angeklagte kann auf drei verfchiedene Arten von zwei Ge— 
fchworenen verurtheilt und von dem dritten freigefprochen werden, je= 
‚nachdem dieſer dritte derjenige ift, deſſen Wahrſcheinlichkeit, fich nicht 
zu irren, wu, u! oder a if. Ebenſo kann der Angeklagte auf drei 
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verfchiedene Arten von zwei Gefchworenen freigefprochen und von dem. 
dritten verurtheilt werden, welche ebenfalls dem Falle entiprechen, a) 
diefer dritte Gefchworene der ift, deffen Wahrfcheinlichkeit, ſich nicht zu 
irren, durch zz, w' oder u’ ausgedrücdt wird. Man fieht Leicht ein, 
daſſ die Wahrfcheinlichkeiten diefer 6 Combinationen durch: 


ku'u" 1 -W+(1—k(1— u) —uNu, | 
kuu" 1 -W+A—- MA—-W)A—- uNw, 
kuu (1 u) + —- HAI —-WAI—u)u", 
ki —- u) — w)u+(1 —k)uu'(1— u), 
kA— u) 1 —-uN)wW +1 — KMuu'(ı —u), 
— ——— wu" +1 — —[—0— | 


ausgedruckt werden. Bildet man die Summe diefer 6 Größen, fo er⸗ 
hält man den vollſtaͤndigen Ausdruck der Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Ur 
theil nicht_ bei der Einftimmigfeit der Geſchworenen gefällt wird, naͤmlich: 


wu" 1 -—wW+uu -u)+uw(1 — u”) 
+(1-u) 1 — uN)u+(1 —- wW(1— u)u 
+U1-m)A—w)w 


und er ift, wie man fieht, von A unabhängig. 

Die Summe der Totalmahrfcheinlichkeiten einer einftimmigen und 
einer nicht einftimmigen Entfcheidung der drei Gefchworenen muff der 
Einheit gleich fein, und in der That leiften die vorhin für diefe > 
Iheinlichteiten gefundenen Ausdrüde diefer Bedingung Genüge. Y 

Wenn das Urtheil gefällt ift, fo ergibt fich leicht die Mahrfcheintich | 
feit der Schuld des Angeklagten nach demfelben, welche im Allgemeinen 
von diefer Wahrfcheinlichfeit vor der Urtheilsfällung verfchieden ift. Wen 
3. B. der Angeklagte von zwei Gefchworenen, für welche die Wahrfcheinz | 
lichkeiten, daſſ fte fich nicht irten, durch u und z’ ausgedruͤckt werden, 
verurtheilt und von dem dritten freigefprochen wird; fo ift die Wahr: 
fcheinlichfeit diefes Ereigniffes in der Vorausſetzung feiner Schub -kuul 
(1— u”) und in,der entgegengefehten Borausfeßung = (1—k)(1—u) 
(1 —uN)u”, Die MWahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, 
wird folglich nach der Regel in $. 34 ausgedruͤckt durch: 

kuu(1— u) 
kun 1—u)-(1—k) (md u) (1 — — 


In dem Falle, w wo u’ = u ift, wird fie von dem gemeinfchaftfichen 
Werthe von zw’ und =” unabhängig, und diefelbe, als wenn die Ver: 


s 
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urtheilung von dem einen Geſchworenen ausgefprochen wäre, fr wel: 
chen zz die WahrfcheinlichFeit ift, fich nicht zu irren; und in der That 
fonnen, wenn diefer legte Gefchworene fein Urtheil ausgefprochen hat, 
die verſchiedenen Urtheile der beiden andern Gefchworenen den Grund 
zu der Annahme, daſſ der Angeklagte fchuldig oder unfchuldig fei, für 
und weder vermehren noch vermindern; Denn es würde Fein Grund 
vorhanden fein, weswegen diefe verfchiedenen Urtheile die Wahrfchein- 
lichkeit der Schuld des Angeklagten eher vermehren, als vermindern foll- 
ten, weil die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ fich diefe beiden letztern Geſchwo⸗ 
renen nicht irren, als gleich angenommen ſind. 

Dieſe Formeln wuͤrden auch auf den Fall anwendbar ſein, wo die Ge— 
ſchworenen ſtatt ſucceſſive und ohne weitere Communication unter einander 
ihr Urtheil abzugeben, mit einander verbunden waͤren und erſt nach ſtatt— 
gehabter Berathung ihr Urtheil faͤllten; aber da durch die gegenſeitige 
Berathung der Geſchworenen eine genauere Einſicht in das vorliegende 
Factum bewirkt und im Allgemeinen ihre Wahrſcheinlichkeiten, I nicht 
zu irren, vergrößert werden; fo Eünnen die Werthe von u, uw’, u", 
‚welche fich auf diefe beiden Falle beziehen, nicht diefelben fein, und müffen 
ſich im zweiten Falle weniger von der Einheit entfernen, als im erfien. 
8117. Wir wollen nun insbefondere den Fall betrachten, wo 
die Wahrfcheinlichkeit, fich nicht zu irren, für alle Gefchworenen Dies 
ſelbe ift, worauf wir alsdann den allgemeinen Fall, wenn es fih um 
die Beflimmung der Wahrfcheinlichkeit der Anzahl der VBerurtheilungen 
bei einer fehr großen Anzahl von Urtheilen handelt, zurüdführen werden. 
| Es ſei alfo w diefe gegebene Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich jeder der 
ehmorenen nicht irret, nn die Anzahl der Gefchworenen, / die Wahr: 
ſcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten vor der Fallung ihres Urthei= 
les, Z eine der Zahlen 1, 2, 8,...n oder 0 und Y, die Wahrfchein- 
lichkeit, daſſ der Angeklagte von na — z Gefchworenen verurtheilt und 
von Geſchworenen freigeſprochen wird. 
| Soll diefes zufammengefeßte Ereigniſſ ſtattfinden, ſo muͤſſen, 
wenn der Angeklagte fehuldig ift, — Geſchworene ſich nicht irren 
und 2 Gefchworene ſich irren, oder wenn der Angeklagte unſchuldig iſt, 
ſo muͤſſen fihb — z Gefchworene irren und zZ Gefchworene nicht. 
Die Wahrſcheinlichkeit des erſten Falles iſt das Product aus ku”T 
(J — ) und der Zahl, welche ausdruͤckt, wie vielmal man die ſich 
jerenden z Gefehworenen aus der Zahl 2 aller Gefchworenen nehmen 

ann; und ebenfo ift die Wahrſcheinlichkeit fuͤr den zweiten Fall das 
Product aus (1—R) u een und der Zahl, welche angibt, wie 
stelmal die a — 2 fich irrenden Gefchworenen aus der Gefammtzahl n 
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genommen werben Fonnen, welche Zahl diefelbe ift, ald im erften Falle! 
und zwar der: Anzahl der verfchiedenen Combination von n Elementen: 
zu je 2 oder zu je n—z gleich. Bezeichnet man biefe Zahl durch Nr. 
fo hat man; | | 


n,n—1.n— 2,.n—i-1 
ET 


und hieraus ergibt fi der —— Werth von Y,: | | 
_N,[krrta m 4a Mult— u Sach a) 
Menn man n— 2 >27 annimmt und: | 
n=2r=m 


feßt, fo ift der Angeklagte bei der Stimmenmehrheit von m Stimmen 
verurtheilt, Wenn er von 7 Geſchworenen verurtheilt und von dem! 
n — i übrigen Gefchworenen freigefprochen wird, fo ift er bei einer 
Stimmenmehrheit von m Stimmen freigeforohen. Die Wahrfcheinz 
lichkeit dieſer Freifprechung, welche wir mit Ö, bezeichnen. wollen, er 
gibt fi) aus dem Werthe von Y,, wenn man darin bie Zahlen n — 2 
und zZ vertaufcht, wodurch der Goefficient N, nicht geändert wird. J 


hat folglich: | 
,=N,kWa—-wta—Hueta-n) 6 
Addirt man diefe beiden leßten Gleichungen, fo kommt: u 

Ytrı=N, [ur — u ua — Pia En | 


eine von k unabhängige Größe, fo daſſ die Wahrfcheinlichfeit eines, 
bei einer gegebenen Stimmenmehrheit zn gefällten Urtheiles ; fei es ver— 
dammend oder freifprechend, nicht von der vor diefer Entfcheidung praͤ⸗ 
fumirten Schuld des Angeklagten abhängig ift. In dem befondern Falle, 
wo u—4 ift, find die Wahrfcheinlichfeiten Y, und ô, einzeln von K 
unabhängig und ihr gemeinfchaftlicher Werth ift: 


1 1” 
HZ=ZN- 


Y 
en Fu uch AT un 


Sie find auch für jeden Werth von z einander gleich, wenn k=4 fl. 

8. 118. Es fei c, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte wer 
nigftens von n—z Stimmen verurtheilt und hHöchftens von z Stims 
men freigefprochen wird, d. h. die Wahrfcheinlichkeit einer Verurtheilung 
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bei einer Mehrheit von wenigſtens m Stimmen. Ferner feird, die 

Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte wenigftend von n—ı Stims 

; men freigefprochen und hoͤch ſtens von zZ Stimmen verurtheilt wird. 
Nach der Regel in $. 10 hat man: 


C;—Yo +YıtYa u br 43 77 
dd, +6, +9,+ ... +0,, 
und vermöge der vorhergehenden Formeln ergibt fich hieraus: 
— U,+(1—MU,, 6) 
d,—kVi-+(1—kyV, \ 


wenn man der Kürze wegen: 

N,u”+N, u" "(1 —u)+N, u"? 1—W2 +... 
+N,u" (1 — 1) — 

N,A— u” N, A—w""u4-N, d—W" ur +... 
+ N, U! (1 — u)" 7 


ſetzt, fo daſſ U, eine gegebene Function von w iſt und 7, der Werth 
derfelden, wenn man darin 1—u für u febt. Zu gleicher Zeit hat man: 


;t+d4,=UV,rV, 


fit die von k unabhängige Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte bei 
einer Mehrheit von wenigſtens m Stimmen verurtheilt oder freige= 
ſprochen wird. 

J Wenn man in dem Ausdrucke von d, die Zahl — — 1 für 


tt, fo ergibt fich daraus: 
1 U,+7, nat, td nt: 


und in der That Kolb. der Angeklagte, wenn zur Verurtheilung wenig— 

ſtens — : Stimmen erforderlich find, freigefprochen, wenn höchftens 

n—i—1 Stimmen gegen ihn find, fo daſſ eins der beiden Ereig- 

niffe, deren Wahrfcheinlichkeiten c, und d,_;_., find, nothwendig ftatt- 

‚finden muff. 

Wenn n eine ungerade Zahl ift und man n—= 27-41 hat, alfo 
1°, 10 it: 


| U+Y,=[u+il—W]"=1, at 


| 
j 
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fo daſſ der Angeklagte zuverläffig wenigftens bei einer Mehrheit von ei⸗ 
ner Stimme verurtheilt, oder freigeſprochen wird, was fuͤr ſich klar iſt. 

Wenn n eine gerade Zahl iſt, fo iſt die moͤglichſt kleinſte Stim⸗ 
menmehrheit m 2 und entſpricht n= 272. Alsdann hat man: 


Tran, Be 
woraus folgt: 


ans, 21. ua — rt 
EN 
Es ift alfo nicht gewiſſ, daſſ der Een bei einer Majorität von wer 
nigftens zwei Stimmen verurtheilt oder freigefprochen wird, was an 
und für fich einleuchtend ift, weil es auch möglich ift, daſſ gleich viel 
Gefchworene für feine Verurtheilung und für feine dreifprechung ſtimmen. 
Die Wahrfcheinlichkeit für diefen einen Fall wird erhalten, wenn man 
den vorhergehenden Werth von c,+-d, von der Einheit abzieht; fie ift 
von A unabhängig, und wenn man fie mit ZZ, bezeichnet, fo Läfft ſich 
der Ausdrud derfelben auf folgende Form bringen: 


DO RE Da I [u 1 — u] \ 
£ erg : 


Das Marimum des Productes u(l — u) entipriht vH und 
ift=t Diefe Wahrfcheinlichkeit 77, nimmt alfo defto mehr ab, je weis 


;trd=1- — 


4 
ter ſich u von 4 entfernt. Sie nimmt auch fortwährend ab, je groͤ⸗ 
Ber 2 wird. Denn aus ihrem Ausdrucke ergibt ſich: ? 
2i-+3.2i4.u(1--u) 
IH = TREE + 1)? H;, 


und vermöge ded Marimums 4 von z(1 -- u) ergibt ſich hieraus, 

daſſ das Verhaͤltniſſ von A zu /7, immer Heiner, als die Einheit h 

Der größte Werth von ZU, entfpriht v=4 und — O und if = =. 
Wenn Z+1 eine große Zahl ift, fo hat man nach $. 67: 


1.2.3..7+1= 
+ EP YVEReH+N) + — 

1.2.3...2?2+2 — | 
Bier V ara) 1 uk al. ar 


EG -, 


12 2) ee), 
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woraus folgt: 


Bra]! 
er er) Ne 4 


als Näherungswerth von Z7,, welcher, wie man fieht, ein fehr Heiner 
Bruch ift, wenn zw merklich von 4 oder Au(l—u) von der Einheit 
verfchieden ift. Für v=4, und wenn man z.B. 1=6 oder 
n=12 nimmt, gibt diefe auf ihre beiden erften Glieder reducirte 
230,94... 
1024 


—— + ete.| 


Formel den Näherungswerth von A, —- ‚ welcher fehr wenig 


| obgleich 2-1 feine fehr 
beträchtliche Zahl ift. | 

| Da die Eumme U,+F, höchftens der Einheit gleich ift, fo ift, 
wenn man fie mit G, bezeichnet, die Differenz; 1 — 6G, pofitiv oder 
Null, und da fich der Ausdrud von c, auf die Form: 


=k—k1—-G)—(2k—ı)P, 


‚bringen Kit: fo folgt, dafj, wenn 2?A—1>0 oder k>1 if, 
‚auch ce, <k if. In den gewöhnlichen Fällen, wo vor der Entfchei= 
dung der Gefchworenen mehr Grund vorhanden ift, die Schuld, als 
‘die Unfchuld des Angeklagten anzunehmen, ift folglich die MWahrfchein- 
‚lichkeit feiner WVerurtheilung bei einer Mehrheit von wenigftens einer 
‚oder von mehrern Stimmen, d. h. bei einer -beliebigen Stimmenmehr- 
‚heit, immer Heiner, als diefe frühere MWahrfcheinlichkeit feiner Schuld. 
‚Wird 3. B. angenommen, daff man 4 gegen 1 wetten kann, daſſ ver 
Angeklagte ſchuldig ift, fo Fann man, wenn er vor das Gefchworenen: 
‚gericht geftellt wird, nur weniger als 4 gegen 1 wetten, daff er verur: 
theilt wird. 

Diefer Satz ift, wie man fieht, von der Wahrfcheinlichfeit des Irr— 
‚thumes der Gefchworenen oder von dem von der Einheit verfchiedenen Wer— 
the von u unabhängig. Fuͤru— 1 hat man U,=1, F,=0, ,=k, 
d,—ı1—k, für jeden Werth von . Für 209 hat man ebenfo 
U=0,V,=1, ,„=1-k wo-d,=k. 68 ift einleuchtend, daff 
für diefe beiden Außerften Werthe von zz die Verurtheilung oder Frei— 
ſprechung nur bei der Einſtimmigkeit der Geſchworenen ſtattfinden kann, 
was in der That auch aus den Formeln (4) und (5) folgt, welche 
alsdann Y,=0 und d,— 0 geben, ausgenommen für 20, 


$. 119. Indem wir die frühern Beziehungen beibehalten, wollen 
| Poiffon’s Waprfcheinlichkeitsr, 2c, 19 
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wi 


wir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte ſchuldig iſt, wenn er 
durch 2 — zZ gegen z Gefchworene, d. h. bei der Mehrheit von m Stine 
men verurtheilt. ift, mit p, bezeichnen und Die Mahrfcheinlichkeit feiner 
Unfchuld, wenn er bei diefer Stimmenmehrheit freigefprochen ift, mit q,, 
oder mit andern Worten, >, fei die Wahrfcheinlichkeit Der Nichtigkeit 


des bei der Stimmenmehrheit von m Stimmen. bei einer Anzahl mn Ges 
fchworenen ausgefprochenen Urtheiles, wenn es verdammend ift, und Dir 


wenn es ein freifprechendes if. Im erften Falle ift die Wahrſchein⸗ 
lichkeit des beobachteten Ereigniſſes oder der Verurtheilung ——— ku"? . 
(1— u) oder = N, —k)ı a — u)"  u°, jenachdem der Angeklagte 
outbig ift, oder nich, und nach der Regel in $. 34 hat man folglich 


Pi el u — (7) 
EN RN ee an Re a 


wenn man den dem Zähler und Nenner dieſes Bruches gemeinfchaftlichen, 
Sactor N, hinwegläfft. Ebenfo findet man für den Fall der Freiſprechung: 


U Pam gr ha) A m (8) 
(1b Re re 


Wenn man k—=L feßt, fo hat man p,=g, und in ber That 
ift einleuchtend, daſſ die € Nichtigkeit des bei derfelben Stimmenmehrheit 
gefaͤllten Verdammungs- oder Freifprechungsurtheiles dieſelbe Wahre 
fcheinlichkeit hat, wenn a priori fein Grund vorhanden ift, welcher eher 
die Schuld, als die Unſchuld des Angeklagten annehmen läfft. Fuͤr 
ul hat man "ÜA— = Aa— u” uf, und folglich für je 
den Werth von 2 und Z, wie es auch der Fall fein muſſ, = 
und yzl—k. { N 

Setzt man in den Formeln (7) und (8): | 

t 1 
Ten . Maske 
und bemerkt, daff n=m-FH27 ift, fo hat man: 
| kin — 
Pi ken L1—k k' he — him k' 
woraus erhellet, daff die —— der Richtigkeit eines Urs 
theiles unter übrigens gleichen Umftänden nur von der Stimmenmehr: 
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heit m, bei welcher es gefällt ift, und nicht von der Gefammtzahl 7 
‚der Gefchworenen abhängt; und in der That würden gleiche Anzablen 
entgegengefeßter Stimmen, vorausgefekt, daſſ die Wahricheinlichkeit des 
Serthumes für alle Gefehworenen gleich ift, den Grund zur Annahme 
‚der Nichtigkeit oder Unrichtigkeit des Urtheiles weder vermehren, nod) 
vermindern koͤnnen. Aber diefes Nefultat feßt nothwendig die Wahr: 
ſcheinlichkeit u, daſſ fich die Geſchworenen nicht irren, als vor der Ent- 
ſcheidung —5 voraus, und es wuͤrde, wie man weiter unten ſe— 
hen wird, nicht mehr daſſelbe ſein, wenn dieſe Wahrſcheinlichkeit nach 
dein gefällten Urtheile aus der Anzahl der für und gegen den Ange— 
klagten ſprechenden Stimmen abgeleitet werden muͤſſte. 

Fuͤr einen gegebenen Werth von vw verdient z. B. ein bei der 
Mehrheit von einer einzigen Stimme gefälltes Urtheil, wie groß die 
ungerade Anzahl der Gefhworenen auch fein mag, nicht mehr und 
mcht weniger Zufrauen, als wenn es von einem einzigen Gefchworenen 
gefaͤllt waͤre; aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ein ſolches Verdammungs— 
oder Freiſprechungsurtheil ſtattfinden wird, nimmt deſto mehr ab, je 
groͤßer die Geſammtzahl der Geſchworenen wird, Denn dieſe Wahr: 
ſcheinlichkeit wird durch die Summe der Formeln (4) und (5), worin 
man —2241 fest, ausgedruͤckt, und wenn man fie mit o, be 
‚zeichnet, fo erhält man mit Berüdfichtigung des Werthes von N,;: 

h # 

hen zitıa—n] 


an 
Piste: | 
I — 
| al 
* da 4u(1 — u) die Einheit nicht uͤberſteigen kann, fo folgt, daſſ 
immer 7,,, <a, ift. Vergleicht man diefen Werth von @, mit dem 
von A,, fo ſlett man, daſſ der erſte den zweiten in dem Berhältniffe 
von 1 zu 2 (1 — u), welches für jeden Werth von z daffelbe bleibt, 
übertrifft. 

$. 120. Wenn man blos weiß, dafj der Angeklagte wenigftens 
bei einer Mehrheit von zn Stimmen verurtheilt ift, fo daſſ die Stim— 
menmehrheit refp. zn, m--2, m-4,.... bs m--27 oder die Ein: 
ftimmigfeit fein kann, fo fieht man leicht ein, daff die Wahrfcheinlich: 
keit feiner Schuld größer ift, ald ?,, und wir wollen fie mit P, be 
zeichnen. 

Sn der Vorausfeßung, daſſ der Angellagte ſchuldig ift, ift die 

19* 
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MWahrfcheinlichkeit feiner bereits ftattgehabten Verurtheilung oder des be 
obachteten Ereigniffes nach dem Vorhergehenden —=KkU, und in dei 


Vorausſetzung feiner Unſchuld ift fie =(1 — AyPr. Es ift folglich: 


Fu kU, (9) j\ 

ITEU,+A—hP, ) 

Bezeichnet man Die Wahrſcheinlichkeit der Unſchuld des Angeklag 

ten, wenn derſelbe bei dieſer Stimmenmehrheit von wenigftend zn Stim: 
men freigefprochen ift, mit Q,, fo findet man ebenfo: Ä 4 


0,2. t=hU, 
IT ahU;F+KkP, 


Die Wahrfcheinlichfeit der Nichtigkeit eines bei einer Mehrheit von 
wenigftens zn Stimmen gefällten VBerdammungd = oder Freifprehungs: 
urtheiles wird ebenfalls durh P, oder O, ausgedrüdt. Dieſe beider 
Wahrfcheinlichkeiten find nicht, wie die Wahrfcheinlichfeiten D, und g;; 
von der Gefammtzahl n der Gefchworenen unabhängig, und fie hängen 
blos von 2 oder n— 27 ab. Um fie numerifch ‚mit einander zu ver 
gleichen, wollen wir k=4 nehmen, wodurd die Größen P, und Q; 
fowie p, und g,-einander glei werden, und wir wollen vorausſetzen 
daſſ vor der Entſcheidung die Unfchuld des Angeklagten diefelbe Wahr: 
fcheinlichfeit habe, als feine Schuld. Ferner wollen wir u=3 fegen, 
fo daſſ man 3 gegen 1 wetten Fann, daſſ fich jeder Gefchworene nich! 
irre. Nimmt man für n die gewöhnliche Anzahl der Gefchworenen 
indem man n=12 und ?—=5 ſetzt; fo findet man zunädft: | 


(10) _ 


Ba A: 
Piz igi — — | 


ferner; | 

| L= 702.2 Kr De | 

i> 8. 13 i— 280122, 77 

| 

und hieraus, ergibt fich fehr nahe: | 
403 6 

Piz, m: een "| 

409 409 * 


Hieraus erhellet, daſſ in dieſem Beiſpiele die Wahrſcheinlichkeit 1 — 


der Unrichtigkeit eines bei der Mehrheit von wenigſtens 2 Stimmer 
ausgeſprochenen Verdammungsurtheiles kaum 4 der "Wahrfcheinlichkeit 
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1—p; der Unrichtigkeit des bei diefer Stimmenmehrheit von 2 Stim- 
men oder von 7 Stimmen gegen 5 ausgefprochenen VBerdbammungsurs 
theiles beträgt. 

Die Formeln (4), (5), (6), (N, (8), (9) und (10) laſſen ſich 
auch leicht auf den Fall anwenden, wo der vor das betrachtetete Ge: 
fhworenengericht geftellte Angeklagte bereitS von einem andern Geſchwo— 
renengerichte verurtheilt, oder freigefprochen if. Zu dem Zwecke nimmt 
man für die in diefen Formeln vorfommende Größe Ak die aus dem er— 
fen Urtheile entipringende und nad) einer der erwähnten Formeln be= 
fimmte Wahrfcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten. | 

121. Wenn n—z und 2 fehr große Zahlen find, fo mufl 
man fich zur Berechnung der Werthe von U, und V, der Näherungdme: 
thoden bedienen. Zu dem Zwecke wollen wir bemerken, daſſ die Größe 
\U,, wenn man 1 — u=e ſetzt, die Summe der +1 erften Glie— 
der der nach den fleigenden Potenzen von 9 geordneten Entwidelung 
bon (uto)” if. Sie muff folglich mit der Formel (8) in $. 73 
‚übereinftimmen , wenn man in diefer zz, o, 7, mn ſtatt p, q, n, w Teßt. 
Man hat folglich nach den Formeln (15) in $. 77: 


N 


#4 Dane (n+i)V 2 _-e: 
ee eg en, 
Jo 3V zni(n—i) aı) 
1 ET HR (Hti)VY2 -0: 
U.—=1— — e dz + —— — ce 
I; 3V zni(n—i) 


wo 8 eine pofitive Größe ift, deren Duadrat: 


’ 


ift, und wo der erfte oder zweite dieſer beiden Ausdrüde für U; ges 


aonmen werden muff, jenachdem — größer oder Kleiner ift, als das 


| I 

\ € + —————— 

Verhaͤltniſſ ee, 

| Wenn der Angeklagte verurtheilt ift und alle Stimmenmehrheiten 
von der Heinften bis zu der Einftimmigfeit flattfinden koͤnnen, fo ift die 
| c . I . 

Zahl n +1 und das Verhaͤltniſſ Ben refp. fat =22 und =I1. 
Man muff alfo die erfte oder Die zweite der Formeln (11) anwenden, 
jenachdem P >u, oder e<u ift, und wenn u und v beträchtlich von # 
verfchieden find, oder uw von ber Einheit; fo hat man aud) ſehr nahe: 
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2—ı ilog —* 


Aue" 


Da alddann z eine fehr große Zahl ift, fo wird der Werth von 
6 hinreichend beträchtlih, um die in den Formeln (11) vorfommenden 
Sntegrale und Erponentialgrößen unmerflic zu machen. Die Größe U, ; 
reducirt fich alfo auf die Einheit, oder auf Null, jenachdem wu größer 
oder Fleiner als d ift, und da in dem Falle, welchen wir unterfuchen, 
die Summe von U, und v; genau oder fehr nahe der Einheit gleich 
ift, jenachdem z ungerade oder gerade ift; fo folgt, daſſ 7,0 if 
wenn man u>e hat und /,—=1 für u<e. Hieraus folgt, daff, 
wenn die Wahrfcheinlichkeit k ver Schuld des Angeklagten vor der Ent: 
fheidung Fein fehr Heiner Bruch ift, die Wahrſcheinlichkeit P, feiner 
Schuld, nachdem er durch ein aus einer fehr großen Anzahl n Ge 
Shworenen beftehendes Gefchworenengericht verurtheilt ift, fich fehr der 
Gewiffheit nähert, wenn die Wahrfiheinlichkeit #_ des Irrthumes jedes 
Gefchworenen merkiich Eleiner ift, als die entgegengefekte Wahrfchein: 
lichkeit zw, welches daher kommt, daſſ es bei diefer großen Anzahl m 
von Gefchworenen fehr unwahrfcheinlich ift, daſſ das Urtheil bei eine 
Heinen Stimmenmehrheit ausgefprocen: ift. Dagegen ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit P, der Nichtigkeit eines Urtheiles ein fehr kleiner Brud) 
und die Unfehuld des Angeklagten fehr wahrfcheinlich, wenn zz beträcht: 
lich Kleiner ift, ald 9, und wenn außerdem /k fein der Einheit fich feht 
nähernder Bruch) if. Die Wahrfcheinlichkeiten c, der Verurtheilung unt 
d, der Freifprechung, welche die Formeln (6) Achen“, find fehr wenig 
von k und Ik verfchieden, wenn u>e ift, oder im Gegenthei 
von 1—k und k, wenn u<oe if. | 
In dem Falle, wu—o=l if, und n=27-+1 odern=27-+2 
geſett wird, jenachdem n gerade oder ungerade ift, ift das VBerhältnifl 
; etwas fleiner, als — oder als die Einheit; man muſſ 
nı nt1—i 1— u 

alfo die erfte der Formeln, (11) anwenden, und da der Werth von 6 

ein fehr Kleiner Bruch ift, fo bat man fehr nahe: 


1 9 
U,=4-4 — — 


V ri zu 
wenn man dad Quadrat von 9, fowie die Glieder, worin z ald Divi: 
for vorkommen würde, unberüdfichtigt IAfft und erwägt, daſſ alsdann 
* 


Re rn da—- 41V a—0 
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Mr « 
Wenn r ungerade ift, n—=2i41 und u=ev=H geſetzt wird, 
fo erhält man: J 
0° — -— ilog (1 49 — (+ 2)log (1 — He. 
| x i BIN WU. 54080 
‚Entwidelt man die Logarithmen in Reihen, To ergibt fich hieraus mit 
dem Grade von Annäherung, wobei wir ftehen bleiben: 


1 
6 = ra } EN ar 


: i 
V' 


Da die Summe von F, und U, der Einheit gleich fein muff, fo it 


2 
auch ., und man hat P,=k, wie e& der Fall fein muſſ, mie 
‚groß Übrigens die Anzahl der Geſchworenen auch fein mag, wenn die Wahr: 
fcheinlichkeit ihres Irrens und Nichtirvens für alle gleich iſt. Wenn n eine 


gerade Zahl ift, und man n—=2i+2, u=4, ſetzt, fo hat man 
| EN BR 
5( — (i43) log ( Le)’ 


‚woraus folgt: 


3 
ET 
Aber nach dem Werthe von H, in$. 118 hat man in diefem Falle: 
U,+N,= A ae 
Vai 
: folglich : 
| Y,= — —⸗ 
2 IL 


und da dieſe Werthe von U, und V, einander gleich find, fo ergibt 
ſich wie im vorhergehenden’ Sale P,—ki. Die betrachtete Wahrfcheins 


lichkeit c, der Verurtheilung ift von le unabhängig und — U, oder et— 


was Heiner, ald 2. | 

2 wollen wieder annehmen, daſſ das Geſchworenen⸗ 
gericht aus einer beliebigen Anzahl n von Geſchworenen befteht ; aber 
daff jet die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens jedes Gefchiworenen Y ver 
ſchiedene und ungleich wahrſcheinliche Werthe bekommen kann. Es 
feien 21, Kgr Ag +» #, die Werthe diefer Wahrfeheinlichkeiten für 
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einen erften Gefhworenen, a’, 2'g, gr +... x, diefe Werthe fuͤr 
einen zweiten, a" jr gr gr... x", diefelben Werthe für eis, 
nen dritten Gefchworenen, u. f. f. Ferner wollen wir allgemein mit 
Ay A ++. die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die Wahr— 
fiheintichteiten Kr Hr & rn... ſtattfinden, und welche zugleich | 
Wahrſcheinlichteiten der correſpondirenden Wahrſcheinlichkeiten 1 — x, 
1-2,,1—-x",,,... find. Da eine der Wahrfcheinlichkeiten x), 
Kyy Kgr ee. %, zuver aͤſſig Rattfindet, daffelbe für eine der Wahrfcheine 
lichfeiten a’, 2 * EN ea „ſowie für eine der Wahrfcheinlich- 
Toftena kan Dali, ar x, u. ſ. f., giltz fo muſſ man haben: 

A ru TI, .: pt — { 

— 

een “=1 . 

CECERENZEEN NE 


mE 


Wenn man folglich: 
X, FH TB mTt... FX x Zu, 


vv“ y 
x a — 2,7 u. Kr Zu A 
— x" va x’ as au — Tau zu’ 


CR. LEE, | 
fest, fo hat man zu gleicher Zeit: 


X, 1—-2,)+%1—-27,)+., 
+%41-»)=1-u, 
‚ad a — (1 aa) ale . 
a ee I 
Ki (1 =; 2), (1 kei ı9,)+ — 
———— u 
Bil u. GH 0 Bea; „alu, 
eLeHe nV ellı 


und u, u, u" .., find die mittleren MWahrfcheinlichkeiten, daſſ fich 
der Iffe, 2te, Ste, ... Gefchworene nicht irret, und folglih 1 — u, 
1—u', 1— u, ,.. die mittleren Werthe ver MWahrfcheinlichkeiten, | 
daſſ fich der et 2te, Ste, ... Gefchworene irret. 

Demnach ift die Mahrfcheinlichkeit,, daſſ fih Feiner ver n Ge: 
J—— — ne die Wahrfcheinlichfeiten des Nichtirrens reſp. 
I, . find, irret, das Product aus dieſen legten Wahr: 


— — — — — 


297 


fcheinlichfeiten und ihren reſp. Wahrfcheinlicheiten X, X, A, , +. 
und bezeichnet man fie mit IT; fo hat man folglich: 


t \ 
| 
— / u 8 / “4 
UIZX, Ku X ur Ca ET — 


Es fei P die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich Fein Geſchworener irret, 
von welcher Beſchaffenheit die ſeiner moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten, ſich 
nicht zu irren, welche wirklich ſtattfindet, auch ſein mag; ſo iſt nach 
der Regel in $. 10 P die Summe der nv Werthe von II, welche 
‚man erhält, wenn man darin fucceffive jede der Zahlen 1,2, 3, ... v 
‚für jede der n Zahlen 2,2, 2°,... feßt. Nun ift aber leicht ——— 
daſſ dieſe Summe das Product der n Mittelgrößen u, u‘, u", .... 
ift, fo daff man für beliebige Werthe der Zahlen n und v 


| Pzuu! u! 
hat. | 
| Für die beliebigen Wahrſcheinlichkeiten z;, a, "u, » +. ded 
Nichtirrens ergibt ſich die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich ein einziger Ge— 
J— irret, aus dem Werthe von IT, wenn An für den erften 
Gefhworenen 1L— x; flatt x, für den zweiten 1 — x’, ftatt x'„, etc. 
feßt. Bezeichnet man die diefen Wahrfcheinlichkeiten &,, a’, zur.» - 
entfprechende Zotalwahrfcheinlichkeit, daſſ fich ein einziger Gefchworener 
irret, mit IT’, fo hat man folglich: 


IT—X,Xy&8" u etc. [(L — %;) u" u etc. 
+1, ‚(a — a) a ec. Haze L— Er" etc. etc.]. 


Bezeichnet man ferner mit P’ die Wahrfcheinlichfeit, daff fich ein 
einziger Gefchworener irret, indem man für jeden Gefchworenen alle 
‚möglichen Wahrfcheinlichfeiten des Nichtirrens in Betracht zieht, fo ift 
‚P! die Summe der nv Werthe von IT, welhe man erhält, wenn 
‚man darin — für jeden der n Indices z, 7°, 2, ... alle die 
Zahlen 1,2, 3,... 9 ſetzt, und es ift. leicht einzufehen, daff dieſe 
‚Summe nur von den mittleren Werthen u, u’, u, ... abhängt und 
Bund: 
| p-(A — u) u u" ete. +-u(1 — u’)u etc. 

—+uu (1 — u”) etc.-+ etc. 


ausgedrückt wird. 

Schließt man auf diefe Weife weiter fort, fo gelangt man zu fol- 
gendem allgemeinen Sage: Die WahrfcheinlichFeit, daſſ fich von n Ge= 
ſchworenen n— 2 nicht irren, und daff fih z davon irren, ift diefelbe, 
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als wenn die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens für jeden Gefchworenen 
nur einen einzigen Werth hätte, namlich den Werth «— für den erften, 
den Werth w’ für den zweiten, den Werth zw’ für den dritten, eic. 
Wenn alfo” diefe mittleren Wahrfcheinlichkeiten z, u’, u, ... ungleich 
find, fo werden die verichiedenen Bahrfcheinlichkeiten einer Verurthei— 
lung bei gegebenen Stimmenmehrheiten und die der Schuld de3 Ange 
klagten durch ‚die auf eine beliebige Anzahl von Gefchworenen aus— 
gedehnten Regeln in $. 116 beflimmt. Wenn fie alle einander gleich 
find, fo werden die in Rede ftehenden Wahrfcheinlichkeiten durch die 
Formeln (4), (5), (6), (7), (8), (9) und (10) ausgedrüdt, indem 
man darin für z die allen Gefchworenen gemeinfchaftliche mittlere 
MWahrfcheinlichkeit ſetzt. 

Man kann fich die Möglichkeit, daff für jeden Gefchworenen meh— 
rere ungleich) wahrſcheinliche Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrens ſtatt— 
finden koͤnnen, deutlich vorftellen, wenn man annintmt, daſſ die Lifte, 
woraus jeder Gefchworene genommen werden muff, in v Klaffen von. 
Perſonen abgetheilt ift, fo daff alle Perfonen von derfelden Klaffe die: 
ſelbe Wahrfcheinlichkeit, fih nicht zu irren, haben. Fur die Lifte, wor— 
aus der erfte Geichworene genommen werden muſſ, fei ©, die einer. 
der Klaſſen entfprechende Wahrfcheinlichfeit und A, dad BVerhältniff der 
Anzahl der Perfonen dieſer Klaffe zu der Anzahl der auf der ganzen 
Lifte befindlichen Perſonen; fo ift die Wahrfcheinlichfeit, daſſ fich dieſer 
Gefchworene nicht irret, =.r,, wenn er diefer Klafje angehört und A, 
ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes der Fall ift, d. h. die Wahrfcheine 
lichkeit der Wahrfcheinlichkeit x,. Wenn der zweite Gefchworene aus 
einer andern Lifte genommen werden muff, und ze, ift die Wahrfcheins‘ 
lichkeit des Nichtirrens für die Perfonen einer der Klaffen diefer Liſte, 
und A”, dad Verhaͤltniſſ ihrer Anzahl zu der Anzahl der auf der ganz 
zen Lifte befindlichen Perſonen; fo ift x’, die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
der zweite Gefchworene fich nicht irret, wenn er diefer Klaffe angehört, 
und A’, ift die Wahricheinlichfeit, daff er diefer Klaffe angehört, oder, 
bie Wahrfcheinlichkeit diefer Wahrſcheinlichkeit =’, u. ſ. f. Wenn bie, 
Geſchworenen einer Seffion des Affiienhofes ganz zufällig aus derſelben 
Lifte genommen werden, worauf fich alle Perfonen befinden, welche ine) 
nerhalb des Bezirkes diefes Aſſiſenhofes Gefehworene werden Fünnen, fo 
tolgt , 2a] vor der Ziehung der Looſe die mittlern MWahrfcheinlichkeiten. 
u, u', u, .... einander gleich find. Der mittlere gemeinfchaftliche Werth 
kann oa in den Bezirken verfchiedener Aſſiſenhoͤfe nicht derſelbe 
ſein; aber wenn Entſcheidungen zu machen waͤren, wobei das Geſchwo⸗ 
renengericht aus einem in einem beſtimmten Theile des Landes genom⸗ 
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menen Gefchworenen, aus einem zweiten, aus einem andern Theile des 
Landes genommenen Gefchworenen, u. f. f. beftehen, müffte, fo könnten 
die mittleren Wahrfcheinlichkeiten zz, uw’, u”, ... verfchieden fein. Aber 
in allen diefen Fällen darf man die mittleren WahrfcheinlichFeiten, welche 
vor der Ziehung der Gefchworenen flattfinden, nicht mit den Wahr- 
fcheinlichFeiten verwechfeln, daſſ die durch das Loos zu Gefchworenen 
beftimmten Perfonen fich nicht irren, wenn die Biehung geichehen ift, 
und wir werden fogleich auf dieſe wefentliche Unterfcheidung wieder zu= 
ruͤckkommen. 
8123. Denn die Zahl v der moͤglichen Wahrſcheinlichkeiten 
Kr, or Kg, +. unendlich groß ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit je— 
der derfelben unendlich Klein. Es ift alsddann Adx die Wahrfcheinliche 
keit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrend eines beliebigen zufällig 
auf einer gegebenen Lifte genommenen Gefchworenen = x tft. Ferner 
ſei u das Mittel aus allen möglichen Wahrfcheinlichfeiten unter Be— 
ruͤckſichtigung ihrer reſp. Wahrſcheinlichkeiten, ſo verwandelt ſich die 
Summe, welche der Einheit gleich ſein muſſ und die, welche nach dem 
Vorhergehenden den Werth von z bilden muſſ, in ein von 20 bis 
x —1 genommenes beftimmtes Integral, fo daſſ man hat: 


1 1 
5% Xde=ı,/ x Xdı=u, 
0 0 


Die pofitive Größe X Fann eine ganz willfürliche continuirliche 
oder Ddiscontinuirliche Function von x fein, wofern fie nur der erften 
dieſer Gleichungen Genüge leiftet. Für jeden gegebenen Ausdrud von 
X gibt e8 einen ganz beftimmten Zahlenwerth von w; aber jedem ges 
‚gebenen Werthe von zz entfprechen unendlich viele verfchiedene Aus— 
druͤcke von A, oder unendlich viele verfchiedene WahrfcheinlichFeitägefege. 

Wenn alle Werthe von z von =0 bi8 z—=1 gleich. möglich 
find, fo ift die Größe A von x unabhängig und muff der Einheit 
gleich fein, um der erften der beiden vorhergehenden Gleichungen zu ges 
Inügen, und vermöge der zweiten hat man alsdann u=4. Wenn bie 
"Größe X von 2=0 bis z1 fo zunimmt, daſſ bie Wahrſcheinlich⸗ 
keit des Nichtirrens fuͤr einen Geſchworenen ſelbſt deſto wahrſcheinlicher 
iſt, je mehr fie ſich der Gewiſſheit nähert, wenn TerOs} X gleichförmig 


kaunimmt , und man febt: 


Xzeax-4Bß, 


wo & und 8 zwei pofitive Conftanten find; fo hat man alödann: 


’1 
y Xdz—1a-+8—1, 
0 


500 


folglich: | | 
e=1—40e, X=1—30+%z, 

was erfordert, daſſ «>2 ift. Hieraus folgt: u 

u=l+ 758%, | | 

fo daff die mittlere WahrfcheinlichFeit weder größer, als 2 3, no kleiner, 

als 4 fein kann, welche Werthe &— 2 und O entſprechen. 

Wir wollen ferner annehmen, daſſ X ſich nach einer geometriſchen 
Progreſſion aͤndert, wenn x um gleiche Incremente waͤchſt, und: 

7 ax 2 | 


e 
et — 1 1 


—— 


ſetzen, welcher Werth der Bedingung fi Xdz=1 für jeden Werth 


der Gonftante @ Genüge leiftet, und worin e, wie gewöhnlich, die, 
Baſis des neperfchen Logarithmenfyftemes bezeichnet. Wir haben: 
1 ii 


1—e* & 


uUT 


’ 


woraus folgt, daſſ die mittlere Wahrfcheinichkeit z, wenn man «& 
von = —w bis «= w@ wachen läfft, in diefem Falle alle mögli= 
lichen Werthe von z=0 bis u=1 annehmen Fann, und für ar — 
e—0, co —=w@ hat man u=0, u=4, u=l. 

| Wenn die verfchiedenen Bahıfheinlichfeiten des Nichtirrend snoie] 
[hen engern Sarah als Null und die Einheit liegen ERUNEN: ,. BU 
wenn x nicht unter 2 herabfinfen darf und außerdem über 4 alle Wer: 
the defjelben gleich möglich fein follen, fo nimmt man für X eine dis— 
continuirliche Function, welche man auf diefe Meife beftimmt. Wir 
wollen mit e eine pofitive und endliche, aber ſehr kleine Groͤße bereich 
nen und J® fei eine Function, welhe von <= 4—e bid =, fih 
fehr ſchnell ändert, für alle zwifhen &=0 und &—=1—e liegenden. 
Werthe von x verfchwindet, und weldhe von 4 bis z=1 einen 
gegebenen conflanten Werth g hat. Alsdann wollen wir: | 


Kr 
— fo iſt nach der Natur dieſer Function fr: | 


Je xda=jg+ [\® ‚Sedz, { 


1 
und wegen * Xdz—=1 hat man folglich: 
0 
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— 


wozu erforderlich iſt, daſſ g nicht groͤßer als 2 wird, weil fx nur po: 
fitive Werthe haben Fann. In dem Integrale: 


— 


kann man das außerhalb fx ſtehende x als eine conſtante Größe = 4 
betrachten; es ift alfo auh: — | 


und wern man bemerkt, daff: 
4 44 | bang 
/, zfzde= [! fedet fi Szde+], zfzdx 
iſt; fo folgt: / 
1 
fi sfzde=i—1g+4g—4, 
0 


oder wenn man rebucirt: 
| Bi ep: 

In diefem Falle kann alfo die mittlere Wahrfcheinlichkeit den Werth 
u=3, welcher g=2 entipriht, nicht überfchreiten, noch Eleiner wer⸗ 
den, ald u=H, welher Wertd g= entſpricht. 

| Auf diefe Weile Fönnte man in Beziehung auf die Form der 
Function X unendlich viele verfchiedene Vorausfegungen machen. Wenn 
eine derfelben gewiſſ wäre, ſo wäre es der correfpondirende Werth ber 
‚mittleren Wahrfcheinlichkeit u auch. Wenn fie dagegen alle möglich. find, 
fo find ihre reſp. Wahrfcheinlichfeiten unendlich Elein, und daffelbe gilt 
hinſichtlich der verſchiedenen Werthe der mittleren Wahrſcheinlichkeit, welche 
ſich aus dieſen Hypotheſen ergeben. Der letzte Fall findet ſtatt, wenn 
die verſchiedenen Werthe, welche die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens eis 
nes Geſchworenen annehmen kann, uns unbekannt ſind und wir auch das 
Geſetz ihrer Wahrſcheinlichkeiten nicht kennen, fo daſſ wir in Beziehung 
auf diefeg Geſetz alle möglichen Vorausſetzungen machen fünnen, wos 
durch die mittlere Wahrfcheinlichkeit ungleich wahrfcheinlihe Werthe bez 
kommt. Bezeichnet man alsdann die unendlich Heine Mahrfcheinlichkeit, 
daſſ die mittlere Wahrfcheinlichfeit genan = iſt, mit yudu, fo 


| 
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ft gu eine gondiptierg oder Discontinuirliche Function von ſolcher 
Beſchaffenheit, daſſ yudu=i iſt, und die eben in Beziehung 


auf X gemachten —— laſſen ſich auch auf ſie anwenden. 

$. 124. Die vorhergehenden Formeln würden die vollſtaͤndigen Auf⸗ 
loͤſungen aller Aufgaben geben, welche der Gegenſtand dieſes Kapitels 
darbieten kann, wenn man die Wahrjcheinlichkeit A der Schuld. des Ange— 
klagten vor der Entjcheidung der Gefchworenen und in jeder Angelegenheit 
für jeden Gefchworenen die Wahrfcheinlichfeit Fännte, daſſ fich derſelbe nicht 
irret, oder vielmehr, wenn, wofern diefe Wahrfcheinlichfeit des Nichtikrens 
mehrere mögliche Werthe hat, alle diefe Werthe, fowie ihre reip. Wahr: 
iheinlichkeiten gegeben waren, oder endlich, wenn, wofern diefer Werthe 
jehr viel find, und jeder eine unendlich Feine Wahrfcheinlichkeit hat, die, 
Junction befannt wäre, welche das Geſetz ihrer Wahrfcheinlichkeiten 
ausdruͤckt. Aber keins dieſer durchaus erforderlichen Elemente iſt uns 
a priori gegeben. Die Wahrſcheinlichkeit der Schuld des Angel! agten, 
bevor er vor das Geſchworenengericht geſtellt wird, iſt wegen der Vvor 
unterſuchung und der darauf erfolgten Anklage deſſelben ohne Zweife 
größer, als die Wahrfcheinlichkeit Tal Unſchuld. Es ift alfo auch an: 
zunehmen, daff A größer ift, als 45 aber um wie viel? Dieſes koͤn⸗ 
nen wir zum Voraus nicht willen, weil es von der Gefchiclichkeit und 
der Strenge der mit der Borunterfuchung beauftragten Perfonen ab⸗ 
haͤngt und bei verſchiedenen Arten der Verbrechen verſchieden fein kann. 
Auch koͤnnen wir vor dem Ziehen der Looſe nicht wiſſen, welche von 
den auf der Liſte ſtehenden Buͤrgern Geſchworene werden koͤnnen, f 
wenig als nach der ae die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich ein Ge 
ſchworener nicht irret. Denn fie ift bei jedem Gefchworenen von feinen 
Einfihten, von feiner Meinung binfichtlicy des Unterdrüdens dieſes oder 
jenes Verbrechens, von feinem durch das Alter oder das Gefchlecht des 
Angeklagten erregten Mitleide, u. f. f., abhängig, und alle diefe Um— | 
ftande, welche uns unbefannt find, und welche außerdem nicht in Zah⸗ 
len ausgedrüdt werden koͤnnen, haben auf die Urtheile der Geſchwore⸗ 
nen Einfluſſ. Um alſo von den vorhergehenden Formeln Gebrauch ma⸗ 
chen zu koͤnnen, muͤſſen die darin vorkommenden unbekannten Elemente 
eliminirt werden, und dies iſt der Gegenſtand, womit wir uns nun 
beichäftigen wollen. 

$. 125. Wir wollen den Fall betrachten, wo die MWahrfcheinliche 
feit des Nichtirrens für alle Gefhworene gleich if. Es wird voraus 
gefeßt, daſſ fie vor der Entjcheidung unbekannt ift und alle möglichen 
Werthe von 0 bis 1 annehmen kann, und die unendlich Keine Wahre 
ſcheinlichkeit eines Werthes u diefer Wahrfcheinlichkeit fol! mit yudu 
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bezeichnet werben. Wenn diefer Werth gewiff wäre, d. h. wenn bie 
Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens für jeden Gefchworenen zuverläfig = u 
wäre; fo würde die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der fihuldige oder unfchuls 
dige Angeklagte von 2 — 7 Stimmen verurtheilt und von den übrigen 
7 Stimmen freigefprochen wird, durch die Formel (4) ausgedruͤckt, wo 
n die Gefemmtzahl der Gefchworenen und k die Wahrfcheinlichkeit der 
Schuld des Angeklagten vor der Urtheilsfällung ift. Die Wahrfchein: 
lichfeit diefer Stimmenvertheilung wird folglich wirklich durch das Pro— 
duct aus diefer Formel und gu du ausgedrüdt, und wenn diefe Ver— 
theilung der Stimmen wirftich flattgefunden hat, fo wird die Wahr- 
icheinlichfeit, daſſ die allen Gefchworenen gemeinfchaftliche Wahrfcheine 
lichkeit des Nichtirrens — iſt, durch das Product aus der Formel (4) 
und gudu vividirt durch die Summe aller Werthe diefes Productes, 
welche allen Werthen der Größe z von v—=0 bi$ uv=1 entfprechen, 
ausgedruckt ($. 43), fo daff wir, wenn wir dieſe unendlic) Feine Bahr: 
Blihteit mit @,du bezeichnen: 


7— Kur): IE RR A —]ou 


fi Tu” DRutT — +(1—k)u ER — 


erhalten, indem wir den von u unabhängigen Factor IN, der Formel 
4), welcher im Zähler und Nenner von ©; zugleich vorkommen wiirde, 
inmweglaffen. Wenn man die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Wahrfchein: 
ichfeit zz des Nichtirrens zwifchen gegebenen Grenzen Z und Z gelegen 
yat, mit A, bezeichnet, fo wird diefe Größe durch das von v—/ bis 
ı—!' genommene Integral von o,;du auögebrüdt, und man hat 
olglich: 


"iR fü F u-ofsuautanf, dam va" gpudu 
| . 
Be uf tun n— a-upuautanf "ua- — a 


Wenn nz eine gerade Zahl ift und eine gleiche Stimmenvertheilung 
tattfinder, fo hat man n= 22 und folglich: 


| "En i 
| * u(l—u) gudu 


i— 77 N , 


f E 

f u(l— u) pudu 
| 

0 


— 


iv daſſ die Wahrfcheinlichfeit A, alsdann vonder Größe k, wovon fie 


(12) 


| 
1 
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im Allgemeinen bei einer ungleichen Stimmenvertheilung abhängt, un: 
abhängig if. Wenn zwei beliebige, von den Grenzwerthen O und 
1 oder von dem mittleren Werthe 4 gleich weit‘ entfernte 39 
von u gleich wahrſcheinlich find, ſo daſſ (CI. -) =yu iſt; fe 
folgt: | 


— fa "gud 
0 Ok | 


| 
Wenn ferner <<t ud /=1—/ if, fo hat man auch: 


U .n— EN n—i 
Jı® a—u'gudu=/, u (1—u) yudu, 


und die Formel (12) verwandelt fich folglich in: 


Yin TE EN re | 
D I or 
= | 


1 ANBE NG} [ 
J. * "(1— u) yudu 
0 


und iſt wieder von A unabhängig, auf welche Weiſe ſich die Gefammt: 
zahl der Stimmen auch vertheilen mag, oder welche Werthe Die ach 
n— I! und Z auch haben mögen. 

Setzt man in der Formel (12) I=% und /=1 und bezechne 
ihren Werth alsdann mit A’; fo erhält man: 


\ 
! 


rl 1% “ | 
k au Ga) u dutahf, u(1—u)" yudu 3 
i — 1 ET ET ar 

/, u (1-2) 9 udu ray, u(1—u)" "yudu | 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die MWahrfcheinlichkeit zz zwoifchen L und 
1 liegt, oder größer als 3 if. Setzt man ebenfo /=0 und 74 
und bezeichnet alsdann den ne entftehenden Werth der Formel (12) 
mit A”,, fo erhält man: 


1 —— ——— | 
kf ?u" a—upudu run f Fam) "pudu 4 


a0 8 ö— _.—— | 
2 } ala SER Y 
k , u au pudu ran ey pudu Ä 
& 

| 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff z Kleiner ift ad 4. Da nun die Wahre 
Iheinlichfeit, daff genau u=4 ift, unerloläch MR ift, fo muſſ die 
Summe der beiden Größen 2°; und 4, der Einheit gleich fein, was 
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unmittelbar einleuchtet, wenn man bemerkt, daſſ ihre Nenner gleich find, 
daſſ die Summe der in ihren Zählen mit & multiplicirten Integrale 
dem im Nenner mit Ak multiplicirten Integrale gleich ift, und daſſ daf- 
jelbe in Beziehung auf die mit 1— multiplicirten Integrale ftattfindet. 

$. 126. Da die Wahrfcheinlichfeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit des 
Nichtirrend jedes Gefchworenen bei einer Entfcheidung, wo der Ange⸗ 
klagte von n — z Gefchworenen verurtheilt und von den übrigen zZ Ge- 
ſchworenen freigefprochen if, =u gewefen ift, durch @;du und die 
Wahricheinlichkeit, daſſ der Angeklagte nach der Urtheilsfällung ſchuldig 
ift, durch die Größe p, in 8.119 ausgedrüdt wird, wenn diefe Wahr: 
ſcheinlichkeit zuverläffig =u wäre; fo folgt aus den Kegeln in $. 5 
und 8.10, daſſ die Wahrfcheinlichkeit der Schuld durch dag von u= 0 
bis u= 1 genommene Integral des Productes 7;@;du ausgedrüdt 
wird. DBezeichnet man fie alfo mit &% und berüdfichtigt die Ausdrüde 
von @; und 9,5, fo erhält man: 


«f j NIE udu 
ea — — 
IR In-i RE Ir n—i 
| kf u (i—u) gudu+ls—h)f u(l—uı) gudu 
| 0 0 


— 
N 


(13) 


Diefe Wahrfcheinlichkeit & wird mit A zu gleicher Zeit =O oder 
=1. Bringt man ihren Ausdrud: unter die Form: 


v fieht man, daſſ für jeden andern Werth von A die Wahrfcheinlichkeit 
yer Schuld des Angeklagten nach der Urtheilsfällung größer oder Eleiner 
ft, als zuvor, jenachdem das erfte der beiden Integrale: 


{ IL . 1 7 * 
| of u A—u) puduum [ u(l—u) pudu 
I 0 Jo 


yößer oder Fleiner, als das zweite if. Wenn fie einander gleich find, 
vas immer fir >27 md für g(1—wW)=gu der Fall ift, fo hat 
nan ;—=%k, und in der That kann die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der 
Ingeklagte fhuldig ift, auf Feine Weife durch ein Urtheil verändert wer- 
ven, bei welchem eine gleiche Vertheilung der Stimmen für und gegen 
venfelben ftattfand, fo wie auch nicht durch eine Entfcheidung, bei wel 
her die Werthe u und 1—u oder 3+43(1 — 2u) der Wahrfchein- 
Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. ꝛtc. 20 
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lichkeit * Nichtirrens der Geſchworenen als gleich wahrſcheinlich *7 
nommen werden. 

Der Werth von I hängt in jedem andern Falle nicht blos, wie, 
der von ?z, von der Stimmenmehrheit m, oder n— 27, bei welcher: 
das Urtheil ausgefprochen ift, und von der Größe A ab, fondern er 
hangt auch von der Gefammtzahl n der Gefhworenen und von dem 
Geſetze der MWahrfcheinlichkeit der Mahrfcheinlichfeiten, daſſ fich die Ges: 
fhworenen nicht irren, welche durch die Function ausgedruͤckt 
wird, ab. | 

Wenn z. B. eine Verurtheilung von einem aus 201 Gefchwores 
nen beftehenden Gefchworenengerichte nur bei einer Majoritaͤt von einer) 
Stimme ausgeſprochen iſt, oder, wenn der Angeklagte in einem andern 
Falle von einem einzigen Geſchworenen verurtheilt iſt, und es iſt gewiſſ, 
daſſ die Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens fuͤr dieſen einen Geſchworenen 
und fuͤr jeden der 201 uͤbrigen dieſelbe geweſen iſt; ſo hat die Rich⸗ 
tigkeit des Urtheiles in beiden Fällen genau diefelbe Wahrſcheinlichkeit, 
nur iſt im erſten Falle, wenn dieſe Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens 
merklich von 4 verfchieden iſt, das beobachtete Ereigniſſ ein ungewoͤhn⸗ 
ches, deſſen Wahrfcheinlichkeit ſehr gering iſt, und welches ſehr ſelten 
ſtattfinden wird, und wenn dieſe Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens — 
iſt; ſo iſt die Wahrfcheinlichkeit des Falles nach dem Ausdrucke 
von @, in 8. 119 etwas größer, als 4. Aber wenn die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, daif jeder Gefchworenen fich vr irret, und vor der Entfcheidung 
unbekannt ift und wir fie aus dem ausgefprochenen Urtheile felbft ab⸗ 
leiten wollen, fo ift die Schuld des Angeklagten weit weniger wahr⸗ 
ſcheinlich, wenn er von 101 Geſchworenen verurtheilt und von 100 
andern Geſchworenen freigeſprochen wird, als wenn er nur von einem 
einzigen Geſchworenen verurtheilt worden waͤre. Hiermit iſt jedoch nicht 
geſagt, daſſ die Entſcheidung von 101 Geſchworenen gegen 100 an 
und fuͤr ſich weniger richtig ſei, als die eines einzigen Geſchworenen, 
ſondern nur, daſſ die Vertheilung von 201 Stimmen in zwei nur um 
eine Einheit verſchiedene Theile es ſehr a TuS macht, daſſ die 
MWahrfcheinlichkeit des Nichtirrens wenig von 4 verfchieden gewefen ; 
ohne, Zweifel wegen der Schwierigkeit der Sache ſelbſt. 

$. 127. Um ſich von der Bedeutung, welche man den Formeln 
(12) und (13) beilegen muſſ, einen genauen Begriff zu bilden, muſſ 
man fich eine Perfon denken, welche vor der Entfcheidung des Geſchwo— 
renengerichted einen gewiffen, durch die Wahrfcheinlichkeit % ausgebrüde 
‚ten Grund habe, den Angeklagten für fhuldig zu halten, welche feinen‘ 
ber ra Gefchworenen Eennt, fo wie auch die Sache nicht, welche fie be⸗ 
urtheilen follen, fondern welche blos weiß, daſſ man die Gefchworenen 
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zufällig aus der allgemeinen Lifte genommen hat. Für diefe Perfon 
ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ fich ein Gefchworener in feinem Urtheile 
nicht geirret hat, für alle Gefchworenen gleich (8. 122), aber ihr un— 
befannt. Bor der Entfcheidung kann fie für die Unbekannte z alle 
möglichen Werthe von u=0 bis u=1 annehmen. Die unendlich 
Heine MWahrfcheinlichkeit, welche dieſe Derfon der Weränderlichen zz bei- 
legt, wird‘, wie fich durch) allgemeine Betrachtungen, in die wir hier 
nicht weiter eingehen wollen, zeigen läfft, durch ꝙ udu Auaarbrüch, und 


‚gu ift eine gegebene Function, welche der Beringung / yudu=i 
; + 1) 


genügen muff, weil der: Werth von zw zuverläffig zwifchen den Gren: 
‚zen diefes Integrales liegt. Nachdem das Urtheil ausgefprochen ift und 
‚die gedachte Perſon weiß, daſſ der Angeklagte von Z Gefchworenen 
‚freigefprochen und von den übrigen na — z Gefchworenen verurtheilt ift, 
iſt dieſe Kenntniff ein neues Datum, wornad) für diefe Perfon die 
Wahrſcheinlichkeit A;, daſſ die Wahrſcheinlichkeit ws. des Nichtirrens eines 
Geſchworenen bei diefer Entfcheidung für alle Gefhworenen zwifchen den 
‚Grenzen Z und liegt, vorhanden ift. Der Grund zu der Annahme der 
‚Schuld des Angeklagten hat ebenfalld zu= oder abgenommen; die Wahr: 
ſcheinlichkeit k , welche denfelben vor der Entfcheidung ausdrüdte, ift nach 
derſelben Z, geworden und fie würde für eine andere Perfon, welche 
‚andere Kenntniffe über die fragliche Angelegenheit hätte, eine andere 
fein, weswegen man fie nicht mit der Wahrfcheinlichfeit der Schuld 

des Angeklagten felbft verwechfeln muſſ. Diefe Ießtere ift von k und 
von der Mahrfcheinlichkeit des Nichtirrens der Gefchworenen, welche 
für jeden berfelben nach den verfchiedenen Graden feiner Fähigkeiten 
und nad der Befchaffenheit der zu unferfuchenden Angelegenheit ver: 
fchieden ift, abhängig. Wenn die Zahlenwerthe von u, w‘, u! ... Diez 
ser Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens fur alle Gefchworenen, fo wie der 
Berth von A gegeben wären, fo liege fich die wahre Wahrfcheinlich- 
keit der Schuld des Angeklagten nach der Urtheilsfallung durch die auf 
den Fall von m Gefchworenen ausgedehnten Regeln in $. 116 berech— 
nen; aber da es nicht möglich ift, dieſe Werthe a priori zu kennen; 
fo laffen fich auch diefe Regeln nicht anwenden. 

Wenn man blos weiß, daff der Angeklagte bei einer Stimmenmehr- 
heit von wenigftens zn oder n — 22 Stichmen verurtheilt ift, fo daff diefe 
Stimmenmehrheit m-+2, m--4,.... bis zur Einftimmigfeit hat tragen 
Fönnen, und man bezeichnet in en Falle die Wahrfcheinlichkeit,, daff 
die allen Geſchworenen gemeinfchaftlihe Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens 
swifchen den Grenzen Z und Z gelegen bat, mit F, und die Wahr: 
iheinlichfeit, daff der Angeklagte fhuldig fei, mit Z,; fo erhält man 

20* 
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die Ausdrüde von F, und Z, durch diefelben Betrachtungen, als die. 
für A, und L, angeftellten, indem man aber die Werthe von c, und Pe 
($. 118 und $. 120) ftatt der Werthe Yi und 2,, deren wir uns bei 


der Ableitung der Formeln (12) und (13) bedient haben, anwendet. 
Auf diefe Km findet man: 


Nee Yruautahf, Ppudı Ypudu | 
Bu "Ygudutanf" Fyudu 


en U, pudu —9 


— Ogndura-h ['Y,pudı Foudu 


Man Fönnte diefe Ausdrüde, fo wie die Formeln (12) und (13), 
verallgemeinern und fie. auch auf den Fall ausdehnen, wo man wüflte, 
daſſ ein Theil z' der n Gefhworenen zufällig auf einer erften Lifte, 
ein anderer Theil n” auf einer zweiten Lifte eZc. genommen iſt und 
wo vorausgefeßt würde, daſſ für die erfte Lifte ein Werth u“ der mitte 
teren Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens eine Wahricheinlichkeit — Pu! du, 
für die zweite Lifte ein Werth zw’ diefer mittleren Wahrfcheinlichkeit 
die Wahrfiheinlichkeit p’ u" du”, u. f. f. hat. . Allein diefe Erweites 
rung bietet weder Schwierigkeit, noch eine nüßlihe Anwendung dar, 
und wir wollen deshalb die complicirten Formeln, auf welche fie führt, 
hier nicht mittheilen. ; 

$. 128. Denn zZ und n—2 fehr große Zahlen find, fo — 
man ſich zur Berechnung der Naͤherungswerthe der in den Formeln 
(12), (15) und (14) vorkommenden Integrale der Methode in $. 6% 
bedienen. Wir wollen zunächft die in den Formeln (12) und (13) 
vorfommenden Integrale betrachten. 

Bon u—=0 bis u—1 bat dad Product ur — N nur ei 
einziges Marimum, deffen Werth wir mit & und den entfprechenden 
Werth von z mit @ bezeichnen wollen Alsdann ift: 


n—i lad). 
u — — — 


7 
Ferner wollen wir 
ur? (1 — u) — ge? 
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feßen, oder indem wir die Logarithmen nehmen: 
x? —loge— (n— t)logu—tlog (1 —u). 


Die Veränderlihe = waͤchſt fortwährend von = — w bis 
2 —_@n, die Werthe a=m— 0, 2=0, no entſprechen u=0, 
u=a, u=1 und die Grenzen des Integraled in Beziehung auf x 
find +, wenn bie ſich auf beziehenden 0 und 1 find. Allge— 
mein, wenn man die Grenzen in Beziehung auf x, welche den Gren: 
zen Z und I!’ in Beziehung auf zz entfprechen, mit A und A’ bezeichnet, 
fo hat man nach den vorhergehenden Werthen von 6 und x2: 


i 


n—i j ' 
=) m nlog 7 + zlog nn 


„= + @- Dlog"— + log — 


Da die Werthe von A und A’, wenn Z und groͤßer find, als «, 
poſitiv fein müffen, fo nimmt man bie oberen Zeichen ber Wurzelgroͤ⸗ 
Gen; die untern Zeichen dagegen, wenn Z und “ kleiner find, als «, 
und wenn Z <a und !>e ift, fo nimmt man das obere Zeichen 
der zweiten und das untere der erften MWurzelgröße, damit der Werth 
von A negativ und der von A’ poſitiv wird. 
| Um u dur eine nach den feigenden Potenzen von x georbnete 
Reihe auszudräden, fein y, 7, Y“, - -- die conftanten Coefficienten, 
‚und wir wollen: | 


] 


u=zatys+y'x®-y"z? tele. 
| feßen; fo ergibt fich hieraus mit Berüdfichtigung der Werthe von «, 5 
und x?: 
\ 


4 


n3 
0 
n2) 
| Wehr ehr" ele.)? Tele. 


‚und wenn man die Goefficienten derfelben Potenzen von 7 in den bei: 
den heilen diefer Gleichung einander gleich ſetzt; fo ergeben fich Die 
Werthe von y, y', “, vermittelft welcher man: 
ab 2i(n—i) 2%°(n—2i) 
mat y He) ana Tele, 


und zugleich: 
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ı(\n—.1ı — 27 N 
du=y "0 * Idz_ — — etc. j 


" 
erhält. | 

Wenn die Function Bw auf der einen oder andern Geite dei 
befondern Werthes d von w nicht fehr ſchnell abnimmt, fo kann man. 
nachdem man den Reihenausdruck von z in diefe Function ſubſtituir 
bat, dieſelbe auch nach den Potenzen von u— a und folglich nach den 
Potenzen von = entwiden. Auf diefe Weife erhält man: | 


ER ‚2i(n an) dpa 

guzga- a “2 ee. Fi 
2 —— 2 | 
2i(n—') d? pa | 

} Kr * 

|: Tag ee. 723 — etc. 1 
Vermoͤge diefer verfchievenen Werthe enthält der Reihenausdruck von: 
1 » 3 4 
4 u" "1 — u) yudu, | 
& 0 | 


die von = — bis ZW genommenen Integrale des mit oh 
geraden oder ungeraden PVotenzen von X multiplicirten Differenziales) 
e "dx. Die Ssntegrale mit den geraden Potenzen von x haben bes 
kannte Werthe, die übrigen verſchwinden und da die Zahlen z und. 
n—! von derfelben Größenordnung, als n find; fo erfcheint vie 


in Rede BEER be nad) Größen von der Kleinheitsordnung von 
1 


Fr »2. NebTONER Bleiben wir bei dem erften Stiche 
Vo n es n? Er g ER ft | 
derfelben ftehen und bemerfen, daſſ fe a it, ſo echäll 
ten wir: 


1 — — Kan IT — — 
(1l—u) ‘op udu— — Di 1% —— »( 
Jo | s Var 


woraus fich durch Vertauſchung der Zahlen zZ und m — 2 ergibt: 


Lee n—i / —7 2n — 

*— u(1l— u) RR AN 3 VEeR a ———— 
0 a | 
Denn man mit Ö eine pofitive und gegen Vn ſehr Eleine Grihe 

bezeichnet, ferner: | 


Mose Ha en, — er 


n 
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ſetzt, und die in den Ausdruͤcken von A und 2° vorfommenden Loga- 
rithmen in Reihen entwidelt; fo findet man A= — 6 A A ON: 


‚dem man die Glieder von der Kleinheitsordnung von 4 vernachläf: 


Vn n 
figt. Hiernach hat man: 
l Aa . . 
if er u) gudu= 


i(n—:1)" Veia—i) EN E eg 
n+14/- 
n Vn 


| 1 
bis auf Größen von der Ordnung von — genau. Je mehr Ö zu: 


nimmt, defto mehr nähert fich das Integiel in Beziehung auf = dem 


Werthe V x, und damit ed nur fehr wenig davon verfchieden ift, 


braucht man für 6 nur eine Zahl, wie 2 oder 3 zu nehmen. Fuͤr 
‚die Grenzen Z oder Z', welche beide merklich) größer oder Fleiner, als 


find, würde das Integral nad u u faft Null fein. 


| Bezeichnet man mit & eine pofitive und gegen Vn sehr kleine 
Größe, ſetzt: 


! i . / Zi(n--i) i bi 2:la-— T) 
| 1==—-ı] —————ı, = +E et 
F n n3 x n * ih 


ſo erhaͤlt man ebenſo: 


u au) "gudu-= 


— — der — 


| Wenn die Grenzen Z und /' merklich größer oder Kleiner, als — 
wären, fo würde das Integral in Beziehung auf z faft Null fein. " 


n--1 1 
| Wenn die Brühe —— und — merklich von einander verfchie- 
| n n 


‚den find, fo find n vorhergehenden Werthe von 2 und “ ebenfalls 


von dem Werthe — von u, welcher dem Marimum von u ‘a — — 
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entſpricht, verſchieden, wodurch das, diefen Grenzen entfprechende In⸗ 
tegral: 


2 


!i — 
— “J— "pudu 


faft auf Null reducirt wird, und zu gleicher Zeit find diefe letzten Werthe 
von Z und 2 auch merklich von dem Werthe von — von, z, welz 


x a 
Her dem Marimum von u "(1 — u) entfpricht, verſchieden, wodurch 
dad andern Grenzen entfprechende Integral: | 


UN y 
fi® A-un) pudu 


ebenfalld auf Null reducirt wird. en | 

$. 129. GSubflituirt man alfo in die Formel (13) die Naͤherungs⸗ 
werthe der darin vorkommenden Integrale und laͤſſt die dem Zaͤhler und 
Nenner gemeinſchaftlichen Factoren hinweg, ſo bekommt man: 4 


n—ı 
Klee) 
BETT TR 
kp ( )+a-ne(-) 

n n | 

für die Wahrſcheinlichkeit, daff ein Angeklagter fchuldig ift, wenn er. 
von einem aus einer fehr großen Anzahl 2 von Gefchworenen beftehenz 
den Gefchworenengerichte bei der Mehrheit von m oder n— 27 Stim: 
men verurteilt ift. Man fieht, daſſ dieſe Wahrfcheinlichkeit von dem 
Verhältniffe von z zu n, oder wenn man will, von dem Verhältniffe 
von n— 2 zu Z umd nicht von der Differenz diefer Zahlen abhängt, 
wie die Wahrfcheinlichkeit Pi, welhe in dem Falle ftattfindet, wo die, 
MWahrfcheinlichkeit u des Nichtirrend der Geſchworenen a priori gegeben 
it ($. 119). Wenn 5. B. der Angeklagte bei einem aus 1500 Ge 
ſchworenen beftehenden Gefchworenengerichte von 1000 Stimmen ver⸗ 
urtheilt und von 500 freigeſprochen wird, oder wenn er von einem 
aus 150 Geſchworenen beſtehenden Geſchworenengerichte durch 100 
Stimmen verurtheilt und durch die 50 übrigen freigefprochen wird; fo 
ift die Wahrfiheinlichkeit &, in diefen beiven Fällen Diefelbe, aber die 
Wahrfcheinlichkeit P; Tebr verfchieden. Wenn Dagegen das erfte Geſchwo⸗ 
renengeriht aus 1050 Gefchworenen beflände, wovon 550 den Anges 
Hagten verurtheilt und 500 ihm freigefprochen hätten, während das 
zweite Sefhworenengericht und deffen Entjcheidung ungeändert bleiben, 
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ſo würde die Wahrſcheinlichkeit P; nicht geändert werden und die Wahr: 
feheinlichfeit I, koͤnnte für beide Fälle fehr verſchieden ſein. 


Wenn der Angeklagte verurtheilt iſt, ſo iſt —> . und — 4 


Wenn man num annimmt, daſſ die Function p zz — — faf Null 
iſt, d. h. wenn man eine mittlere Wahrſcheinlichkeit des Nichtirrens, welche 
Moder kleiner als die des Irrens wäre, als ganz unwahrſcheinlich be- 
1. -und wenn fich ferner der-Bruc Ak der Null nicht: fehr nähert; 
jo kann man das zweite Glied des Nenners von L, gegen das erfte ver- 
nachläffigen, und folglich iſt alsddann [,—1 ober wenigftens eine fich 
der Gewiffheit fehr nähernde Wahrfcheinlichkeit. 
. Vermittelft ber Näherungswerthe der in der Formel (12) vorkom- 


menden Integrale und unter der Vorausſetzung, daſſ die Brüche — 
und — nicht ſehr wenig von einander verſchieden ſind, erhaͤlt man: 
gr 


b —* — I 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff bei dem gegen den Angeklagten gefäll- 


ten Urtheile die allen Gefchworenen gemeinfchaftliche Wahrfcheinlichkeit 
ihres Nichtirrens zwifchen den us, 


HER 
n—i 2iln—i 
| n n3 


gelegen hat. In derfelben Vorausſetzung, in welcher eins der beiden 
in dem Zähler der en (12) vorkommenden Integrale verfchwindet, 


hat man; 
vet v:" e NR Er 
J Be 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ dieſe Wahrfcheinlichfeit zwifchen den Grenzen: 


i — 
F —— 
n n® 


gelegen bat, 
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ohne daſſ fie deshalb fehr beträchtlich werden, damit die Integrale, 
Beziehung auf x fehr wenig von Vr verfchieden find. Alsdann 
die Summe dieſer beiden Werthe von A, auch fehr wenig von dv 
Einheit verfchieden und es ift faft gewifl, daſ die mittlere Wahrſchei 
lichkeit zz entweder zwiſchen den erſten Grenzen, welche ſich wenig vr 


Man kann den Größen 5 und e hinreichend große Werthe ic 


N.— 

dem Bruche —>} entfernen, oder zwifchen den letzten Grenze 
i j 1 

welche fi) wenig von dem Bruche — 4 entfernen, gelegen ha 


Wenn man annimmt, daſſ P (—) fehr Elein ift, oder gegen p (3 


vernachläffigt werden kann, fo wird der zweite Fall ausgefchloffen, un 
man kann es als faft gewiff annehmen, dafj fi) der Werth von. 


fehr wenig von dem Verhältniffe — entfernt hat, oder mit ander 


Morten, daff fi die Wahrfcheinlichkeiten z und 1— u des Nichtirren 
und des Irrens der Gefchworenen, wie die Zahlen n—z und z de 
verurtheilenden und freifprechenden Stimmen verhalten haben. 
Hiernach fcheint es, daſſ die Wahrfcheinlichkeit &,, ftatt fich fa 
auf die Einheit zu reduciren, fehr wenig von dem Werthe von p, fü 


n—i 
—— verſchieden ſein muͤſſte. Aber man muſſ bemerken, daſſ man 


wenn die Wahrſcheinlichkeit p, dem Falle entſpricht, wo bie Wahrfchein 
lichkeit w zuverläffig nur einen einzigen möglichen Werth hat, anneh 
men muͤſſte, daff pw nur innerhalb eines unendlich Eleinen Intervalle 
zu beiden Seiten des möglichen Werthes von zu Werthe = O0 hätte 
und daff diefe Function in der Nähe diefes ee fehr ſchnell ab: 
nahme, um diefen Fall auf den dem Ausdrude von [, entfprechenden 
zurüdzuführen. Nun haben wir aber aus der Analyfe im vorhergehen 
den $. gefehen, daſſ fich die Function pw nicht auf diefe Weife zu 


beiden Seiten des Werthes — von zu ändert, und folglich ift ber 


aus diefer Analyfe abgeleitete Ausdruck von L, nicht auf den Fall an 
wendbar, welchem der Ausdrud von P; in 8. 119 entipricht. Man 
Fann übrigens bemerfen, daſſ diefer in der Formel (13) enthalten ift, 
Denn wenn man im Allgemeinen durch # den einzigen möglichen Werth 
von u und mit 77 eine unendlich Fleine pofitive Größe bezeichnet, und 
für Yu eine Function nimmt, weldhe für alle nicht zwifchen eFN' 
liegende Werthe von zu Null iftz fo reduciren fi) die Grenzen ber it. 
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der Formel (13) vorfommenden Integrale auf PFN. Innerhalb der- 
felben find die Factoren "7 1)! und Wr —u)”? conftant, 
und wenn man fie aus dem Integralzeichen F heraustreten läfft, und 


dann das Integral "pud u, welches ein gemeinfchaftlicher Factor 


N Zaͤhlers und —— des Ausdruckes (13) iſt, hinweglaͤſſt, ſo 
ſtimmt derſelbe mit der auf den . von u=P angewandten Formel 
(9) überein. — 

Weinn die beiden Brüche 9— — nicht merklich von ein- 


ander verſchieden ſind, und man nimmt ao, fo beziehen fich die 
vorhergehenden Werthe von A, auf diefelben Greken der Wahrfchein 
lichkeit u; aber ihr Berteihtshäftlicher Merth ift von den vorhergehenden 


| e . 1 ö ra 2 . n N 
verſchieden, von k unabhängig und 7 7 ‚e "dx, weil in die: 
I Ta — 


ſem beſondern Falle die beiden im Zaͤhler, ſowie die im Nenner des 
Ausdruckes (12) vorkommenden Integrale faſt einander gleich ſind. 

$. 130. Um die Naͤherungswerthe der in den Formeln (14) vor— 
dommenden Integrale zu beftimmen, muff man die von U, und 7, 
permittelft der Formeln (11) ausdrüden. 


| 1— 
Ä ‚Da die erfte dieſer letztern ftattfindet, wenn —— “ größer ift, als 


— und die zweite im entgegengeſetzten Falle; en folgt, daſſ die 


erſte von u=0 bis und die zweite von U—« bis u=1 ſtatt- 


— 


indet, wenn man n für n--1 nimmt und — — ſetzt. Nach 


yer Gleichung, welche die in dieſen Formeln (11) vorkommende Größe 
I beftimmt, hat man: 


3. b. diefelbe Gleihung, welche man zwiſchen z und x hatte, und 
woraus folgt: 

— — 

J— i(n—i) 262(6 — 2i 

u a 9 2i(n —D 20° (r—2i) etc. 

n3 8n? 

Uber da 6 immer eine pofitive Größe fein muff ($. 121), fo find feine 
Bertbe öde =w, 0=0, 9P=X für u=0, u=e, uzl. Indem 
die Veränderlihe z von u=0 bi$ u=a waͤchſt, Toren die Veraͤn⸗ 


‚516 


derlihe 6 von O=w bi8 d—=0 ab, und wenn zz wieder von u 
bis u=1 waͤchſt, fo nimmt die Beränderliche 0 von 0=0 biE Ho =—@ au 
Hiernach ift vermöge der Formeln (11): 


SUGma=— (fe =) pw 73004 


(r+)V 2 ————— 
Veen)“ * — 


A Danger] gudu— 
Jo 


+)V 2 
do. 
a us 


Die Werthe dieſer einfachen und doppelten Integrale in Beziehung 
auf 6 erhält man in convergirenden Reihen, wenn man unter den 
Zeichen / die vorhergehende Reihe für z und ihren Differenzialcoefficien 


du 
ten für 75 feet und auch pw in eine Reihe entwidelt, was voraus 


jeßt, daſſ 6 diefe Function auf der einen oder andern Seite des be. 
jondern Werthed @ von zz nicht fehr fehnell ändert. Wenn man die Glie 


aan, 1 — | 
der von der Kleinheitsordnung bon — vernachlaͤſſigt, ſo kann man blos: 


Ziln—i) du ’ 
ai a 2i(n—i) 
— et NE gu=oa 


21 
jeßen, wo die Wurzelgröße Ne daS Doppelte Zeihen + u 


ben kann. Das obere Zeichen nimmt man in den Integralen, wor 
die Veränderliche 6 wächft und das untere Zeichen in denen, wo fie 
abnimmt. Verwandelt man alsdann das Zeichen dieſer leßtern in das 
entgegengeſetzte und kehrt die Ordnung ihrer Grenzen um, ſo erhaͤlt man: 


di Upudu=gey/ FO TII° (Se "an)ao | 
JS. Vrpudu= | 
de eine LTE 42) d0, 


md 


ef GE BE ae) do j 


j 
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und wenn man dieſe beiden Formeln addirt, fo ergibt ſich: 


1 1 
v U,gudu= /, gudu, 


Allgemein, wenn man mit a und a, zwei folhe Werthe von u 
bezeichnet, daſſ a <a und a,>e ift, und mit 5 und 5b, die u=a 
und u=a, entiprechenden pofitiven Werthe von 0; fo hat man bei 
dem Grade von Annäherung, wobei wir ſtehen Alben: 


— EIS! (Sie7” au)00 
| —* ae 
TEn Pfr an) 


| 
N. 
Durd das Verfahren der —— Integration erhält man ferner: 


—* — do=b /, EU 

——— " d2)do= bu fat. Sudan kiss nah, 

Jo 

und folglich: 

J. U,pudu= yes] en rs 1." ), 
VRR ‚pudu= 


— — ———— "de44-42") 


| Setzt man nun in den Formeln (11) 7, für U, und verwandelt 
folgih u in 1— u 18 118), fo findet die erfte flatt, wenn — 
u 


größer iſt, Arie. an — —— h. von 'u=l—e bis u=1, indem 


| i n—i 
man rn für n-+-1 nimmt und wieder «= — jeßt, und die zweite 


von u 0 bis u=1— a. Bezeichnet man durch 0° den Werth von 0, 
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wenn man darin z in 1—u verwandelt und laͤſſt wieder die Glieder 


1 ——— 
von der Kleinheitsordnung von 7 unberuͤckſichtigt, ſo erhaͤlt man zunaͤchſt: 


—— ——— —— | 


Nm 
— pedu-sa-oy — —— x )do, 


und folglich: 


A I 
” Ppudu= | ' pudu. 
0 0 


Bezeichnen alsdann a’ und a,‘ zwei folhe Werthe vonu, daſſ a“ <1—« 
und a’ — 1—6 ift, und db’, d,' die aus der Gleichung: 


n—i i — ER BET —6'? 
un ——! 


n3 


(1 — u) 


abgeleiteten Werthe von 0°, welhe u=a’ und u=a,' entfprechen; 
fo hat man auch: 


a' 
uk V,yudu= 
1—a | 
2im—i) a 
163% and (fu —— 
JJ | 
2i(n-—i  _92 — 512 
9a uf +”), 


g. 131. Nachdem die Naͤherungswerthe der in den Formeln (14) 
vorkommenden Integrale auf dieſe Weiſe beſtimmt ſind, erhalten wir: 


319 


fuͤr die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeflagte ſchuldig ift, wenn er wer 
nigftendg von n— 2 Stimmen eines aus einer fehr großen Anzahl rn 
Gefchworenen beftehenden Gefchworenengerichtes ift verurtheilt worden. 
Wenn das Berhältniff — alsdann größer, als 4 ift, und man 


nimmt an, daff die Function pw für Heinere Werthe von u als 4 
einen unmerflichen oder verfchwindenden Werth hatz fo ift Diefes auch 


Kir 
mit dem Integrale nf “p udu ver Fall, und wenn k fein fehr 


0 . 
Heiner Bruch ift, fo iſt der Werth von Z, faft der Einheit gleich. 
In dem Kalle, wo für alle Werthe von u, p 1 —u)=ypu ift, hat man: 


* 1 
* "oudu- [sa -)du=/ gudu, 
fi) e. 0 & 


wodurch der Werth von Z, auf A rebucirt wird, wie es fein muſſ. 


Wenn man am 1—ea und a: nimmt, fo find die corre 
foondirenden Werthe 5 und d,' von 0 und 0° einander gleih. Be— 
zeichnet man dieſen gemeinfchaftlichen Werth mit c und berüdfichtigt 
die Bedeutung von 4; fo ift c die durch bie Gleihung: 

(n — — — — te 


beftimmte pofitive Größe, und man hat: | 
Ve je 0 202 
* — — Far dı+1— e ) 
@ 10% ın® C ® 
/ SR V,pudu= 
) Br 
3) 5 De 
sa-ay Fe] e = dı+4— 4 ) 
an c 


woraus folgt: | 
kpat+i—hp(L—a) 


— —— — 


Yız u 
ıf, pudu--(1—k) / pudu 
0 


| ©, 2 _.2\ (Bra i 
| (ef. e & dx+}—e )y . 2 
als die Wahrfcheinlichfeit, daſſ bei der in Rede ftehenden Berurtheilung 
die allen Gefchworenen gemeinfchaftliche MWahrfcheinlichkeit zw des Nichte 
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irrens zwifhen — a und, d.h. zwifchen — und — gelegen hat. 


Diefe Wahrfcheinlichkeit ift wegen be jehr kleinen Factors 12 u i) 


fehr Hein, woraus folgt, daſſ es im Gegentheil ſehr wahrſcheinlich iſt, 
daſſ die Wahrſcheinlichkeit zz größer als @ oder kleiner als 1— a ge 
wefen ift. | 

Um diefes darzuthun, wollen wir a, =1 66 a, '—1 nehmen, 
fo find die correfpondirenden Werthe von 0 und 6' refp, b,Z» und 
3, 0; folglich ift: 


f. pudu=f, pudu-49«y —— 
fl Pgudu=joa-ay HU, 


Wenn man von diefem lebten Integrale den vorhergehenden Werth 
von ya V,pudu abzieht, fo fommt: 


1 | 2i(n—i -c? 2 _x? 
YA Foudu=sa-aoy "3 * 9— e d2), 


| 1 | 1 
und vermöge der Werthe von S, U,pudu Ar V ‚yudu erhält man: 
no 
2 


er EN 


für die Wahrfcheinlichkeit, daff die Wahrfcheinlichkeit z zwifchen v—=«& 
und u=1 gelegen hat, oder größer als @ gewefen if. Sekt man 
ferner a=0 und «0, fo hat man auch be um bw; 


folglich: 
— Pouauzf "gudu—tpa-ay EC, 

0 0 ” an® \ 
| My EI 2i(n— 1) 
Ya O9udu=joay) ans" 
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Zieht man von diefem lebten Integrale den vorhergehenden Werth von 
JS Uudu ab, fo erhält man: 


— —⸗ DO RN 
Vi "Upudu=gey/ FETR. cf, e de), 


und aus den Werthen von I U,pyudu und / — Fpudu 
0 0 
folgt: : 


3 er ne | 


t 


m — — nn mn — nn un — — — — — —— — — — — 


| er 
/. vudura-hf "pudu 
0 


für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Wahrfcheinlichkeit z zwifchen u— 0 
und u=1—« gelegen bat, oder kleiner als 1— «& gewefen ift. 
Die Summe der beiden legten Werthe von F, ift fehr nahe der Ein 
heit gleich, was bewiefen werden folte Wenn die Werthe von pu 
für u<I Null oder unmerklich find, fo ift der legte Werth von L; 
fehr Elein. und der vorhergehende fehr wenig von der Gewifiheit (Ein— 
heit) verfchieden. In allen Fällen ift die Summe ver drei vorhin be: 
rechneten Werthe von F,—1, wie 8 der Fall fein muſſ. 


8132. GSelbft wenn die Anzahl m der Gefchworenen fehr. groß 

ift, muſſ man nach dem VBorhergehenden in Beziehung auf die Function 
pw oder über das Wahrfcheinlichkeitsgefes der Wahrfcheinlichkeiten des 
Nichtirrens der Gefchworenen eine VBorausfehung machen, um die Wahrs 
fcheinlichkeit beftimmen zu Fünnen, daſſ ein Angeklagter fchuldig ift, 
wenn er von n— zZ Stimmen freigefprochen und von 2 Stimmen ver: 
urtheilt ift, und diefes ift in dem gewöhnlichen Falle, wo die Sahl n 
nicht fehr beträchtlich ift, um fo mehr nothwendig. 
Die Vorausſetzung, welche Laplace in Diefer Beziehung gemacht 
hat, befteht in der Annahme, daſſ die Function gu für alle Eleinern 
Werthe von zu, als 4 Null fei, und daff fie für alle größern Werthe 
von zz, als 4 denfelben Werth habe, d. h. daff jede Wahrfcheinlichkeit 
des Nichtirrens, welche Eleiner ift, als die des Srrens der Gefchwore= 
nen, ald unmöglich angefehen wird, und daff die Wahrfcheinlichkeiten 
des Nichtirrend der Gefchworenen, welche größer find, als die des Ir— 
rend derfelben, alle gleicy wahrfcheinlich find, Diefe Vorausſetzung ift 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛc. 258 
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geftattet ; — der Bedingung — EN wird auf die im Vor— 
hergehenden ($. 123) angegebene Meife genügt. Das Mittel aus den 


1 

möglichen Werthen von zz oder f ugpudu liegt alsdann zwifchen 4 
Jo 

und 3 und ift für u>]! von dem Werthe von pw abhängig. 

Da in diefer Borausfegung für u<<4 die Function gu=0 ift und 
für u >41 eine conftante Größe, fo reduciren fich die Grenzen der in 
der Formel (13) vorfommenden Integrale auf u=0 und u, man 
fann aus dem Sntegralzeichen / heraustreten laffen, und da: 


— a) ru lan (1 — — 


⸗ 


iſt; ſo verwandelt ſich dieſe ypel in: 


Ar un ee 


a 25.) — 


— I n— — * 
kfı u en) ra (hi —— 


indem man im Zaͤhler und Nenner den conſtanten gemeinſchaftlichen Fac: 
tor hinweglaͤſſt. 

Da Laplace die Wahrſcheinlichkeit k der Schuld des Angeklag⸗ | 
fen vor der Urtheilsfällung nicht in Betracht gezogen hat, fo muf] man, 
um dieſe Formel mit der feinigen übereinftimmend zu machen, annehz 
men, daſſ die Schuld des Angeklagten weder neh noch weniger 
wabhrfcheinlich ift, alS feine Unfchuld, und folglich kA feßen, wodurch 


man erhält; 
1 
| 7 BT; "au) du 
— 


— — x 


HR ! | 
Wh Ti a — 9 du 
0 
— PU) ZB 
0 


1— er SE 
Br u (1—u)du 
v 


oder, wenn man die Sntegrationen verrichtet: 


Man hätte folglich auch: 
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re — 6 — yeah. che, 
; | 


1,2 1,2,8 
n-t-1.n,n—1. 1...n—i =) 
rt 1, NE ARE hi NE (15) 


für die Wahrfcheintichkeit, daff der Angeklagte unfchuldig ift, wenn er 
bei einer Mehrheit von n— 27 Stimmen eines aus n Gefchworenen 
beſtehenden Gefchworenengerichtes verurtheilt ift. 

Diefe Formel ift in der Zhat die von Laplace*) erhaltene. 
Die zwifchen den Klammern ftehende Größe befteht aus — Gliedern 


und reducirt ſich für 2=0 auf die Einheit, woraus ſich — — als die 


Wahrſcheinlichkeit der Unrichtigkeit einer bei Der Einflimmigfeit der Ge: 
Boten auögefprochenen Berurtheilung ergibt. Nimmt man k nicht 
gleich 4 und ſetzt =0, fo erhält man für dieſelbe AN 
die Größe: 


ee, 


PR BR TE DC k.2 (26-1) 


welche größer oder Heiner ald —— 


ger als 4 ft. 

Penn man in dem gewöhnlichen Falle, wo — iſt, ſucceſſive 
2-0, =1, =2, =3, =4,=5 ſetzt; fo gibt die Formel (15) 
‚die Brüche: 


1 . > & 
yarı ift, jenachdem A Kleiner oder groͤ⸗ 


1 14 92 378 1093 2380 


8192’ 8192’ 8192’ 8192’ 8192’ 8192 
für die WahrfcheinlichFeit der Unrichtigkeit der von 12 Gefchworenen bei 
111 Stimmen gegen 1, 10 gegen 2, 9 gegen 3, 8 gegen + und 
7 gegen 5 ausgefprochene Verurtheilung. Bei der Heinften Stimmen— 
mehrheit ift die Wahrfcheinlichkeit des Srrthumes faſt = #, fo daſſ bei 
einer fehr großen Anzahl von Angeklagten bei der Stimmenmehrheit von 
7 Stimmen gegen 5 es ſehr wahrfcheinlich ift, daſſ % nicht hätten 
verurtheilt werden müffen, und bei der Stimmenmehrheit von 8 Stim— 
men gegen 4 beträgt diefe Anzahl faft & der Angeklagten. 

Mendet man die Laplace’fche Hypothefe auf Die Formel (12) an, 


*) Premier supplement ä la Theorie analytique des probabilites, page 33. 


21" 
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bezeichnet mit 6 eine pofitive Größe, welche den Werth U nicht uͤber⸗ 
fchreitet und ſetzt k=4, /=4, P=3 9, fo erhalt man: 


>47 —— ⸗ 
an : (1— u) du. 
4-6 


dr > — — — — 
1 n—i 
in u (1— u) du 
0 


für die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die MWahrfcheinlichkeit u des Nichtirrens 
der Gefchworenen, welche nach der Borausfekung nicht unter 4 herabs' 
finfen Fan, bei einer von 72 — 2 gegen 2 Gefchworene audgefprochenen 
Berurtheilung zwifchen den Grenzen z und 4-6 gelegen bat. Die 
Integrationen laffen fich ohne Schwierigkeit bewerfftelligen. In dem 
Falle von zZ=O oder der Einftimmigfeit der Gefchworenen hat man: 


n+1 nz1 
,,=(448) — (1-5) 


Nenn man z.B. n=12 und ö5=0,448 nimmt, fo findet man 
ungefähr A,—=4, fo daff man 1 gegen 1 wetten kann, daſſ die Wahr, 
fcheinlichkeit zw zwifchen den Grenzen 0,5 und 0,948 gelegen bat. 
Setzt man d=4 und Z niht — 0; fo hat man: | 

1 1, 1 | 
Pe il ae na Ce Jean "T-32)4. 


2 
n+1 
4 


n-4-1.n,..r—i-+2 AR . 
„ahkn unnich2 39] 
1,2.8,..4 j (8 ) 


für die Mabrfcheinlichfeit, daſſ Die Wahrfcheinlichkeit z zwiſchen den 
Grenzen 4 und 3 oder 4 näher, ald der Einheit gelegen hat. Fuͤr 
n—12 und 7=5 ift der Werth diefer Größe =0,915 ..., ſo daſſ 
man etwas mehr ald 10 gegen 1 wetten kann, daſſ diefe Wahrfchein= 
ichfeit zz in dem» Falle der Eleinften Stimmenmehrheit Eleiner, als — 
geweſen ift. | 

$. 135. Da die Formel (15) aus einer andern abgeleitet iſt, 
worin die Mahrfcheinlichfeit zw des Nichtirrend für alle Gefchworene 
diefelbe war, fo Fann diefe Größe nicht die jedem der 2 Geſchwore— 
nen, welche über den Angeklagten geurtheilt haben, entfprechende Wahre 
ſcheinlichkeit des Nichtirrens fein, obgleich Laplace diefes nicht bemerkt 
bat; fondern fie muff Diefe mittlere Mahrfheinlichkeit in Beziehung auf 
die allgemeine Lifte, woraus diefe 2 Gefehworenen zufällig genommen 
find, ausdrüden (8. 122). Unter den auf viefer Lifte verzeichneten 
Derfonen befinden ſich ohne Zweifel welche, für die die Wahrfchrinliche 
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feit des Nichtirrend, wenigftens bei ſchwierigen Fällen, Eleiner, als 4 oder 
als die Wahrfcheinlichkeit des Irrens iſt. | 

Die Kaplace’fche Vorausſetzung fordert alfo, daſſ ihre Anzahl 
immer Elein genug iſt, damit die mittlere MWahrfcheinlichkeit des Nicht: 
irrens Heiner bleibt ald 4. Berner fett Diefer berühmte Geometer vor— 
aus, dafj über 4 die Werthe diefer mittleren Wrhrfcheinlichfeit Des 
Nichtirrend von u=4 bi ul. alle gleich wahrfcheinlich find. Der 
einzige Grund, welchen er für diefe zweifache Vorausſetzung angibt, 


"befteht darin, daſſ das Urtheil des Gefhmworenen fih immer 


mehr zur Wahrheit, ald zum Srrthume hbinzuneigen ftrebe. 
Aber wenn man von dieſem Prinzipe ausgeht, fo Fann man blos dar— 
aus den Schluff ziehen, daſſ die Function Pu, durch welche wir das 
Mahrfcheinlichkeitögefeg der Werthe der mittleren MWahrfcheinlichkeit 
des Nichtirrend der Gefchworenen ausgedruͤckt haben, für bie größern 
Werthe von als 4 einen größern Werth haben muſſ, als für die 
Werthe von zz, welche Fleiner find, ald z- Diefe Bedingung kann aber 
auf unendlich viele verfchiedene Arten erfüllt werden, ohne dafj man 
gu=dv für u<4 und diefe Junction Pu für u>J als eine con= 
ftante Größe zu betrachten braucht. Die eben unterfuchte Hypotheſe ift 


alſo a priori nicht hinreichend motivirt und fie ift wegen der Folge— 


rungen, welche fich Daraus ergeben, wie man fogleich fehen wird, ganz 
unzuläffig- | 
Denn da die Formel (15), welche eine von den nothwendigen 


Folgerungen aus diefer Hypothefe iſt, nichtS enthält, wad von ber Faͤ⸗ 
higkeit der auf der allgemeinen Liſte der Geſchworenen verzeichneten 


Perſonen abhaͤngt; fo würde Jemand, welcher z. B. wuͤſſte, daſſ 
zwei Verurtheilungen bei derſelben Stimmenmehrheit und derſelben An⸗ 
zahl, aber aus zwei verſchiedenen Liſten genommener Geſchworenen flatt- 
gefunden haben, denſelben Grund fuͤr die Annahme der Unrichtigkeit 


dieſer beiden Urtheile haben, obgleich er wuͤſſte, daſſ die auf der erſten 


Liſte verzeichneten Perſonen weit mehr Faͤhigkeit zur Beurtheilung der 
fraglichen Angelegenheit beſitzen, als die auf der zweiten Liſte angege— 
benen Perſonen, was jedoch durchaus nicht anzunehmen iſt. 


Wenn der Bruch — einer, als 4 und der Angeklagte bei ber 


Mehrheit von n — ; Stinmen gegen 2 verurtheilt ift, To ift die Größe 
| 9 (—) — 0 oder unmerflic in der eben unterfuchten Hypothefe, To 
n 


daſſ fi) die Wahrfcheinlichkeit &, der Schuld des Angeklagten ſehr ber 
Einheit näherte, wenn die Zahl m fehr groß ift, und zwar, wie groß 


der Unterſchied zwifchen n—£ und z aud) fein möchte (129). Wenn 
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z. B. das Gefchworenengericht aus 1000 Gefihworenen beftände und 
der Angeklagte von 520 Gefchworenen verurtheilt und von 480 freis 
gefprochen wäre, fo müffte man das Factum feiner Schuld als Faft ges 
wiſſ betrachten, obgleich es von 480 Gefchworenen, für welche die - 
MWahrfcheinlichkeit des Nichtirrend nach der Vorausſetzung dieſelbe ift, 
als für die uͤbrigen 520 Gefchworenen, verneint if. Schon dieſe Fol- 
gerung ift hinreichend, Die Hypothefe zu verwerfen, woraus fie abge= 
leitet iftz denn Niemand würde einem folchen Urtheile ein großes Zus 
trauen und befonders nicht daffelbe Zutrauen, al$ der faft bei der Ein= 
fiimmigfeit von 1000 Gefchworenen ausgefprochenen Entfcheidung fchenfen. 
Wenn fich die Einficht der auf der allgemeinen Lifte der Gefchworenen 
verzeichneten Perfonen ändert, wenn fie in einem Lande größer ift, als 
in einem andern, und wenn fie für Die verfchiedenen Arten der Verbre— 
chen verfchieden iftz fo nimmt nach diefer Vorausfehung die Wahrfcheins 
lichfeit der MWahrfcheinlichkeiten des Nichtirrens der Gefchworenen für die 
diefer letztern WahrfcheinlichFeiten, welche fich der Einheit am meiften na: 
bern und für die, welche am wenigften von 4; verfchieden find, in dem— 
felben Verhältniffe zu, was aber durchaus nicht flattfindet. Wenn die 
Fähigkeit der Geſchworenen für eine richtige Beurtheilung aus irgend eis 
ner Urfache zunimmt, fo erlangen die fih der Gewiffheit am meiften 
nähernden Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrens der Gefchworenen eine groͤ⸗ 
Bere Wahrſcheinlichkeit, als ſie vorher hatten, und Das Gegentheil fin-⸗ 
det fuͤr die ſtatt, welche ſich am weiteſten von der Einheit entfernen. 
Wenn man für Pu eine Function nimmt, welche dieſe Bedingungen 
erfüllen Fan, und welche außerdem für die unter ul liegenden 
Werthe von zu nicht abfolut Null oder unmerklich iftz fo kann man die 
eben erwähnten Schwierigkeiten befeitigen, allein diefe Bedingungen find 
zur Beflimmung der Function pw unzureichend. Denn e8 gibt un= - 
endlich viele verfchiedene Formen dieſer continuirlichen oder discontinuir- 
lichen Zunction, welche diefen Bedingungen genuͤgen; aber auf fehr 
verjihiedene Werthe der durch die Formel (13) für diefelbe Anzahl n 
von Gefchworenen und für denfelben Unterfchied zwifchen den Zahlen 
7 — Li und 2 ausgedrüdten Wahrfcheinlichkeit L, führen. | 
Man kann alfo, wenn man diefe Zahlen bei einer einzelnen Ver: 
urfheilung kennt, und die Wahrfcheinlichfeit der Schuld des Angeklagten 
vor der Entfcheidung eh oder jedem andern Bruche gleich annimmt, 
wie bereits bemerkt worden, die wirffiche MWahrfcheinlichkeit der Rich— 
tigkeit dieſes Urtheiles, welche von der MWahrfcheinlichfeit des Nichte 
irrend jedes einzelnen Gefchworenen, und die ung vollig unbekannt ift, 
abhängt, dennoch nicht beftimmen. Aber man muff es auch als eine 
Unmöglichkeit betrachten, dieſe Wahrſcheinlichkeit für irgend eine Perſon 
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zu berechnen, welche blos weiß, daſſ die m Geſchworenen zufällig aus 
der allgemeinen Lifte genommen find, und für welche der Grumd zur 
Annahme der Nichtigkeit. des Urtheiles nur noch von ber gemeinfchaftlis 
chen mittleren Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens der aus diefer Liſte ges 
nommenen n Gefchworenen abhängen würde ($. 122). Denn zu Dies 
fer Berechnung würde es erforderlich fein, in Beziehung auf das Wahr: 
fcheinlichkeitsgefek der Werthe der mittleren Wahrfcheinlichkeit zz von © 
bis 1 eine befondere Vorausſetzung zu machen, welche weder die La— 
placefche, noch irgend eine andere, einer hinreichenden Motivirung fähige 
würde fein koͤnnen. Wenn alfo die auf diefer Lifte genommenen Ge: 
fhworenen nur ein einziges Urtheil gefällt hätten, fo würden fich Die 
vorhergehenden Formeln durchaus nicht anwenden laffen und bafjelbe 
würde auch noch bei einer geringen Anzahl gefällter Urtheile der 
Salt fein. Allein wie wir willen, find durch die fucceffive aus derſel— 
ben allgemeinen Lifte zufällig genommenen Gefchworenen im Gegen 
theil fehr große Anzahlen von Berurtheilungen und Freiſprechungen, Des 
ven Verhältniffe bekannt find, ausgefprochen, und hierauf gründet fich, 
wie wir fogleich fehen werden, die Anwendung der Formeln (4), ©), 
(6), (D, 8), (9) und (10), welche nur zwei unbekannte Gonftans 
ten k und 1 enthalten und folglich nur zwei Beobachtungsdata erfor 
dern, mit deren Beflimmung wir uns zunächft beſchaͤftigen wollen, 

&. 134. Die allgemeine Liſte der Bürger, welche Gefchworene wer— 
den koͤnnen, enthalte eine beliebige Anzahl von Namen, jedes Geſchwo— 
renengericht beftcehe aus 7 Geſchworenen, welche ganz zufällig aus Dies 
fer allgemeinen Lifte genommen find, die Gefchworenengerichte von eis 
nem oder mehrern Jahren follen eine ſehr große Anzahl zu verurtheilt 
oder freigefprochen haben und @, fei die Anzahl, welche von diefen An: 
geflagten durch diefe Gefchworenengerichte bei der Stimmenmehrheit von 
wenigſtens n— i Stimmen gegen 2 verurtheilt find, was vorausfekt, 
daſſ — 0, oder eine der Eleineren Zahlen als Jr fei. Die Wahr: 
fcheinlichfeit einer Berurtheilung vor der Urtheilsfällung muſſ ſich von 
einem. Urtheile zum andern ändern; aber von welcher Befchaffenheit 
dieſe Veränderung auch ei, fo ift das Mittel aus den unbekannten 
Werthen diefer Wahrfcheinlichkeit, welche bei den ausgefprochenen Urs 
heilen ftattfinden, doch hoͤchſt wahrſcheinlich fehr nahe dem Verhättniffe 
= gleich (F. 99). Die Werthe diefer mittleren Wahrſcheinlichkeit und 
dieſes Verhaͤltniſſes ändern ſich ferner ſehr wenig mit der als ſehr groß 
vorausgeſetzten Zahl u, und wenn diefe Zahl immer größer wird, fo 
convergiren Diele Werthe ohne Ende gegen einen beftimmten conftanten 
Werth, welchen fie erreichen würden, wenn dt unendlich werden fünnte, 
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und die verfchiedenen Urfachen einer bei der in Rede ftchenden Stim= 
menmehrheit ausgefprochenen Verurtheilung Feine Veränderung erfahren | 
hätten. Diefer befondere Werth, welchen mir mit St, bezeichnen wol 
len, ift die Summe der Wahrfcheinlichkeiten, welche alle möglichen Urs 
fachen diefer Verurteilung oder des betrachteten Ereigniffes feinem Statt— 
finden ertheilen, indem jede diefer Wahrfcheinlichfeiten durch die reſp. 
Mahrfcheinlichkeiten diefer Urfachen multiplicirt wird. ($. 104). Die Auf 
zählung und die Berechnung des Einfluffes diefer Urfacyen a priori würde 
unmöglich fein; allein wir brauchen auch diefe Urfachen nicht zu kennen, 
fondern wir brauchen blo3 anzunehmen, daſſ fich weder ihre eigenen reſpec— 
tiven Wahrfcheinlichkeiten, noch die Wahrfcheinlichfeiten, welche fie den 
Berurtheilungen ertheilen, verändern, und die Beobachtung felbft lehrt 
und, ob diefe Borausfehung der Wahrheit gemäß if. Bezeichnet man 
in diefem Falle mit a’, die Anzahl der Verurtheilungen bei der Stims 
menmehrheit von wenigftend n — 2 gegen 2 Stimmen, welche bei einer. 
andern fehr großen Anzahl u’ von Angeklagten ftattfinden, fo ift die 
a'. Q; 


Differenz — ſehr wahrſcheinlich ein ſehr kleiner Bruch (F. 109), 


und wenn dieſes nicht der Fall iſt, ſo iſt man zu der Annahme berech— 
tigt, daſſ in dem Intervalle der beiden Urtheilsreihen irgend eine merkliche 
Veraͤnderung in den Urſachen der Verurtheilungen ſtattgefunden hat. Der 
Calcul kann ung uͤbrigens nur von dem Stattfinden dieſer Veraͤnde— 
rung benachrichtigen, ohne uns die Natur derſelben kennen zu lehren. 

Was wir in Beziehung auf die bei der Mehrheit von wenigſtens 
n — ti Stimmen gegen ausgeſprochenen Urtheile geſagt haben, iſt 
auch auf die gerade bei dieſer Stimmenmehrheit ausgeſprochenen Ur— 
theile anwendbar. Wenn man die Anzahl dieſer letzten Verurtheilungen 
bei u. Angeklagten mit 6, bezeichnet, fo gibt es auch einen conſtanten 


). 

Werth 7,, welchem ſich das Verhaͤltniſſ > ohne Ende nähert, je gro: 
Ber u wird und welchen e3 erreichen würde, wenn A unendlich werden 
koͤnnte, vorausgefeßt, daſſ die Urfachen der Verurtheilungen Feine Ver— 
Anderungen erfahren haben, und wenn b’, diefe Anzahl der Verurthei— 
Yungen für die Anzahl u’ der Angeklagten bezeichnet; fo ift die Differenz 


6; b, 

ſehr wahrſcheinlich ein ſehr kleiner Bruch. Es iſt offenbar: 
ee er 
ab bat... +0 
Bienen rt 
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Alsdann wollen wir für @ eine gegen Y = und gegen Yu ſehr 
Kleine pofitive Größe nehmen und: ' 


2 — 
P-=-1-—-—— e ai dx 
Dora 


Nach den Formeln in $. 112 ift diefe Größe P die gemeinfchaft: 
liche MWahrfcheinlichkeit gewiffer Grenzen der beiden Unbekannten R, und 
a’, a. b’!. b“ 


ı 2 ı ı e “ 
— — — und — — —, naͤmlich: 
M u u 


feßen. 


U 


a, 2 a (u — a.) 
— 6 —— —— a 
; n (@) 


für die erfte Unbekannte, 


7; und der Differenzen 


b. 2b («—b) 
Ra ae b 


für die zweite Unbekannte; 
k 7% — a nm TOT (c) 
Für die erfte Differenz, und: 


Den. LANE ERS 3. 
i 2b (u—b) 2b (u u‘) 
— Fe eh * —8 


u —* 


fuͤr die zweite Differenz. 

Unter uͤbrigens gleichen Umſtaͤnden nehmen die Amplituden dieſer 
Grenzen, wenn die Zahlen u und w immer größer werden, faft im 
umgekehrten Verhaͤltniſſe der Duadratwurzeln diefer großen Zahlen ab, weil 
die Größen a, und d, faft wie die Zahl a und bie Größen a’, und b', 
wie die Zahl u’ wachlen. Diefe Grenzen find auch um fo enger, je 
Eleiner die Größe & iftz aber ihre Wahrfcheinlichkeit P nimmt mit « 
zu gleicher Beit ab. Be: 

8135. Die Zahlendata, wovon wir Gebrauch machen wollen, find 


aus den von der franzdfifchen Regierung publicirten Comptes généraux 


de I! Administration de la iustice criminelle genommen. 
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Bon 1825 bis 1830 ind. find die Anzahlen der jährlich vor die | 
Gefchworenengerichte gelangten Criminalproceffe für ganz Frankreich reſp.: 


5121, 5301, 5287, 5721, 5506, 5068 
und die Zahlen der in diefen Griminalproceffen angeklagten Perfonen 


refp.: 
"6652, 6988, 6929, 7396, 7373, 6962 


gewefen, welches jährlich ungefähr 7 Angeklagte für 5 GSriminalproceffe 
gibt. Die Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von wenigftens = 
Stimmen gegen 9 Verurtheilten ift in denfelben Sahren reip.: +, 


4037, 4348, 4136, 4551, 4475, 4130 


gewefen, und folglich werden die Berhältniffe Diefer letzten Zahlen zu den 
vorhergehenden ausgedrüdt durch: 


0,6068, 06222, 0,6113, 0,6153, 0,6069, 0,5932, 


woraus fchon erhellet, daſſ fich diefe Verhältniffe innerhalb der 6 Jahre, 
während welcher die Criminalgefeßgebung ungeändert geblieben ift, fehr 
wenig geändert haben. 

Fir u wollen wir die Summe der während diefer 6 Jahre An- 
geflagten und für @, die der Verurtheilten nehmen, fo haben wir: 


u=42300, a, =25777, 
jo daſſ fi) die Grenzen (a) in: 
0,6094 £« (0,00335) 


verwandeln, und wenn man 5. B. «@=2 fekt, fo erhält man auch: 
P-— 0,9953 | 


für die fich der Gewiſſheit fehr nähernde Wahrfcheinlichfeit, daſſ die 
Unbekannte A, und der Bruch 0,6094 nur um 0,0067 von einans 
der verfchieden find. 

Menn man die 6 erwähnten Sahre in zwei gleiche Perioden ab: 
theilt, wovon die eine die drei erften und die andere die drei leiten 
Jahre umfafit, fo find die Zahlen der Angeklagten reſp.: 


u—= 20569, u! —=21731, 
und die der Berurtheilten: 
a, =12621, «,=13156, 
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woraus folgt: 


a a' a en 
25 — 0,6186, —2—= 0,6054, — — 2 0,0082. 
M r 


A fi fi 
| 
Nun find aber die Grenzen (c) diefer Differenz: 
=F.«@(0,00671), 


und wenn man &—1,2 ſetzt; fo verwandeln fie fih in F0,00805, 
und man hat: 


* * P=0,9103, 1— P= 0,0897. 
Man könnte alfo faft 10 gegen 1 wetten, daſſ die Differenz der 
beiden Berhältniffe — und - — zwiſchen die Grenzen F 0,00305 fällt, 


und obgleich die beobachtete — — 0,0082, abgeſehen vom Zei— 
chen, wenig davon verſchieden iſt; ſo iſt doch dieſer Unterſchied und 
die Wahrſcheinlichkeit P feines Nichtſtattfindens nicht beträchtlich genug, 
um zu der Annahme berechtigt zu fein, daſſ irgend eine merkliche Ver: 
‚Anderung in den ‚Urfachen der in Rede ftehenden Erjcheinung flattge= 
‚Funden habe. Während des Jahres 1831 ift die Anzahl der vor Die 
| Gefchworenengerichte geftellten Individuen auf 7606 und Die der Ver— 
‚urtbeilten auf 4098 geftiegen. Das Gefeß forderte Damals zur Ver— 
urtheilung eine Stimmenmehrheit von wenigftens 8 gegen 4 Stimmen, 
und bei diefer Stimmenmehrheit hatte man folglich: 


a 
u—=7606, a,—4098, — — 0,5388. 
EM. 


Wenn außer der erforderlichen Stimmenmehrheit die übrigen Ur: 
ſachen, welche auf die Urtheile der Gefchworenen Einfluff haben, in 
dieſem Sabre diefelben geblieben find, wie in dem vorhergehenden, fo 


b 
‚erhält man den Werth des Verhältniffes 9 wenn man von "dem 


| qa, a 
Werthe von * den Werth von 7 d. h. 0,5388 von dem weiter 
oben gefundenen Bruche 0,6094 abzieht, welches: 
b, 
u. 
gibt. Zum Beweiſe der Nichtigkeit dieſes Nefultgtes wollen wir bes 


bemerken, daſſ von 1825 bis 1830 das Gefeß die Intervention der 
den Aififenhof bildenden Richter vorfchrieb, fo oft die Enticheidung des 
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Gefchworenengerichtes bei der Heinften Stimmenmehrheit von 7 Stim— 
men gegen 5 flattgefunden hatte. Nun findet man aber in den Com- 
ptes generaux, daſſ während der 5 lebten diefer 6 Jahre diefe In— 
tervention faft gleichviel Male, nämlich: | 


398, 373, 373, 395, 372 mal, 


oder im Ganzen 1911 mal ftattgefunden hat; aber die Zahl der Anz 
geklagten, worauf fich diefe Proceffe beziehen, ift nicht angegeben. Es 
ift alfo die Anzahl der während derfelben Jahre ftattgehabten Criminal— 
procefje und nicht die Anzahl der angeklagten Perfonen, womit man 
diefe gegebene Zahl 1911 vergleichen muſſ. Innerhalb des Zeitraumes 
dieſer 5 Sabre hat die Gefammtzahl der Griminalproceffie 26883 be: 
fragen und es ift folglich zu gleicher Zeit: 


u—=26883, b,—=1911 


gewefen, woraus folgt: 
b; 
ee 0,0711 f] 
u 


was von dem vorhergehenden Nefultate fehr wenig verfchieben ift. 


b 
Diefe Uebereinftimmung zwifhen den beiden Werthen von ii 


zeigt, daſſ die Wahrfcheinlichkeiten u und A, wovon diefes Verhaͤltniſſ 
abhängt, in dem Sahre 1831 faft diefelben geblieben find, als in den 
vorhergehenden Sahren. Man muff jedoch bemerken, daſſ fich die Bes 
rechnung des legten Werthes auf die Vorausſetzung gründet, daſſ die 
Anzahl der bei der Stimmenmehrheit von 7 gegen 5 Stimmen Ber: 
urtheilten zu der Gefammtzahl der Angeklagten fich wie die Anzahl_der 
Entfcheidungen, wobei diefe Stimmenmehrheit ftattfand, zu der Ges 
fammtzahl der Proceffe verhält, welche Annahme fih in Ermangelung 
der nöthigen Data, welche man in den Comptes generaux nicht finz 
det, nicht a priori rechtfertigen Iäfft. 

Sn den Sahren 1832 und 1833 hat die Anzahl der Angeflags 
ten nach Abzug der -politifchen Werbrechen refp. 7555 und 6964 be 
tragen. Die zwifchen ihnen ftattfindende bedeutende Differenz rührt von 
einer neuen Einrichtung der Eriminalgefeßgebung her, wornach im Sabre 
1833 mehrere Arten von Verbrechen nicht vor die Affiienhöfe, fondern 
vor die Eorrectionspolizei gehörten. Die Anzahlen der, wie 1831, bei der 
Stimmenmehrheit von wenigftend 8: Stimmen gegen 4 Verurtheilten find 
vefp. gleich 4448 und 4105 gewefen, „woraus fich für diefe beiden Jahre: 
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a 
—— 0,5887, 72 — 0,5895 
Mu om 
ergibt. Diefe Verhältniffe find, wie man fieht, fehr wenig von eins 
ander verfchieden; aber das Mittel aus denfelben, naͤmlich 0,5888 über= 
44 
trifft den Werth 0,5388 von nr für 1831 um 0,05, oder ungefähr 


um 45 dieſes Werthes, was nach den Grenzen (c) und ihrer Wahr 
ſcheinlichkeit P ganz unwahrfcheinlich wäre, wenn in den Urfachen, welche 


‚auf die Stimmen der Gefehworenen Einfluff haben konnen, Feine Ver: 


Änderungen flattgefunden hätten. Die Griminalgefeßgebung hat aber in 
der That eine folche Veränderung erfahren, weil feit 1832 die Ge— 
fhworenengerichte auh Milderungsgründe berüdfichtigen follen, 
welche bei einem VBerdammungsurtheile eine Verminderung der Strafe 
zur Folge haben, fo dafj auch die Verdammungsurtheile leichter und 
zahlreicher ausgefprochen werden. 

136. Die eben für ganz Franfreich berechneten verfchiedenen 
Berhältniffe find nicht für alle Theile dieſes Landes: diefelbenz aber 
wenn man da3 Seinedepartement und einige andere Departement$ aus— 
nimmt, fo find die Anzahlen der während einiger Jahre ftattgehabten 
Griminalproceffe nicht groß genug, um daraus die conflante Größe, ges. 
gen welche Das Verhältniff der-Zahl der Werurtheilten zu der der An: 
geklagten convergiren muſſ, für jeden Sprengel eines Afjiienhofes mit 
einer genügenden Wahricheinlichkeit ableiten zu koͤnnen. Für den Pa: 
rifer Aflifenhof find die NRefultate folgende: 

Bon 1825 bis 1830 find die Anzahlen der jährlich vor denfel- 
ben geftellten Individuen reſp.: 


802, 824, 675, 868, 908, 804, 
und die der Verurtheilten refp.: | 
567, 527, 436, 559, 604, 484 
gewefen, und folglich ihre Verhältniffe: 
0,7070, 0,6396, 0,6459, 0,6440, 0,6652, 0,6020. 


Nimmt man für u die Summe der 6 erften und für @, bie 
der 6 folgenden Zahlen, fo hat man: 


u=4881, a,—3177, = 0,6509. 


Nach den Zahlen 42300 und 25779 der Angeklagten und Ver— 
urtheilten während derfelben Sahre und für ganz Sranfreich haben wir 


2 
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gefunden, daſſ diefes Berhältniff fehr wenig von dem Bruce 1,6094 
verfchieden fein muff, welcher um 0,0216 oder ungefähr um 1; feis 
ned Werthes Eleiner ift, ald der vorhergehende Nun machen aber die 
Grenzen (ec) und ihre Mahrfcheinlichkeit 2 eine folche Abweichung ganz 
unmwabrfcheinlich, wofern für dad Seinedepartement nicht eine befondere - 
Urſache ftattgefunden hat, welche hier die Berurtheilungen leichter, als 
in dem übrigen Theile von Frankreich gemacht hat. Welches ift aber 
diefe Urfache? Dieſes Fann uns die Nechnung nicht lehren. Jedoch 
wollen wir bemerken, daſſ in dieſem Departement die Bevoͤlkerung kaum 
71 der von ganz Frankreich beträgt und die Anzahl der Angeklagten 
größer ift, als 4 der während deffelben Beitraumes für ganz Frank— 
reich, fo daff fie verhältniffmäßig mal größer ift, welcher Umftand 
das Unterdrücden der Verbrechen nothwendiger macht und vielleicht be= 
wirft, daſſ die Gefchworenen frenger find. 
Bermöge diefer Werthe von z und =, verwandeln fich die Gren- 
zen (c) in: 4 
0,6509 £« (0,00965), 
und wenn man «—2 nimmt, fo erhält man: 
P=0,99532, 1 — P=0,00468, 


d. h. man kann mehr, ald 200 gegen 1 wetten, daſſ die Unbefannte 
R, nur um 0,0193 größer oder kleiner ift, ald 0,6509. 

Da das legte der weiter oben angeführten 6 Verhältniffe, name 
lich 0,6020 merklich Heiner ift, ald das Mittel aus den 5 übrigen, fo 
ift zu unterfuchen, ob dieſe Differenz ein binreichendes Indicium für 
das Vorhandenfein irgend einer befondern Urfache ift, in Folge welcher 3 
die Gefchworenen im Sahre 1830 weniger ftreng geweſen find, als 
in den vorhergehenden Sahren. Nimmt man aber für u und a, die 
Summen der feit 1825 bis 1829 in dem Seinedepartement Angeklags 
ten und Verurtheilten und für w’ und a’, diefe Zahlen für das Jahr 
1830; fo hat man: 


u=4077, a,—2693, W804, a',—484, 
woraus folgt: 


[ 
d, —— 


a, Buy 70 R 
— —=0,6605, — = 0,6019, * — — = 0,0585, 
M 3 a > 


und die Grenzen (c) werben zugleich: 
. 6(0,02657), 
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fo daff man, wenn man &—=2 nimmt, mehr ald 200 gegen 1 wet: 
ten kann, daſſ die Differenz der Verhältniffe Hr und ui; den Bruch 


u! 


0,05314 nicht bat überfchreiten fünnen. Sie — —— aber une 
gefahr um I; feines Werthes überfchritten, und man kann folglich an: 
nehmen, daſſ zu diefer Zeit in den Urtheilen der Gefchworenen wirklic) 
eine Anomalte ftattgefunden hat und die Urfache diefer Anomalie, welche 
bewirkt hat, daſſ fie weniger fireng gewefen find, hat die Revolution 
von 1830 fein konnen. Diefe Urfache, von welcher Befchaffenheit fie 
auch fein mag, fcheint auf die Gefihworenen von ganz Frankreich ges 
wirft zu haben; denn das Verhaͤltniſſ der Anzahl der Verurtheilten zu 
der der Angeklagten iſt im Jahre 1830 fuͤr ganz Frankreich faſt auf 
0,59 herabgeſunken, während fein mittlerer Werth für die 5 vorher⸗ 
gehenden Sahre — 0,61 gewefen war. 

Bon 1826 bi 1830 incl. hat die Anzahl der Griminalproceffe 
in dem Seinedepartement 2963 betragen und bei 194 diefer Proceffe 
"wurde die DVBerurtheilung bei der Eleinften Stimmenmehrheit von 7 
‚Stimmen gegen 9 ausgefprochen, fo daſſ der Aflifenhof dazwilchen kom— 
men muflte. Nimmt man das Verhaͤltniſſ von 194 zu 2963 fuͤr den 


b, 
Werth von 7 fo hat man folglich: 


b; 
| — — 0,0699, 
F pl 
welche Größe etwas Fleiner ift, als der Werth deſſ elben Verhaͤltniſſes 
fuͤr ganz Frankreich. 
$. 137. Wenn wir, wie es in den Comptes généranx ge— 
ſchehen iſt, alle Arten von Verbrechen, womit ſich die Aſſiſenhoͤfe be— 
ſchaͤftigt haben, beſonders betrachten wollten; fo würden die Zahlen 
(der Angeklagten und Verurtheilten für jede Art. von Verbrechen nicht 
groß genug fein, - um conftante Verhältniffe geben und unfern Rech— 
nungen ald Grundlage dienen zu Fünnen. In diefen Comptes gene- 
raux find aber auch alle Criminalverbrechen in zwei Claſſen getheilt, 
wovon die eine die Verbrechen gegen Perfonen und die an: 
‚dere die Verbrechen gegen das Eigenthum enthält, und dieſe 
beiden großen Abtheilungen bieten jährlich fehr von einander verfchiedene 
Verhaͤltniſſe dar; aber die Verhältniffe für jede Abtheilung insbefondere 
find faft unveränderlich, und wir wollen diefe VBerhältniffe hier anführen. 
Mährend der 6 Jahre von 1825 bis 1830 ift die Anzahl der 
jährlich wegen Verbrechen gegen Perfonen Angeklagten für ganz Frank— 
reich refp. : 
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1897, 1907, 1911, 1844, 1791, 1666 


gewefen, und bie Anzahl der wegen Verbrechen gegen das Eigenthum 
Angeklagten reſp.: 
4755, 5081, 5018, 5552, 5582, 5296. 


Die zugehoͤrigen Anzahlen der unter derſelben Criminalgeſetzgebung 
Verurtheilten ſind fuͤr die Verbrechen der erſten Art reſp.: 


882, 9607, 948, 871, 834, 766 
und fuͤr Verbrechen der zweiten Art reſp.: 
3155, 3381, 3288, 3680, 3641, 3364 


geweſen. Hieraus ergeben ſich fuͤr die Verhaͤltniſſe der Zahlen der Ver⸗ 
urtheilten zu den der Angeklagten bei Verbrechen gegen Perſonen bie, 


Werthe: 
0,1649, 0,5071, 0,4961, 0,4723, 0,4657, 0,4598, 


und für die Verhältniffe der Zahlen der Verurtheilten zu den der Ange 


Elagten bei Verbrechen gegen das Eigenthum die Werthe: 
0,6635, 0,6654, 0,6552, 0,6628, 0,6523, 0,6352, 


woraus man fieht, daſſ fich die Verhältniffe beider Reihen jährlich 
nicht ‚viel geändert haben, aber daſſ die Verhältniffe vB lebten Reihe 
die der erften merklich übertreffen. 


Nehmen wir für u und a, die Summen der Zahlen der Anger 


klagten und VBerurtheilten bei Verbrechen gegen Perfonen und für u’ und 


a’, diefe Summen bei Verbrechen gegen das Eigenthum; fo haben wir: 


u=11016, a,=5268, u'= 31284, a’, — 20509, 
woraus fich die beiden Verhaͤltniſſe: 


0,4782, — 0,6556 
4 p' 


ergeben, wovon das zweite Das erſte um etwas mehr, als J des Wer— 


thes dieſes letztern uͤbertrifft. Vermittelſt dieſer Zahlen man in 
Beziehung auf Verbrechen gegen Perſonen für die Grenzen (a) der Uns 
befannten AR, die Werthe: 


0,1782 0 (0,00675) - 
und in Beziehung auf Verbrechen gegen das Eigenthum : 
0,6556 £« (0,00380). 


| 
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Nimmt man &=2, fo nähert fich die Wahrſcheinlichkeit, daff die 
Unbefannte Zi, in dem erften Falle von dem Bruche 0,4782 nicht um 
mehr, al3 0,0135 und im zweiten Falle’ von dem Bruche 0,6556 
nicht um mehr, als 0,0076 verfchieden ift, fehr der Gewiffheit. 

Wenn ‚man in Beziehung auf das Sahr 1831, worin die Ber: 
urtheilungen bei einer Etimmenmehrheit von wenigftend 8 Stimmen 
gegen 4 ausgefprochen wurden, für @ und @, die Anzahlen der wegen 
Brbrechen gegen Perfonen Angeklagten und Berurtheilten und für w’ 
und a’, die Anzahlen der wegen Verbrechen gegen das Eigenthum An— 
getfagten und Berurtheilten nimmt; fo bat man: 


u— 22046, a,—=148, wW"—5560, ad,—=3355, 
woraus folgt: | 


Fi 


nt dı 
— F "SE 3631, og ‚0084, 
 ı 4 p' 


Bibi wenn man diefe — 2* Verhaͤltniſſe von den a gehenben ab⸗ 
at; fo erhält man: | 


— F 
A m 


für die Verhältniffe der Anzahl der bei der Eleinften Stimmenmehrheit 
von 7 gegen 5 für beide Arten von Berbrechen Verurtheilten zu he 


Anzahl der Angeklagten. Es ift merkwürdig , daſſ das Berhältnif] - — 

in Beziehung auf die Verbrechen gegen Perſonen faſt doppelt ſo giß 
2 

iſt, als das Verhaͤltniſſ „a in Beziehung auf die Verbrechen gegen 


das Eigenthum, Bd im Gegentheil das a es in Bezie⸗ 


u’ 


hung auf —* letzten Verbrechen ungefähr um 4 1 größer if, als das 
Verhaͤltniſſ ——- in Beziehung auf die erſten. " haben alfo bei den 


| Verbrechen Keen das Eigenthum nicht blos verhaͤltnißmaͤßig mehr Ver: 
urtheilungen flattgefunden, als bei den Berbrechen gegen Perfonen, fon= 
dern diefe Verurtheilungen find auch bei größeren Stimmenmehrheiten 
auszuſprechen. | 
Die betrachteten Verhältniffe find auch für beide Sefchlechter nicht 
 diefelben. Die Anzahl ver jährlich vor die Affifenhöfe geftellten Frauens⸗ 
perſonen betraͤgt ungefähr 8, der Geſammtzahl der. Angeklagten von 
beiden Gefchlechtern. — die Anzahlen der in den 5 Jahren von 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 22 
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1826 bis 1830 incl wegen Verbrechen gegen Perſonen und wegen 
Verbrechen gegen das Eigenthum angeklagten Frauensperſonen mit: 
und a" und. die Anzahlen der von ihnen Berurtheilten mit a, und a“ 
bezeichnet; jo. hat man: J 

u=1305, W—5465, a, —586, 4“, — 33122 | 


woraus folgt: 
4 a. Ne | 
.—2— 0,4490, — =0,6061, — 

— u’ N, 

und wenn man diefe Verhältniffe mit den vorhergehenden Werthen von 


i | | 
© 5 und — vergleicht, fo ſieht man, daſſ fie Heiner find, als dieſe 


| 


RR. u 
Werthe; aber blog um ungefähr „4; oder Ir derfelben. | 
Fuͤr die Sahre 1832. und 1835, während welcher die Verur— 
theilungen bei der Stimmenmehrheit von wenigftend 8 Stimmen gegen 
4 und. unter, Berudjichtigung der Milderungsgründe ausgefprochen ‚find, 
hat man für die Anzahlen ber Angeklagten und. Verurtheilten beider. 


Gefchlechter : 
u—4108, #—10421, a,—=1889, a’, = 6664, 


und folglich · aan ä — 


a; a, —— 
—— 0,4598, — = 0,6395, | 
M — > 
wo die accentuirten Buchftaben, wie weiter oben, ben Verbrechen gegen: 
das Eigenthum, und die nicht accentuirten den Verbrechen gegen Perfonen 
entfprechen. Wenn man in dem Ausdrucke der Grenzen (a) die Größe 
&—2% nimmt, fo findet man, daſſ fich die MWahrfcheinlichkeit, daſſ ſich die 
Unbekannte A, bei Verbrechen der zweiten oder erften Art reſp. nicht um 
mehr, al3 0,022 oder 0,0135 von dem Bruche 0,4998 oder 0,6399 
entfernt, fehr der Gewiſſheit nähert. Bemerken fann man auch, dafj die 
' $ , | y 

Werthe von 24 und —: faft dafjelde Berhältniff zu einander behalten 
1 / ar f ii 


ER | 8 ag: { 
haben, ald die weiter oben gefundenen Werthe von GER und —.. Vers 
IE ? \ H u Y 


a a’ Ä * R 
gleicht man diefe Größen —. und — mit den ähnlichen für 1831, fo 
124 


findet man auch, daff durch den Einflufj der Milderungsgründe das: 


[2 a’ ® x . * 
Verhaͤltniſf — Für Verbrechen gegen das Ci onthum nur um 145 
j F N. 7 - 15 P 
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+ 


en das VBerhärtniff < En — Vabregen gegen Serfonen. oft, um 4 
| Ines Werthes größer, —— iſt. 


'& 138.Nun iſt aber nach ven, was wir ‘in 1% 122 — ha⸗ 

Ken die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ver Angeklagte durch ein, zufällig aus der 
allgemeinen. Liſte eines ‘Departements vder des Bezirkes eines Aſſiſen— 
er genommenes Gefchworenengericht verurtheilt wird's“ diefelbe, "als 
enn die Wahrfcheinlichkeit des Nichtivrens fuͤr alle Mitglieder des Ge: 

| ſchworenengerichtes gleich wäre. Bei der Stimmenmehrheit von wenige 
Aensn—r Stimmen’ gegen Z wird die Wahrfcheinlichfeit der Verur— 
theilung folglich durch die erſte der: Formeln (6) und beit der Stimmen⸗ 
mehrheit von n — 7 Stimmen gegen‘ z Stimmen durch Die Formel (#) 
ausgedrückt. Fuͤr jeded Departement und für jede Art der Eriminal: 
verbrechen find aljo die durch Diele Formeln ausgedruͤckten Groͤßen 


| md Yi diejenigen, ‚deren. Verhaͤltniſſe ſich den ‚Verhältniffen — und 


ohne Ende und deſto mehr naͤhern, je mehr die ſchon als ſehr groß vor— 
ausgeſetzte Zahl m noch zunimmt, oder mit andern Worten, die Groͤ⸗ 
ßen und y, ſtimmen mit den Unbekannten Zt, und r,.($! 134) über- 
ein, weni man Griminalproceffe derfelben Art in Bemfelben Departement 
betrachtet, und auch 'felbft dann, wenn man jedes Gefchlecht der An: 
geklagten beſonders betrachtet. Wir wollen alle Arten von Criminal⸗ 
verbrechen, wie weiter oben, in! zwei Klaſſen abtheilen, wovon die eine 
die Verbrechen gegen Perſonen und die andere die Verbrechen gegen 
F das Eigenthum enthält. “ Um aber die Rechnungen nicht zu complicirt 
zu, machen, wollen wir. das. Gefchleht ber Angeklagten „ deſſen Einfluſſ 
auf, das Verhaͤltniſſ der Verurtheilungen unberuͤckſichtigt bleiben kann, 
wenn man erwägt,.daf von der Gefammtzahl der Angeklagten die Ans 
zahl der; Srauensperfonen nur 4 von der der —— betraͤgt, 
| nicht in Betracht ziehen. Wenn die Buchftaben u, az, di, Ci, Yi 
den Verbrechen der erften Art entfprechen, und diefelben en Buchs 
aben die analogen Groͤßen fuͤr die Verbrechen der zweiten Art be⸗ 
zeichnen; ſo iſt fuͤr jedes Departement beſondhe und mit deſto groͤße⸗ 
rer Annaͤherung und d eahiſcheigcheit 


a, ah. a’, d bb; n 
—— N | 
a ner an 
ie a größer die Zahlen u und: w’ find. 
Wenn die Berhältniffe, welche die erften Theile piefe Steiur- 
gen bilden, fuͤr die verſchiedenen Departements gegeben wäreit, fo waͤ⸗ 
22* 


? 


340 


den Unbekannten A und 2 und der ähnlichen in c’, und y! ; vorkommen⸗ 
den Unbekannten, welche wir mit A td zw’ — * wollen, hin⸗ 
reichend rallein! da die Zahlen u und: ſehr groß fein. müffen, fo lafe | 
fen ſich ‚die Gleichungen (16) bis jeßt nicht ‚auf jedes einzelne: Depar- | 
tement anwenden, und um ſich ihrer A, u koͤnnen, muff man 
annehmen, daſſ die Unbekannten z, u‘, k, k* ſich im Allgemeinen 
von einem Departement zum andern nicht En andern, fo daff man 
in! ihren erſten Theilen Die ‚Berhättnifle für ganz FSrankreich anwenden 
kann. Die Größen und uf, welche auf dieſe Weiſe beſtimmt were 
den, drüden die Wahrfcheinlichfeiten des Nichtirrens der. Gefchworenen 
aus ‚welche. ftattfinden würden, wenn bie Liſten der Geſchworenen al- 
ler Departements zu. einer einzigen. vereinigt würden und man jeden 
Geſchworenen aus: dieſer Totalliſte zufaͤllig naͤhme. Auch in dieſer 
Vorausſetzung koͤnnen die Größen k und A’, weil fie von ‚der Ges 
ſchicklichkeit der mit der Leitung der Vorunterſuchung beauftragten Per⸗ 
ſonen abhaͤngen, fie die verſchiedenen Departements nicht dieſelben ſein. 
Da aber die Gleichungen (16) in Beziehung auf dieſe Unbekannten 
vom erſten Grade find, fo würden. die daraus abgeleiteten Werthe der: 
ſelben die mittleren: Werthe aus denen fein, welche wirklich für ‚alle 
Departements ſtattfinden. Uebrigens muſſ man bemerken, daſſ, ‚wenn 
man ſich mit: dieſen allgemeinen Werthen von. wu, uf, ki, kt begnüs. 
gern muſſ, der Grund davon nur indem Mangel vollſtaͤndiger Beob⸗ 
achtungsdata und nicht in irgend einer a —— hen 
rie liegt. | ar 


Die Ausdruͤcke für c, und Y, werben nicht geaͤndert, wenn man 
darin 1—k um 1—u für k und u fest ($. 117 und $. 118). | 


a, b. 
Wenn es alſo für gegebene Werthe von — und fi ein Paar von Wer 
4 


ren dieſe 4 Gleichungen zur Beſtimmung der in und —9 vorkommen⸗ 
| 


then von A und w gibt, welche großer find als 4 und den beiden er 
ſten Gleichungen (16) Genuͤge leiſten; ſo aUbE es auch ein Paar von 
Werthen von k und zz, welche kleiner als 1 find und ebenfalls diefen 
Gleichungen Genuͤge teifteh. Nun mul man aber annehmen, daff die 
mittlere Wahrfcheinlichfeit der Schuld der Angeklagten vor der Urtheilss 
fällung größer ift, als die ihrer Unfchuld, und daſſ bie —— Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit des Nichtirrens der Geſchworenen groͤßer iſt, als die ihres 
Irrens. & find alfo die Werthe von k und u, ie größer 
find als 4, und welche man anwenden muſſ, ———— die uͤbrigen zu 
verwerfen ſind. Dieſelbe Bemerkung gilt auch in Beziehung auf die 
beiden: letzten Gleichungen (16) und auf die ſich daraus ergebenden 
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Werthe'von A’ und u’. Wenn man jedoch diefe Gleichungen auf die 
während der unglüclichen Zeiten der Revolution im großer Anzahl ſtatt⸗ 
gehabten Entfheidungen über politifche Verbrechen anwenden wollte; 
fo koͤnnte man auch die Eleinern Wurzeln als 2. derfelben gebrauchen ; 
denn alsdann könnte Die legale Unfchuld ber Angeklagten vor der, Urtheild- 
faͤllung wahrfcheinlicher fein, als ihre Schuld, und die Wahrfcheinlichfeit, 
daſſ ſich die Geſchworenen abſichtlich irrten, koͤnnte größer fein, als die 
| Wahrſcheinlichkeit ihres Nichtirrens. | — pnualen 49 | 
VER 139. Wir wollen in den Formeln (4) und (6) n 1% und 
i—5 annehmen, fo haben die darin vorkommenden Coefficienten fol⸗ 
gende Werthe: A a 
N,=1l N, =12, N,=66, N, =220, N,=495, N,= 1792. 


Wenn wir ferner: 


ſetzen; fo verwandelt ſich die zweite Gleichung (16) in: 
| 2-1) 1? 2k—1)(1? —1)2 
⏑⏑ 


2 26(149) — 
und wenn man bemerkt, daſſ: hr hr 
a: U,=1— 924.085 
iſt; ſo kann die erfte der, Gleihungen (16) auf folgende Form gebracht. 
werben: 5 ' ae hl RR 


verwandelt. one TREE 11) 17 F 

Die Unbekannte? kann alle Werthe von 0, welcher v0 
entfpriht, bis 12m‘, welcher ut entfpricht > bekommen. Da 
‚aber ihre größern Werthe, als die Ginheit fih auf größere Werthe 
von u, als beziehen; fo find blos dieſe in Betracht zun zehn: Da 
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ferner. die. Unbekannte Ai szwifchen ‚den ‚Grenzen. 4 * Lliegen muſſ⸗ 
ſo folgt aus der RR a9), daſſ der ra von 6! — A 
fein muſſ, daſſ: | | | iodyn 


TR RT NER 
NETTER — we 
iftz welches ‚zur Beftimmung der: ‚Grenzen deffelben „dient. ) Man kann 
in diefer Beziehung bemerken, dafj dies erfte dieſer 5 Functionen 
von, Z von 2—0 bis 2=@, fortwahrend abnimmt, und dafl; die zweite 
zuerft von 2 bis, 2—F zu⸗ und dann bis 2 = abnimmt. ee 
Wenn man k 00 den Gleichungen (17) und (18). eliminirte, 
ſo kaͤme man auf eine Gleichung des 24ſten Grades in Beziehung 
auf Z, welche zu der Gattung‘ ‘der reciproken Gleichungen ‚gehörte, und | 
fich folglich auf eine Gleihung des 12ten Grades zurüdführen ließen 
Allein es ift weit leichter, die MWerthe von k und u, welche dem Spy: 
fieme der Gleichungen (17) und (18) zu gleicher * gern) direct 
durch fucceffive Berfuche zu berechnen. 
$. 140. Zür die 6 Jahre von. 1825 bis 1830 hat man:, .... 


0,1151 
— aan, — u — 0,0001453. 
Für 83 wäre die — a — * groͤßer, als dieſer Werth 
2(1+1)"2 Ü 


par und für 2=3 wäre diefer Werth größer, ald die andere Größe 
—— Der Werth von 2 muff alſo größer: ſein als 2 und kleiner 


als 3, und man kann ſich leicht uͤberzeugen, daſſ dieſe Unbekannte in⸗ 
nerhalb dieſer Grenzen nur einen einzigen möglichen Werth hat. Nah 
einigen Berfuchen haben wir diefen Werth) — 2,112 angenommen, wor— 
auf die Sleihung (17) alsdann den Werth von k—= 0,5354 gibt, und 
wenn man diefe MWerthe in den zweiten Theil der Gleichung (18) ſub⸗ 
flituirt; fo findet man denfelben — 0,4783, was von dem erften Theile 


nur um 0,0001 oz * Man —— atfo mit einer ſehr großen 
Annaͤherung: 


Me IM 1=2,112, ie we 
Für Seelen Sahre hat n man: NIS DARF 


do 0523 
792 


Subftituirt man: diefe Werthe fü ce und Yin die Steichungen J— 


c=0 ‚6556, * 00006604. 
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und (18) und ſetzt zugleich und A’ für. undoksz fo’ erhält man, 
wenn man fie wie im vorhergehenden Falle auflöft, mit demfelben Grade 
von Annäherung: en vi 


k'=- 0,6744, !— 3,4865. 
Aus dieſen Werthen von # und / ergibt ſich: 


— 0,6786, = ort 
für die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ ſich während der betrachteten Jahre 
irgend ein Geſchworener bei feinen Entſcheidungen über Berbrechen ger 
gen Perfonen und bei Verbrechen gegen Das Eigentum nicht irret. 
“Vor der Urtheilsfaͤllung würde eine Perfon, welche weder die Ge: 
fchworenen, woraus das Gefchworenengericht beiteht, noch den Drt, wo 
das Urtheil gefällt wird, Fannte, zu diefer Zeit etwas mehr, als 2 
gegen 1 wetten koͤnnen, daſſ fich jeder Geſchworene bei einem Verbre— 
chen der erften Art nicht irret, und fuft 7 gegen 3, daſſ er fich bei ei— 
nem Verbrechen der zweiten Art nicht irret. Wir bedienen uns hier 
des gewöhnlichen Ausdrudes wetten, um die Bedeutung der Werthe 
von zu und begreiflicher zu machen, obgleich die angenommene Wette 
mir illuforifch iſt, weil fich niemals würde. entfcheiden laffen, wer ges 
‚wonnen. hätte. Diefe Perfon würde auch nad) den vorhergehenden Wer— 
‚then von X und AK" etwas weniger, als 7 gegen 6 haben wetten koͤn⸗ 
nen, daff der Angeklagte bei der erſten Art der Verbrechen ſchuldig if, 
‚und etwas mehr, als 2 gegen 1, daſſ er bei der zweiten Art Der 
Verbrechen fehuldig if. Weiter unten werden wir fehen, wie groß Die 
Wahrſcheinlichkeit der Schuld Des Angeklagten nach dem ausgefproches 
ınen Urtheile ift. / | | 
Wenn wir die Anzahlen der Angeklagten und Verurtheilten ohne 
| Unterfeheidung der Art der Verbrechen gegen Perfonen und gegen das 
Eigenthum betrachten, fo müffen wir für diefelben Jahre und für ganz 
Frankreich wieder: | I 


0,0706 
c—=0,6094, — N 0,00008914 


nehmen. Loͤſen wir alsdann die Gleihungen (17) umd (18) auf, 10 
finden wir: | 
k—= 0,6391, 1= 2,99, u=0 ‚7494. 


Wenn man das Seinedepartement allein betrachtete, fo würden bie 
Werte von e und Y, welde man anwenden müflte, folgende: 
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0655 
= 0,6509; — =0,00008267 (6.180), 


und man fände: Hit‘ 
k=0,678, 2=3,168,: u u 0,7778. 


Zu der betrachteten Zeit, abgefehen. von der. Art der Verbrechen, waren 


folglich die Wahrſcheinlichkeiten A und w für den Bezirk des Pariſer 
Aſſiſenhofes etwas groͤßer, als fuͤr den uͤbrigen Theil ‚von Braufreich 
Für das Seinedepartement waren fie etwas größer als 3 und 3, waͤh— 
rend fie für ganz Frankreich etwas. Kleiner waren, als dieſe Brüche, 
Da jedoch. die Unterfchiede zwifchen den beiden Werthen von Ak und 
denen von u nicht beträchtlich iind, fo kann man annehmen, daſſ dies 
ſes auch fuͤr zwei beliebige andere Theile von Frankreich der Fall iſt, 
wodurch die Vorausſetzung der Gleichheit jeder dieſer beiden Groͤßen 


fuͤr ganz Frankreich, welche wir gemacht haben, um ihre genaͤherten 


Werthe nach hinreichend großen Anzahlen von Beobachtungen berechnen 


zu koͤnnen, moͤglichſt beſtaͤtigt wird. Die Werthe von k und zw oder, 


von Ak’ und u‘ ſind, wie bereitd oben bemerkt ift, für das Jahr 1831 
diefelben geblieben; ‚aber fie haben fih in den. folgenden Sahren mit 
den Verhaͤltniſſen, ‚woraus (Mn in ergeben, andern müfjen, und da 


wir die Berhältniffe BZ oder Z Wnur für die Sahre 1832 und 1838 
u pa’ 
kennen; ſo ift dieſes Datum nicht zur Beftimmung, der beiden Unbe— 


fannten z und k oder u’ und A‘ hinreichend. , Uebrigens wollen wir 


bemerfen, daſſ ſich dieſe Groͤßen vielleicht ein zweites Mal geändert has 
ben und nicht mehr. diefelben find, feitdem Das letzte Geſetz publicirt ift, 


wornach die Milderungsgründe berudfichtigt und das Urtheil jedes Ge⸗ 
ſchworenen verſiegelt uͤbergeben werden ſoll, welches auf die Wahrſchein— 


lichkeit ihres. Nichtirrens Einfluff gehabt: haben kann. Aber, nach dies | 
jem Gefeße, welches eine Eleinfte Stimmenmehrheit von 7 Stimmen, 


gegen 5. fordert, follen auch die Geſchworenen angeben, ob ihre Ent- 


ſcheidung bei der Heinften Stimmenmehrheit ftattgefunden hat... - Wenn 


alfo in Zukunft in den Comples généraux die Anzahlen der Verur- 
theilten und nicht: blos die . der Fälle, wobei dieſe kleinſte Stimmen— 
mehrheit ſtattfand, angegeben werden, wenn man ferner dieſelben Zah— 
len fuͤr die Angeklagten der beiden Geſchlechter einzeln und fuͤr die bei— 


den Klaſſen der Verbrechen angibt; fo wird es in einigen Jahren 


möglich fein, die beiden Elemente k ‚und u für die verfchiedenen Theile 
von Kranfreich, für die männlichen und weiblichen Sndividuen, und 
endlich, für. Die Verbrechen gegen Perfonen und. gegen das Eigenthum 
mif einer großen Genaui gkeit zu beſtimmen. 
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$. 141. Die Formeln (4), (5) und (6) geben für jebes Paar 
von MWerthen von z und X die correfpondirenden Mahrfcheinlichkeiten, 
daff eine Verurtheilung oder Freifprechung. bei einer gegebenen. Stim- 
menmehrheit, oder bei einer Stimmenmehrheit, welche dieſer wenigſtens 
gleich ift, ftattgehabt hat. 
Seht man n—=12 und 70, fo erhält man: 


Vokal Ri ul, 
dt Ne Hi: 


für die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ die Verurtheilung oder Sreifprechung 
eines Angeklagten bei der Einſtimmigkeit der Gefchworenen ſtattgefun— 
den hat, und folglich ift: 


Ythzul2+a—u)!? 


‚die Wahrfcheinlichkeit eines verdammenden oder freifprechenden, einftim= 
migen Urtheiles der Gefchworenen. Ferner tft: 


Y = @k— 1 [u1?—(1—W)!?] 


‚eine pofitive Größe, weil k>4 und u>1 —u ift, fo. daſſ die Ein- 
ſtimmigkeit der Gefchworenen in dem Falle einer Sreifprechung. weniger 
‚wahrfcheinlich ift, als in dem Falle einer Verurtheilung. Man fieht, 
daſſ diefe verfchiedenen Wahrfcheinlichfeiten fehr gering find, ſobald die 
MWahrfcheinlichkeit u des Nichtirrens der Gefchworenen merklich von 0 und 
‚von 1 verfchieden ift. Nimmt man z. B. die MWerthe von z und k, 
‚welche ficy ohne Unterfcheidung der Art der Verbrechen auf ganz Frank⸗ 
reich beziehen, d. h. ſetzt man k= 0,6391 und u= 0,7494; fo er: 
gibt fh: | — 


60201, 0 0,0113, y9 00 0,0314, 


woraus ſchon zur Genuͤge hervorgeht, wie ſelten eine einſtimmige Ent⸗ 
ſcheidung von 12 Geſchworenen fein muſſ. Wenn das Urtheil der 
Geſchworenen, ſei es verdammend oder freiſprechend, bei der Einſtim— 
migkeit ausgeſprochen ſein muͤſſte, ſo koͤnnte man nach dem Werthe 
von 0ôo faſt 32 gegen 1 wetten, daſſ Fein ſolches Urtheil zu 
‚Stande kommt, und diefes würde 32 mal unter ungefähr 33 Fällen 
ſtattfinden, wenn die Gefchworenen nicht unter einander verhandelten 
und. dahin übereinfämen), bei einer einfachen Stimmenmehrheit ftehen 
zu. bleiben. . 

Wenn man die Wahrſcheinlichkeit, daff von «4 Urtheilen gar. Feind 
bei der. Einftimmigkeit: der. Gefhworenen ausgeſprochen iſt, oder ausge— 
fprochen werden wird, mit M bezeichnet; fo hat man: I 
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MM 0 

und wenn M=4 fein fol, fo muſſ man: 
a (oa a ea 
haben, indem man wieder den vorhergehenden Werth von Yy TI, Ms 
wendet. Man könnte alfo nur in 22 Fällen etwas mehr, als 1 ges 
gen 1 wetten, daff ein Urtheil wenigftend bei ber Einftimmigfeit der 
Geſchworenen auögefprochen wird, und. es würde nachtheilig fein, dieſe 
Wette einzugehen, wenn die. Anzahl der Criminalproceſſe um eine Eins 

heit Eleiner wäre. ! — 
$. 142. Ehe wir weiter gehen, muͤſſen wir erinnern, was man 
unter dem Ausdrucde ſchuldig bei den Urtheilen der Gefchworenen ver— 
fiehen muff. und zugleich einige wichtige Folgerungen Daraus ableiten. - ; 
Wenn ein Gefchworener ausſpricht, daſſ ein Angeklagter ‚fchuldig, 
fei, fo behauptet er, daſſ nach feiner Meinung hinreichende Beweife 
vorhanden find, um den Angeklagten zu verurtheilen, und wenn er jagt, 
daſſ der. Angeklagte nicht ſchuldig iftz fo verfteht er darunter, daſſ Die 
Wabhrfcheinlichfeit der Schuld nicht groß genug iſt zur. Verurtheilung;, 
aber feine verneinende Stimme foll nicht fagen , daſſ er den Angeklagten. 
für unschuldig hält, und es gefchieht ohne Zweifel öfterer, daſſ er den— 
felben vielmehr für ſchuldig halt. Er kann die Wahrfiheinlichkeit, daſſ Der 
Angeklagte fhuldig fei, größer .ald z annehmen, welche aber defjenunges 
achtet. Eleiner ift, als die, welche feine Gewiffenhaftigkeit und die. üffent- 
liche Sicherheit zur Verurtheilung des Angeklagten fordern. Der wahre 
Sinn der bejahenden oder verneinenden Stimme eines Gefchworenen. ift 
aljo der, dafj der Angeklagte verurtheilbar ift, oder nicht. Die 
MWahrfcheinlichkeiten P, und Q, für die Nichtigkeit eines Verdammungs— 
oder Freifprechungsurtheiles . ($. 120) drüden folglich auch den Grund, 
aus ‚welchen wir zu der Annahme. haben, daſſ der Angeklagte verur— 
theilbar war, wenn er verurtheilt ift, und daſſ er nicht. verurtheilbar, 
war, wenn er freigefprochen ift. P, ift ohne Zweifel Heiner, als die 
wirkliche Wahrfcheinlichkeit der Schuld eines BVerurtheilten und Q, da— 
gegen größer, als die Wahrfcheinlichkeit der Unſchuld eines freigefpros 
chenen Angeklagten; aber diefe andern Wahrfcheinlichkeiten würden ſich 
auf. keine andere Weife Durch den Calcul beſtimmen laffen, welcher: 
nur auf die Wahrfcheinlichkeiten P, und O, anwendbar ift, wenn fie 
fih auf eine fehr große Anzahl von Urtheilen derfelben Art beziehen, 
Auch muff man nicht glauben, daſſ diefe Größen P, und O, vie alle 
gemeine Meinung ausdruͤcken, fo dafj fie die Wahrfcheinlichkeiten einer 
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Berurtheilung oder Freifprechung durch ein. Gefchworenengericht „_ wel- 
ches aus allen Bürgern. befteht, ‚die auf der allgemeinen. Lifte, wor— 
aus die ‚Gefchworenen zufällig zu. je 12 genommen werden, verzeichnet 
find, ausdrüdten ; denn ‚die Wahrfcheinlichfeit c, einer Verurtheilung 
durch ein: aus einer „beliebigen Anzahl ‚von: Perſonen beſtehendes Ge— 
fehmorenengericht iſt Eleiner, als der mit. / bezeichnete Bruch (8.118), 
welcher im: Allgemeinen weit Kleiner 'ald der Werth von P, iſt, und 
ebenfo iſt die Wahrſcheinlichkeit d, einer Freiſprechung immer Eleiner, 
als der Bruch 126, welcher felbft weit Kleiner ift, als ber Werth 
von rt Q:- | 

Sir. r Öefemörenen des Sprengelö jedes Afifenhofes und für 
jede der beiden Arten von Verbrechen, welche wir unterfchieden haben, 
muff man alſo annehmen, daſſ es eine ‚gewiffe MWahrfsheinlichkeit z gebe, 
welche zur Verurtheilung für hinreichend und erforderlic, gehalten wird. 
Hiernach iſt die Wahrſcheinlichkeit , daſſ ſich ein zufällig ‚auf der Liſte 
dieſes Departements. genommener Gefchworener in feinem Urtheile nicht 
irret, nicht3 anders, ald die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er die Wahrſchein⸗ 
lichkeit der Schuld des Angeklagten als gleich 2 oder für größer ald — 
‚annimmt, wenn fie es wirklich iſt, oder vielmehr für kleiner als 2, 
‚wenn fie in der That diefe Grenze. nicht erreicht. Dieſe Wahrfchein- 
lichkeit u. hangt hauptlächlich. von dem Grade der. Einficht der auf der, 
‚allgemeinen Lifte der Geſchworenen verzeichneten Perſonen ab, und die 
Wahrſcheinlichkeit = von ihrer Meinung hinſichtlich der Nothwendigkeit 
der Unterdruͤckung der verſchiedenen Arten von Verbrechen. Dieſe bei— 
| den verfchiedenen Wahrfcheinlichkeiten fönnen ſich alfo mit. der Zeit und 
von einem Departement zum andern ändern. Mir haben gefehen, wie 
der Werth von A aus den Daten der Beobachtung abgeleitet werben 
kann; aber zur Beſtimmung des Werthes von 2 fehlen uns die Mittel, 
und wir koͤnnen blos, fchließen, daſſ derſelbe unter uͤbrigens gleichen 
Umſtaͤnden zu= oder abnimmt, wenn wit das Verhaͤltniſſ der Anzahl 
der Berurtheilten zu der der Angeklagten merklich. ab= oder zunehmen 
ſehen. Wenn wir 3.3. ſehen, daſſ dieſes Berhältniff durch Einführung 
‚der Berücdfichtigung der Milderungsgründe von 0,54 auf 0,59 gefties 
gen. iſt ($. 135); fo müffen wir daraus fchließen, daſſ die Geſchwore— 
nen fchon bei einer geringern Mahrfcheinlichkeit 2, als früher ein Ber: 
dammungsurtheil ausgefprochen haben, weil die Strafe durch die Bes 
ruͤckſichtigung der Milderungsgründe gelinder ausfällt. 
0 Bor der Urtheilsfällung ift die Wahrfcheinlichkeit,, dafj der —— 
klagte ſchuldig iſt, ohne Zweifel weit größer, als die, welche wir mit k 
bezeichnet haben; ihr größter Werth, welhen wir für k gefunden 
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haben , iſt ungefähr =% und deffenungeachtet würde Niemand abge 
neigt fein, weit mehr, als 3 gegen 1 zu wetten, daſſ irgend’ eine 
Perſon wirklich ſchuldig iſt, wenn fie vor einen Aſſiſenhof geftellt wird. 
Aber das in Beziehung auf P, Gefagte ift ebenfalls auf kE anwend- 
bat, und man muſſ auch hier darunter verftehen, daſſ k blos die Wahr 
ſcheinlichkeit vor dem Urtheile ausdruͤckt, bafj der Angeklagte verur⸗ 
theilbar iſt, welche Wahricheinlichkeit folglich von der abhängen Fanny 
welche, die Gefhmworenen zur Berurtheilung für: erforderlich. halten 5. aber; 
welche. ihrer Natur nach von, der Wahrſcheinlichkeit zz, daſſ ſich ein.Ges 
ſchworener nicht irret, unabhangig if. Hieraus folgt alſo, daſſ fich, 
der Werth von X mit der Wahrfcheinlichteit € ändern kann, felbft_ wenn 
die Art der Vorunterfuhung und die Geſchicklichkeit der damit beauf⸗ 
fragten Nichter diefelben geblieben find, und welden Merth überdies 
die Wahrfcheinlichkeit u auch haben mag. in Beifpiel diefer Veran: 
derung ift folgende. | SITE TEE 
Kon 1814 bi8 1830 wurden in Belgien die Criminalproceffe 
durch Tribunale entfchieden,. welche aus 8 Richtern beftanden, und es 
war zur Verurtheilung eine Mehrheit von 3 Stimmen gegen 2 hinrei⸗ 
‚chend. Im Jahre 1830 wurde die Einrichtung dieſer Tribunale vers 
indert und im Laufe des Jahres 1831 wurden die unter der franzoͤ— 
fifchen Herrfchaft ftattgehabten Gefchworenengerichte wieder eingeführt, 
bei welchen zu einer Verurtheilung eine Stimmenmehrheit von 7 Etim- 
men gegen 5 genügt, und die Art der Vorunterſuchung ift immer dies 
felbe geblieben. Nun folgt aber aus den neuerlich von ber belgiſchen 
Regierung herausgegebenen Comptes de I’ Administration de la iu- 
stice eriminelle, daff in den Jahren 1832, 1833 und 1834 die 
Verhaͤltniſſe der Zahlen der Verurtheilten zu denen der Angeflagten refp. 
Fe 2 und tz geweſen find, woraus man fieht, daſſ fie ſich 
von einem Jahre zum andern ſehr wenig geändert haben, und daſſ ihr 
mittlerer Werth faft dem gleich ift, welder vor 1830 in Frank⸗ 
reich ftattfand. Da in diefen Comptes etc. nicht angegeben ift, wie 
vielmal die Verurtheilungen bei der kleinſten Stimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen 5, noch wie vielmal fie bei irgend einer beftimmten 
Stimmenmehrheit ftattgefunden haben; fo ift das eben angefithrte Ber: 
Hältniff zur Beſtimmung der ſich auf Belgien beziehenden Merthe von 
u und K nicht hinreichend. Aber da das Totalverhältniff, d. h. das 


Berhältniff, welches: wir mit -_ bezeichnet haben, für Belgien, und für. 
ganz Frankreich ſo wenig verſchieden ift, fo kann man annehmen, daf] 

- e h b e 4 4 € | a ‚t 
das Partialverhaͤltniſſ Er für. diefe beiden Länder ebenfalls fehr wenig, 
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verſchieden ift, und folglich ſind die Werthe von und k für beide 
faft dieſelben. Man kann alſo annchmen⸗ daſſ ſich der Werth von % 
für Belgien nicht weit von dem Bruche 5, welchen mit früher für 
ganz Franfreich und ohne Unterfcheidung der Art der Verbrechen gefuns 
den haben, ‚entfernt, Nun findet mam in denfelben Comptes etc., 
daſſ in den Jahren 1826, 1827, 1828 und 1829 BiR, Secheitgiüe as 
Anzahl dep Verurtheilten zu der der Angeklaglen refp. 5, 1700, 100. 
und on gewelen find, welche Brüche feft einander- gleich. find, und 
deren mittlerer Werth etwas größer ald un ft. Aber nad) Dem, was 
wir in $..118 geſehen haben, muff die Wahrſcheinlichkeit, wovon die— 
ſes Mittel ein Raͤherungswerth iſt, immer kleiner ſein, als der Werth 
von Ak, und folglich ‚hat in. den zuletzt genannten 4 Sahren die Größe 
k weit größer fein müffen, als in den Jahren 1832 und 1833, was 
man nur einer Ungleichheit der unbekannten Größe z zu diefen beiden 
Zeiten zufchreiben kann, und welche fo befchaffen geweſen iſt, daſſ die 
Geſchworenen zur Verurtheilung des Angeklagten eine groͤßere Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit ſeiner Schuld gefordert haben, als die, welche von den 
Richtern fuͤr genuͤgend gehalten iſt. Dieſer Schluſſ iſt uͤbrigens von 
der Mahrfcheinlichkeit zz’ des Nichtirrens, welche zu dieſen beiden Zei⸗— 
ten hat verfchieden fein koͤnnen, d. h. groͤßer oder Heiner für die Rich⸗ 
ter als für die Gefchworenen, unabhängig, was ſich in Ermangelung 
der nöthigen Data der Beobachtung auch nicht: entfcheiden laͤſſt. 

Da die Größe k von der Wahrſcheinlichkeit 2 abhängig iſt, To 
‚folgt‘, daſſ die Ungleichheit ihrer Werthe für die beiden betrachteten Ar: 
ten! der Verbrechen in zwei verfchiedenen Umftänden ihren Grund: has 
ben kann, nämlich’ entweder darin, daſſ fich die Präfumtion der Schuld 
des Angeklagten vor der Urthei lsfaͤllung in Beziehung auf Verbrechen 
gegen Perſonen ſchwerer erhalten laͤſſt, als in Beziehung auf Verbre⸗ 
chen gegen das Eigenthum, oder vielmehr darin, daſſ die Geſchwore— 
nen im erſten Falle zur Verurtheilung eine größere Wahrſcheinlichkeit 
‚2 fordern, ald im zweiten, und es find felbft Gründe zu der Annahme 
‚vorhanden, daſſ dieſe beiden verfchiedenen Urfachen vereint die in Rebe 
fiehende Ungleichheit bewirken. 

Aus dieſer gegenfeitigen Abhaͤngigkeit zwifchen den Größen. z und 
'k folgt, -daff, wenn durch die Beruͤckſichtigung der Milderungsgründe 
für. die Jahre 1832 und 1833 eine merkliche Abnahme der Wahr— 
ſcheinlichkeit, welche die Geſchworenen zur Verurtheilung für hinreichend 
halten, bewirkt ift, die Wahrfcheinlichkeit im Gegentheil hat NDR 
müffen, und diefe entgegengefeßten Veränderungen von u und A haben 
‚auch eine Vergrößerung des Werthes von zz hervorbringen muͤſſen; denn 
man kann annehmen, daff die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens für die 


; 
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Gefchworenen‘ kleiner ER wenn fie einer Seits eine geringere Wahre 
ſcheinlichkeit zur Verurtheilung fordern, und wenn anderer Geitd vor 
der Urtheilsfaͤllung eine größere BER ee — * daſſ der 
Angeklagte verurtheilbar iſt. | J 


$. 143. Wir haben nun —— der RER 0) und (10) 
und der für z und k oder für w’ und A’ gefundenen Paare von Wer 
then noch die MWahrfcheinlichkeiten zu berechnen, daff ein Werurtheilter 
fchuldig und ein Freigefprochener unfehuldig war, oder genauer zu reden | 
die Mahrfcheinlichfeiten, daff der erfte verurtheilbar und der zweite 
es nicht war. Aber zuvor muͤſſen wir dieſe Formeln in andere verwan⸗ 
deln, welche fuͤr die Rechnung bequemer ſind, und zugleich werden wit 
noch andere Formeln hinzufügen, Deren et —0 von ho⸗ 
her Wichtigkeit find. 

Vermoͤge der erften der Steihimigen (6) Tann bie Sormel (9) 
durch Die Slehung: R 
nee; nk U; | 


erſetzt weten, worin man das burch die Beobachtung gegebene, Ger 


bättniff — fuͤr den Naͤherungswerth von €, nimmt. 

=. Größe 1— P; ift die Bahrfcheinlichkit, daſſ ein bei der Stim- 
menmehrheit von wenigfens n— 1! Stimmen gegen 2,Berurtheilter un— 
ſchuldig iſt; c, iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ Der Angeklagte, er ſei ſchul⸗ 
dig oder nicht, bei diefer Stimmenmehrheit verurtheilt ft, und das Pro: 
duct aus ec, und 1 — P, drüdt folglich ‚die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ 
ein Yngeklagter, wenn er auch unfchuloig iſt, Dennoch verurtheilt wird, 
Bezeichnet man ſie mit D, und. berüdfichtigt «die vorhergehende SR 
hung, fowie die erfte der Gleichungen (6), ſo erhaͤlt man — 


P, 


welches Reſultat ſich auch aus den Betrachtungen ergibt, — * — ing 120 
zur Beftimmung des Ausdrudes von P, angeftellt find. 


Wenn die Anzahl der zur Berurtheilung erforderlichen Se 
wenigftend n — 2 beträgt, fo fei ZZ, die Mahrfcheinlichkeit, daſſ ein freis 
gefprochener Angeflagter unfehuldig Klar: SDE Werth ergibt fih aus dem 
von Q, oder aus der Formel (10), wenn man, darin n—?!—1 flatt 
i feht, und wenn man Die zweite der na (6) berüdfichtigt; 
fo eo ſich: 


RR zu (1 — AV, ar: 
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oder was nach $. 118 daſſelbe ift: 

| — edenar), 
| Die Mahrfcheintichkeit, dafj ein freigefprochener Angeklagter ſchul⸗ 
iſt, ft =1—I,, und da die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend ein 
Angeklagter nicht verurtheilt wird, —1 ec; iftz fo folgt, daſſ das 
Product (1 IT) — c) die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ ein 
ſchuldiger Angeklagter dennoch freigeſprochen wird. Bezeichnet man ſie 
gi: 4,, fo bat man folglich: kr 
| 4,—-1—- ,—-A—-MA-—FP), 


aber vermoͤge der erſten der Gleichungen (6):. 
| 4eRtl-— DV). 


Die Wahrfcheinlichkeiten D, und 4, find fo zu fagen das Maß 
der Gefahr, welcher der Angeklagte und die bürgerliche Gefellfhaft aus— 
‚ gefeßt wird, daſſ ein nicht verurtheilbarer Angeklagter dennoch‘ ver 
urtheilt und ein verurtheilbarer Angeklagter freigefprochen wird. Hin— 
ſichtlich der wirklichen Schuld oder Unſchuld der Angeklagten muff man 
nicht aus dem Auge verlieren, daſſ D, nur, wie P,, eine obere Grenze 


(und 4,, wie Q, , nur eine untere Grenze iſt. Wenn die Werthe von 
P, und IT, berechnet jind, fo ergeben ſich daraus die von D, und 4, 
unmittelbar; denn vermöge der vorhergehenden Gleichungen hat man: 


D,=1—k—- LU —eon,d=k— Pc 


woraus erbellet, daſſ die Wahrſcheinlichkeiten 4; und D, tefp. immer 
| Heiner find, als die Wahrfcheinlichfeiten X und 1 Url 3 Schub und 
der Unfchuld des Angeklagten vor der Entfcheidung. Da für eine fehr 
ı große Anzahl u von Angeflagten die Anzahlen der Berurtheilungen. und 
 Sreifprechungen nach der Beobachtung reſp. @, und u — a, find, fo 
find die Anzahlen der unſchuldig Berurtheilten An der freigefprochenen 
Schuldigen fehr nahe und höchft wahrfcheinlich den Producten D,a, 
und 4,04 — a,) gleich. 

ET man n—12 und fucceffive 2=5 und z=4, nimmt ud 
‚und * fuͤr die —— von .c, und c, und fest, wie im 


i 
Vorhergehenden, — und - — ſtatt u und 1—u; fo ergibt ſich 


aus. den vorhergehenden Gleichungen: 
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Bee | 

4 N-&T) J 

1; 1-12 ‚2.466. {+ 220 .134495 {3495 14-4 792.1° 4924: | 4 
1" er "A1)12 4 | 
fl | J 

Al 1412.46 166. -t220. 20.134495; 14192. 15-1924, 194792, = 
* (ae 4J 


( -:) I, = 
a—h)|ı U ar — una ‚i#4 792. “ 
(= Z)@ Rs 


14+-12.17.66.1° 722 1? +220.1°4495. ziTai 
(hy | Ma Bari k 


Zu gleicher Zeit hat man: 
a 
Fe a (1-2) m, AHakoBs 


D,=1 — - (1 AR, Ask P, 


Diefes find alfo die verſchiedenen Formeln, deren Zahlenwerthe zu 
beftimmen find: Die darin. vorfommenden Größen. beziehen ſich auf 
Verbrechen genen Perfonen, und diefelben accentuirten Buchftaben bes 
zeichnen die fi) auf Verbrechen gegen das Eigenthum beziehenden anas 
Iogen Größen, 

$. 144. Während des Jahres 1831 betrug die zur Verurtheilung 
erforderliche Stimmenmehrheit wenigſtens 8 Stimmen gegen 4 und 
die al der Milderungsgründe fand nicht flatt. * war: 


Mg, 3632,-2— 2,112, — 0,5354, 
u 


woraus fich ergibt: | | | i 
P,=09811, I, =0,7186, D,=0,00689, 4 =0,1791. | 


Bon den 743 in diefem Sahre Berurtheilten hätten nach diefem Merthe 
von D, ungefähr 5 nicht verurtheilt werden follen, und von den 1308 
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\Sreigefprochenen hätten nach dem Werthe von A, ungefähr 233 nicht 
freigefprochen werden follen. Die Mahrfcheinlichkeit der Verurtheilung 
‚eine AuaMagten, obgleich er. nicht verurtheilbar war, war fehr wenig 
‚größer, als —I5 und die Wahrfcheinlichfeit feiner Freiſprechung, ob= 
‚gleich er verurtheilbar war, lag zwifchen J und 4, Ent war bie 
Wahrſcheinlichkeit der Schuld eines Verurtheilten Kun um 1; von der 
Gewifiheit verfchieden, und die Wahrfcheinlichfeit der unſchui⸗ eines frei— 
geſprochenen Angeklagten, d. h. die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ibm die 
Schuld nicht in einem hinreichenden Grade nachgewieſen war, war nicht 
viel groͤßer als der Bruch 2. 

Dieſe Reſultate beziehen ſich auf Verbrechen gegen Perſonen. In 
Beziehung auf die Verbrechen gegen das eu war in demfelben 
Be 


| 
— — 0,6034, = 3,4865, k' = 0,6744 ‚' 


‚woraus folgt: 
"P', 0,9981, 7, — 0,8199, D’,— 0,0004, 4, —0,0721. 


Bei. diefer Art von Verbrechen betrug alſo die verhältnifimäßige 
Anzahl der Berurtheilten welche nicht hätten verurtheilt werden müf- 
fen, nur oo, db. von den 3355 Berurtheilten beträgt die Ans 
zahl derer, welche nicht hätten müffen verurtheilt werden, noch nicht 2. 
‚Die verhältnifijmäßige Anzahl der freigefprochenen Individuen, welche 
verurtheilbar waren, iſt größer gewefen ald I, und es hätten alfo 
von den 2205 Freigefprochenen ungefähr 159 müffen verurtheilt wer: 
den. Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ein Werurtheilter fchuldig war, ift 
mur um 999 von der Gewiffheit verfchieden, und die Wahrfcheins 
lichkeit der Unfchuld eines Freigefprochenen war etwas größer, als der 
Bruch 4. Diefe Refultate find, wie man ficht, entfprechender als 
die fih auf Verbrechen gegen Perfonen beziehenden, was darin ſei— 
nen Grund hat, daff die Verurtheilungen bei Verbrechen gegen das 
Eigenthum, obgleich fie verhältniffmäßig zahlreicher gewefen find, auch 
ſehr mwahrfcheinlicy bei größern Stimmenmehrheiten ftattgefunden haben 
($. 141). 

Die acht Wahrfcheinlichkeiten P,, P',, ete., welche wir eben 
berechnet AH gründen ſich auf die — der Beobachtung abgeleiteten 


a’ u. 6, 244 
Verhältniffe — -_— Fe und welche und im Vorhergehenden 


zur * der Werthe von Z, 2, k, k' gedient haben. Sie find 
‚alle acht echte Brüche, was eine um fo merkwürdigere Betätigung der 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 23 
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Theorie liefert, da dieſes im Allgemeinen nicht mehr der Fall veih 
würde, wenn man für Z und k, 4 und k' willfürlihe Werthe ans 
nahme, felbft wenn diefe nicht ſehr von den aus der Erfahrung abge— 
feiteten verfchieden wären. In den Jahren vor 1831 betrug die zur 
Berurtheilung erforderliche kleinſte Stimmenmehrheit 7 Stimmen gegen 
5; aber in dem Falle der Heinften Stimmenmehrheit fam der Aſſiſen⸗ 
hof dazwifchen und die Verurtheilung war nur dann definitiv, wenn 
jich die Mehrheit der 5 Richter, woraus der Aſſiſenhof damals beftand, 
an die Mehrheit der Gefchworenen anfchloff. ES müffen daher die bei 
der Heinften Stimmenmehrheit und die bei den Stimmenmehrheiten von 
wenigftens 8 Stimmen gegen 4 ausgefprochenen Berurtheilungen bes 
fonderd betrachtet werden. Fuͤr die lebtern find die Zahlenwerthe der 
Wahrfcheinlichfeiten P, und P/,, I, und I',, D, und D’,, AL 
und A’, die eben ———— weil die MWerthe von Z und k, und. 
k' in En Sahren vor 1831 diefelben waren, als in bien Jahre 
($. 137). Von 1825 bis 1830 betrug die Anzahl der bei dieſer 
Stimmenmehrheit von wenigftens 8 Stimmen gegen 4 wegen Berbres 
chen gegen Perfonen Berurtheilten ungefähr 5000 und die Anzahl. der 
wegen Berbrechen gegen das Eigenthum Verurtheilten faft 20000, 
Nach den vorhergehenden Werthen von D, und D’, waren alfo von 
der erften Art der Verbrechen ungefähr 35 an von der andern 8 nicht 
verurtheilbar, was ohne Zweifel beiweitem zu. viel waͤre, wenn bien 
mit gefagt wäre, daff fie wirklich unfchuldig wären. 

Sn Beziehung auf die bei der kleinſten Stimmenmehrheit von 7 
Stimmen gegen 5 auögefprochenen Verurtheilungen hat man für die 
Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Verurtheilte fehuldig war:, 

we kt? 
rer 
wenn man in der Formel (7) 


. t | 
ENDE I I Te 


1-+1 7 RL 
fest. In Beziehung auf Verbrechen gegen Perfonen hat man, wie 
weiter oben: | 
!=2,112, k= 0,5354, 
und hieraus ergibt fich: 
P,='0,8372. 


Für Verbrechen gegen das Gigenthum verwandelt man p,, k,t in 


p',,.R', 2 amd ſetzt, wie vorhin: 
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Ba IHN X’ 377 3,4869 r Jr 2 0,6744, 

x Ar —M 6 ⸗ 

Be 
use: p',=.0,9618 


hr: Wenn man endlich die beiden Arten von Verbrechen ohne Unter: 
ſcheidung und für. ganz Frankreich betrachtet, fo muff, man k — 0,6391 
und 22,99 nehmen ($. 140), und wenn man den correfpondiren- 
den Werth von p, vder die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Verurtheilte 
fhuldig ift, mit ©, bezeichnet; fo hat man: 


5,—0,9406. 


Wenn man diefe Werthe von p,, p',, ©, von der Einheit abs 
zieht, fo erhält man fehr nahe IS, E45, 100 für die Wahrfchein: 
ichkeit des Irrthumes eines Gefchworenengerichtes in den drei eben bes 
trachteten Fällen. Nach der Laplacefchen Formel’($. 132) waͤre dieſe 
MWahrfcheinlichkeit in dieſen drei Fällen _diefelbe und gleih 0,29, d. h. 
faft doppelt fo groß, als der Wert) von I—p,, und das Funffache 
des Werthes von P—9,. In dem folgenden werden wir. fehen, 
worauf fich dieſe Wahrſcheinlichkeit 1— ©, der Unſchuld Des: Ange: 
klagten reducirt, wenn das Verdammungsurtheil der Geſchworenen durch 
den Aſſiſenhof bei der Stimmenmehrheit von wa 3 Stimmen 
‚gegen 2: beftätigt wird. 
Wenn man’ zur Berechnung Der Merthe von: k * tt, oder von 
und 40 für die gegenwärtige Zeit hinreichende Beobachtungsvata hat, 
fo ergeben. fi) "daraus, wie bereits: oben ($. 140) bemerkt worden, 
durch eine der vorhergehenden ähnliche Nechnung , die N me 
Bahrfcheinlichkeiten P., I,, Dis Ag, der 2, 45 — 
und vergleicht man ſie mit ben Mahrfpeintichkeiten pP. Ri — 9 
der P',, Dur welche wir für- Die Soode bh N 
‚gefunden haben; fo kann man z. B. mit völliger Zuverläffigkeit die 
relativen Vortheile der Griminalgefeßgebung zu dieſen beiden Zeiten in 
Beziehung auf die öffentliche Sicherheit und auf die Garantie, welche 
man den Angeklagten ſchuldig if, Fennen lernen, 

Wenn die Data der Beobachtung diefelben bleiben, fo wird den— 
jelben nach der Bemerkung. in $..138 durch zwei verſchiedene Werthe— 
pagre von und oder von A umd.w', d.h. für Werhe dieſer 
Größen, , wovon. die einen. größer ‚und die andern Kleiner als 4 nder 
die ‚Ergänzungen, der erften zur Einheit find, Genuͤge geleiſtet. Wir. ha- 
sen z. B. für das Sahr 1831, und für Verbrechen gegen, dad Eigenthum 


kt = 0,6744) u = 0,7771 


23" 
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gefunden, und wenn wir die Beobachtungsdata anwenden, wovon wi 
Gebrauch gemacht haben, ſo koͤnnen wir daraus ebenfalls auch 

k'—1 — 0,6744— 0,3256, u" =1 — 0,7771 = 0,2229 
ableiten; und wenn fich der Werth von u’ in 1 — uw verwandelt , ſo 
verwandelt fich der von Z' gleichzeitig in ; man hat alfo auch: & 

1 br 190 


IE — 0,2868, 
3,1865 


und wenn man wieder, wie weiter oben 
| Ey 
-— — 0,6034 
g' 


nimmt; fo findet man: Nies a 

P', = 0,000675, I ae 
fo daſſ die Verurthetlung Die Mahrfcheinlichkeit, daſſ der Angeklagte 
fehuldig ift, ſtatt zu vergrößern, im Gegentheil vermindeet und faft auf 
Null reducirt hätte, Allein nach dem bereits citirten $. muͤſſen diefe 
Werthe der Unbekannten Ak und z oder A und, w’, welde Kleiner 
find, als die der entgegengefeßten Wahrfcheinlichkeiten und von der Rech⸗ 
nung auch gegeben werden muͤſſen, damit fie auch den Fall mit ums 
fafit, wo in einer fehr großen Anzahl außergemühnlicher Entfcheidungen 
die gefeßlihe Schuld der Verurtheilten weniger wahrjcheinlich iſt, als 
ihre Unſchuld, im Allgemeinen verworfen werden. 1 


8.145. Wenn wir in der erften ber Formeln (6) 


’ | 1 
1 Sara ir And Y Aoamens RER u Re 
' [4 [4 1+t 


1-41 
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lichkeit Py der Schuld des Angeklagten , nachdem er verurteilt if, die 
Gleichung: | | | 
ee - | 14+5:#10227 ° 

B=klı — — 5 ir ur 
ober wegen der vorhergehenden Gleichung: 
@k—1)e,P,-k(k—1+e,). 


Bei der Anwendung diefer Gleihungen auf den Tall, wo ber An⸗ 
geklagte bereits durch ein Geſchworenengericht bei der kleinſten Stimmen: 
mehrheit von 7 Stimmen gegen 5 verurtheilt iſt und dann vor, den 
Aſſiſenhof geſtellt wird, wie ſolches vor dem Jahre 1831 der Fall war, 
nimmt man für A die aus der Entſcheidung des Geſchworenengerichtes 
reſultirende Wahrſcheinlichkeit der Schuld des Angeklagten. Der genaͤ— 
herte und ſehr wahrſcheinliche Werth von €, ergibt ſich aus der Beob⸗ 
achtung und iſt dem Quotienten aus der von dem Aſſiſenhofe in einer 
fehr großen Anzahl von Griminalproceffen ausgefprochenen Verdammungs⸗ 
»urtheile und diefer fehr großen Zahl der Griminalproceffe gleih. Nun 
‚ergibt ſich aber aus den Comptes generaux, daſſ während der 5 Jahre 
von 1826 bis 1830, nachdem die Gefchworenengerichte bei der Stim— 
menmehrheit von 7 Stimmen gegen 5 in 1911 Fällen ein Verdam— 
ı mungsurtheil ausgefprochen hatten, diefe Verdammungsurtheile von den 
Affifenhöfen 1597 mal beftätigt wurden. Aber Dieje Comptes generaux 
‚ geben nicht an, wie viel Verbrechen gegen Perfonen und wie viel ge— 
‚gen das ‚Eigenthum fi unter den 1911 und 1597 Fällen befinden. 
Wir find alſo genöthigt, die Wahrfcheinlichkeit P, und Die Unbekannte 
‚2 ohne Unterfheidung diefer beiden Arten von Verbrechen zu beftimmen. 
Zu dem Zwede nehmen wir: 


und für k ven Werth von @, im vorhergehenden $., namlich: 
i k— 0,9406, | 
welche Größe, wie es auch der Fall fein mufj ($. 118), das Ber: 


Hältniff c, der Verurtheilungen überfteigt. 
Dr Bermittelft diefer Werthe findet man: 


RR P,=0,9916 


h * 
für die Wahrſcheinlichkeit, daff ein Angeklagter ſchuldig war, wenn et 
ſucceſſive durch das Geſchworenengericht bei der. kleinſten Stimmenmehr— 
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heit von 7 Stimmengegen 5 und durch die Nichter des Affifenhofes 
bei einer Mehrheit von wenigftens 3 Stimmen gegen 2 verurtheilt ifk 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ er unſchuldig ift, ift folglich fehr wenig 
von 199 verſchieden, fo daſſ von den 1597 DVerurtheilten fehr wahr: 


fcheinlich ungefähr 15 nicht verurtheilbar waren. 
Diefelben Werthe von A und c, geben: 
ni Pan * F 


— 0,1188 
Dash —— 


J 


wornach ſich die zur Beſtimmung der Unbekannten? dienende Gleichung in 


145241022 (0,1188) 1 +98. 
verwandelt. Aus derfelben ergibt ſich: ⸗ 


!=2,789, u=0,7361,: 


welches zeigt, . daſſ die Wahrſcheinlichkeit zz des Nichtirrens der Richter 
jehr. wenig. von. der. weiter oben ($. 140) für die Gefchworenen ohne, 
Unterfcheidung, der Art der. Verbrechen gefundenen — 0,7494. verichie- | 


den ift. 


$..146, Die Formeln, wovon wir eben verfchiedene Unwendun— 


gen auf die, Entfheidungen in Criminalproceffen. gemacht haben, find 


| 


ebenfalld auf alle in fehr ‚großer Anzahl flattgehabte Entiheidungen an⸗ 
derer Arten, z. B. auf die Entſcheidungen der Correctionspolizei und 
auf die der Militaͤrjuſtiz anwendbar. Um ſie aber anwenden zu koͤn⸗ 


nen, muſſ man fuͤr jede Art der Entſcheidungen die zur Beſtimmung 


der in dieſen Formeln vorkommenden Elemente erforderlichen Beobach⸗ 


tungsdata kennen. | 


Die Comptes generaux de "Administration de la iustice eri- 


minelle enthalten auch die Reſultate der Gorrectionspolizei. Während 
der 9 Jahre von 1825 bis 1833 hat die Anzahl der in ganz Frankreich 
vor Die Eorrectionspolizei geftellten Individuen 1710174 betragen, wo: 


von 1264500 verurtheilt find, ſo daſſ das Berhältniff der Anzahl der 


Verurtheilten zu der der Angeklagten — 0,8568 iſt. Diefes Berhältniff 
hat ſich nicht merklich won einem Sabre zum andern geändert ) und es 


bat immer zwifchen 0,54 und 0,87 gelegen. Die Anzahl der Richter. 
in den Zribunalen der Correctionspolizei ift verſchieden, und fie muff 
wenigftens — 3 fein, was auch gewöhnlich der Fall if. Es ift als— 
denn zur VBerurtheilung eine Mehrheit von 2 Stimmen gegen eine hin⸗ 
veichend, und man erhält folglich die Wahrfcheinlichkeit EC , daff ein Anz 


geklagter von der Correctionspolizei dverurtheilt: wird, wenn: man in ber 
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erften der Gleichungen (6) n=3, — 1 und zugleich — fuͤr  feßt, 


welches | F 
ERDE (1-+1)3 


gibt. Für den genäherten und fehr wahrfcheinlichen Werth von C 5, 
welchen die Beobachtung gibt, nehmen wir das Berhältnijf 0,8363 ; 
allein dieſes Datum ift zur Beflimmung Der beiden Unbekannten / und 
£ nicht zureichend, fondern man müffte auch willen, wie viele von den 
1464500 ausgefprochenen Qerurtheilungen bei der Einftimmigfeit und 
wie viele bei der einfachen Stimmenmehrheit von 2 Stimmen gegen 
eine ftattgehabt haben, was aber die Comptes generaux nicht ange: 
den. Wenn man annimmt, daff die Wahrfcheinlichkeit des Nichtirrens 
für die Richter der Correctionspolizei — 8 ift, wie ed im Algemeinen 
für die Gefchworenen der Fall ift, und man fett in der vorhergehenden 
Gleihung ce, — 0,8563, 1=3; fo ergibt fih für A ein größerer 
Werth, als die Einheit, und folglich iſt diefe Annahme unzuläffig. Man 
hat Grund, anzunehmen, daſſ dieſe MWahrfcheinlichkeit des Nichtirrens 
für die Richter größer ift, als für die Geſchworenen, ohne daſſ wir 
jedoch angeben koͤnnen, um wie viel die erftere ‚größer ift, als Die 
‚zweite, weil e8 an den nöthigen Beobachtungsdaten Fehlt. | 
Die Kriegscollegien beftehen aus 7 Richtern, und es ift zur Ver: 
urtheilung wenigſtens eine Stimmenmehrheit von 5 gegen 2 geſetzlich 
erforderlich. Die Wahrfcheinlichkeit ce, , daſſ ein Angeklagter verurtheilt 
‚wird, ergibt fich folglich aus der erften Der Gleichungen (6), wenn man 


ee . e t e e . 
darin n—%, i=2 und zugleich mon für u fest, namlich: 


* a; En mag 
In den Comptes generaux de l’ Administration de la iustice 
‚militaire, welche von dem Kriegsminifter publicirt werben, wird die Ans 
zahl der VerurtHeilten auf 3 der Anzahl ber Angeklagten geſchaͤtzt. Da 
dieſes Verhaͤltniſſ aus einer fehr großen Anzahl von Urtheilen abgeleitet 
iſt, fo kann man folglich den Bruch 2 für den genäherten und fehr 
wahrfcheinlihen Werth) von Ca nehmenz allein dieſes Datum ift zur 
' Beftimmung der beiden in der vorhergehenden Gleihung vorkommenden 
Unbekannten nicht zureichend. Nimmt man an, daſſ die MWahrjchein: 
lichkeit des Nichtirrens für bie Mititärrichter fehr wenig von der für die 
Geſchworenen der Affifenhöfe verſchieden ift, und feßt fie folglich — Fr 
fo wäre 3, 0,5, und aus dieſer Gleichung ergabe ſich: 


. N 
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k=0,8793, 1—%k= 0,1207, RE 


‚To dafj man etwad mehr, als 7 gegen 1 wetten Eönnte, daſſ eine‘ 


Mititärperfon ſchuldig ift, wenn fie vor ein Krichsgericht geftellt wird, 
Vermoͤge der Formeln (9) und der erften der Gleichungen (6) hat man: 


(14+9°7e,P,=k(dT+716-42135) 


zur Beflimmung der Wahrfcheinlichfeit P,, daſſ ‚der Angeklagte nach 
ftattgehabter Verurtheilung ſchuldig ift, und vermittelft der vorhergehen⸗ 


den Werthe von c,, 2, k ergibt ſich: | 
P,=0,9976, 


woraus erhellet, wie wenig diefe Wahrſcheinlichkeit von der Gewiſſheit 
verſchieden iſt. Allein dieſes Reſultat gruͤndet ſich auf einen hypotheti⸗ 
ſchen Werth von Z oder A, deſſen Grad der. Genauigkeit: wir nicht. 


angeben koͤnnen. Defienungeachtet würde es intereffant fein, die Mi— 


litaͤrjuſtiz mit der. der Aſſiſenhoͤfe hinſichtlich der WahrfcheinlichFeit der Riche 


tigkeit ihrer Urtheile auf eine zuverläfige Weife vergleichen zu koͤnnen. 
Zu dem Zwede müffte man in Beziehung auf die verurtheilten Militärper- 
fonen außer dem Verhältniffe 3 ihrer Gefammtzahl zu der der Angeklagten 
auch das Verhaͤltniſſ der bei der Einftimmigkeit der Richter Verurtheil- 
ten, fo wie das Verhältnif] der. bei den beiden Stimmenmehrheiten von 
6 Stimmen gegen 1 oder von 5 gegen 2 Verurtheilten zu der. Ge— 
ſammtzahl der Angeklagten kennen. Leider kennen wir aber dieſes zweite 


Datum nicht aus der Beobachtung und es läfft ſich auch Durch Feine | 


einigermaßen wahrfcheinliche Hypotheſe erſetzen. 


$. 147. Zum Schluffe diefes Werkes wollen wir nun noch die 


Wahrfcheinlichkeit der Urtheile der Tribunale in Civilproceffen betrachten. 


In einem Givilproceffe kommt e3 darauf an, zu entfcheiden, welche 
von zwei Parteien, wovon die eine die andere anklagt, das Hecht 


auf ihrer Seite hat. Dieſes würde durch Nichter, für welche ed 
feine Wahrfcheinlichkeit des Irrens gäbe, mit völliger Gewiffheit ent— 


Ihieden werden, und wie groß ihre Anzahl auch fein möchte, fo wuͤrde 
das Urtheil doch immer bei der Eintimmigfeit derfelben gefällt werden. 


Allein diefes verhält fich nicht fo. Es gefchicht oft, daſſ zwei gleich 


einfühtsvolle Richter, welche denfelben Proceff mit aller ihnen möglichen 


Aufmerkſamkeit unterfucht haben, deffenungeachtet entgegengeſetzte Ur⸗ 


theile daruͤber faͤllen. Man muſſ alſo annehmen, daff für jeden Rich— 


ter eine gewiffe Wahrfcheinlichkeit des Irrthumes in feinem Urrtheile ſtatt⸗ 
findet. Sie iſt von dem Grade der Einſicht und der Rechtlichkeit des 
Richters abhaͤngig, fie iſt nicht a priori bekannt und ihr Werth muſſ, 


= Te 


361 


wenn es möglich ift, durch die fogleich anzugebenden Mittel aus der Be— 
obachtung abgeleitet werden. Wenn diefe, oder die entgegengelekte 
Wahrfcheinlichkeit für alle Richter eines Zribunales beftimmt ift, fo kann 
man daraus die Wahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit ihres Urtheiles, d. h. 
feiner Uebereinftimmung mit dem Urtheile, welches von infaillibein Rich— 
tern würde ausgefprochen werden, ableiten. Auch kann man daraus 
die Wahrfcheinlichkeit ableiten, daſſ andere Nichter, für welche die Wahr: 
fcheinlichFeit des Nichtirrens ebenfallß gegeben wäre, das Urtheil der ers 
ſtern beftätigen. Diefes zweite Problem ift dem ähnlich, weiches wir 
bei den Urtheilen in Griminalproceffen betrachtet haben. Die im Vor: 
hergehenden mit A bezeichnete Größe drüdt jetzt die MW ahrfcheinlichFeit 
aus, daſſ eine der beiden Parteien Necht hat, wenn das erfte Urtheil 
zu ihren Gunften ausgefallen iſt. Aber wenn der Procefj zum erften 
Male vor die Giviltribunale gelangt, fo findet vor der Entfcheidung 
keine Wahrfcheinlichkeit ftatt, welche der einen oder der andern Partei 
günftig wäre. Man hat alfo hier Feine der Wahrſcheinlichkeit k ana: 
Inge zu betrachten und bie allein durch Die Beobachtung zu beftimmen= 
den Unbekannten find bier die Wahrfcheinlichfeiten des Nichtirrens der 
Richter. | | 
$. 148. Wir wollen zuerfi ein aus drei Nichtern A, A’, 4 bes 
ftehendes Tribunal erfter Inftanz betrachten. Es feien u, u’, u“ die 
reſp. Wahrfcheinlichkeiten des Nichtirrens dieſer Richter und € die Wahr- 
fcheinlichkeit, daſſ fie einflimmig urtheilen, welches ftattfindet, wenn ſich 
keiner der Richter irret, oder wenn ſich alle drei irren; ſo iſt die Wahr⸗ 
ſcheinlichkeit des erſten Falles — wu’ u und die des zweiten —(1—1) 
(1—u)(1 — ur), Die vollftändige Wahrſcheinlichkeit c hat alfo fol- 
genden Werth: | | 


czuuu'4+(1—u(l — u) (1 —u)... 


Wenn da3 einftimmige Urtheil gefällt ift, fo Tann man zwei Voraus: 
feßungen machen; man kann nämlich annehmen, daſſ der Proceſſ rich⸗ 
tig, oder daſſ er unrichtig entſchieden iſt. Im ber erſten Vorausſetzung 
darf ſich keiner der drei Richter geirret haben und in der zweiten muͤſ—⸗ 
fen fie ſich alle drei geirret haben. Die Wahrſcheinlichkeit des beob= 
achteten Ereigniffes, welches hier das bei der Einftimmigfeit der Rich— 
ter gefällte Urtheit ift, ift folglih = uu' u’, wenn bie erfte Voraus: 
ſetzung wahr ift, und =(1— u) A — w)(1 — u”), wenn fie falch ift. 
Wenn man’ alfo auf diefe Hypotheſen die Negel für die Beſtimmung 
der Mahrfcheinlichkeit der Urfachen ($. 28) anwendet umd die Wahr: 
ſcheinlichkeit der erften Urfache oder der Richtigkeit des Urtheiles p nennt; 
fo hat man: | 


- 
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| uu u“ | 
PT au u" + (1 — u) (1— u‘) (1— u)! 


oder was daffelbe ift: 
ep=zuuuf, 
Wenn das Urtheil der drei Nichter nicht einſtimmig ift, fo-hat 
einer derfelben zu Gunften einer der Parteien. und, die beiden andern 
zu. Gunſten der, andern Partei entſchieden. Bezeichnet man, die Wahr: 
fcheinlichfeiten, daſſ der, Richter A, oder A! , oder A, ein: von-den 
beiden andern. verfchiedened Urtheil falt, und alfo der in Rede flehende 
Fall flattfindet, mit @, a’, a; fo hat man: 


a—(1 - wu u" ul —u)(l — u‘) 
a —=(1—u)uu'HuW(1 — ul — u’) 
"!"— (1 — uN)uwW+u'(1 -u)(L —u); 


denn der erfte Kal findet z. B. flatt, wenn A und A“ fih nicht ir 
ven und A fich irret, oder wenn A’ und A" ſich irren und A nicht, | 
und ebenfo für die beiden andern Falle, Bezeichnet man die Wahr: 
fcheinlichfeit eines nicht bei der Einftimmigfeit der Richter gefällten Ur— 
theiles allgemein mit D, fo hat man: 


b=zat+e-tat, 


und da diefes Urtheil, oder ein einftimmiges Urtheil gefällt werden mufl, 
fo muff +c=1 fein, was ſich leicht nachweifen laͤſſt. Hieraus folgt: 


b=1—uu u" — A — WA—u)(1 —u). 


Sol das. Urtheil richtig fein, fo ift erforderlich, daſſ ſich die beis 
den übereinftimmend urtheilenden und die Stimmenmehrheit bildenden 
Richter nicht geirret haben, und wenn das Urtheil unrichtig fein. foll, 
fo müffen fie fich geirret haben. Wenn man alfo die Wahrſcheinlich— 
keit der. Nichtigkeit eines nicht bei der Einftimmigkeit der Richter ges 
fällten Urtheiles mit g bezeichnet, fo hat man auch nad) der Regel für 
die Beftimmung der Wahrfcheinlichfeit der Urfachen oder Hypothefen: 


by= (tt wu wu" +1 - wWuu' tl — uyuu!. 
Nun ſei in einer fehr großen Anzahl u von denſelben 3 Richtern 
A, A, 4" gefaͤllter Urtheile y die Anzahl der einſtimmigen und & die 


der nicht einftimmigen Urtheile, und unter diefen letztern fein c, @', a" 
die Anzahlen der Urtheile, wo der Richter A, oder A’, oder A”, nicht 


363 


wie die beiden andern geurtheilt hat; fo ift mit einer fehr großen Ans 
näherung und Höchft wahrfcheinlich : | 


EIN 


f ⸗ “4 
TR 6 & @ at, 
rip za) ma NIE 
u N % it! u: 4 


Da die Zahl 8 die Summender Bahlen &,.@', @ und die Zahl 
b die Summe der Zahlen a, a’, d““ ift, jo iſt die zweite diefer Gleis 
hungen eine Folge aus ven drei lebten und die 9 Gleichungen redu— 
ciren fih auf 4. Wenn die Zahlen «, a, a durch die Beobachtung 
gegeben wären, und man ſubſtituirte Die vorhergehenden Ausdruͤcke von 
a, a', a" in die drei letzten Gleichungen; fo fünnte man daraus. die 
Werthe von zu, u’, u’ ableiten, und wenn man den Ausdrud von 
ce in die erfte Gleichung feste, fo ergäbe fi daraus der Werth von 
Y, fo dajj, wenn diefe Zahl y auch durch die Beobachtung gegeben 
wäre, die DVergleichung des beobachteten und berechneten Werthes Der 
felben zur Prüfung der Theorie dienen könnte. Wenn die Werfhe von 
u, uf, u auf diefe Weiſe beſtimmt wären, fo könnte man vermittelft 
der. vorhergehenden Formeln daraus leicht die Wahrfcheinlichkeiten p und 
9 der Nichtigkeit eines einflimmigen und nicht einftimmigen Urtheiles 
der Nichter ableiten. Allein die Zahlen y, @, @', @' find für Fein 
Zribunal aus der Beobachtung befannt, und um ein Anwendungsbei- 
ſpiel diefer Formeln zu geben, wollen wir die Werthe. der, Wahrfchein- 
lichkeiten zz, w’, u" willfürlih annehmen und 5. B.: 


—4 ud, ul3 
UT AT INNE, 


feßen. Fuͤr jeden der drei Nichter ift die Wahrſcheinlichkeit des Nichte 
irrend größer, alö die des Irrens; die Richter A' und A" haben eine 
gleich gute Einfiht in die Sache und biefelbe Mahrfcheinlichfeit des 
Nichtirrens, während der Richter A eine tiefere. Einfiht hat „und bie 
Wahrſcheinlichkeit feines Irrens kleiner iſt. Es iſt: 


— 8 — 17 
ee 


ſo daſſ man 17 gegen 8, oder etwas mehr, ald 2 gegen 1: wetten 
kann, daſſ die drei Nichter Fein einftimmiges Urtheil fällen. Auch if: 


pP=10r I = 85 
fo daſſ man’ alfo 9 gegen 1 wetten koͤnnte, daſſ das einftimmige Ur: 
theil der Richter richtig ift, und blos 57 gegen 28, oder ungefähr 2 
gegen 1, daſſ sein: nicht einſtimmiges Urtheil derfelben richtig. iſt. 
Für diefe drei Richter wäre die mittlere MWahrfcheinlichkeit des Nicht: 
irrens: | 
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aut, nd 


wenn man vorausfekt, daff fie eine gleiche Einficht in die Sache has 
ben, und wenn man diefen. Bruch, 3 für den gemeinfchaftlihen Werth 
von u, uw, u“ nimmt; fo findet man: 


b cz, d=5,P=9 97 * 
Da dieſe Werthe von p und g etwas kleiner find, als die vorhergehen= 
den, fo folgt, daſſ in unferm Beifpiele Durch die Annahme einer glei— | 
hen Einficht der drei Nichter die Wahrfcheinlichkeit der Nichtigkeit eines 
einftimmigen oder nicht einflimmigen. Urtheiled vermindert wird. Da 
aber anderer Seits der letzte Werth von c großer ift, ald der erfte und 
der erfte Werth von db größer, als der letzte, ſo wird durch dieſe An— 
nahme die -Wahrfcheinlichkeit eines einftimmigen Urtheiles der drei Niche 
fer vergrößert, und folglich die eines nicht einftimmigen Urtheiles verz 
mindert. - 

Wenn wir nicht wiffen, ob ein von drei Richtern gefälltes Urtheil 
ein einftimmiges ift, oder nicht, fo ift der Grund, welchen wir für Die 
Annahme der Nichtigkeit dieſes Urtheiles haben, von p und g verſchie— 
den. Bezeichnet man in diefem Falle die Wahrfcheinlichkeit der. Rich— 
tigkeit diefes Urtheiles mit 73 fo hat man: 


r=uu u" (1 — u) wu" +1 — uN)uu' +1 — u)uu‘ 


Denn in der Vorausſetzung der Nichtigkeit des; Urtheiles kann das ge— 
fällte Urtheil oder das beobachtete Ereigniff in 4 verichiedenen Fällen’ 
ftattgefunden haben, deren Wahricheinlichkeiten die vier Glieder des zwei— 
ten Theiles der vorhergehenden Gleichung find. In der. entgegengefeh- 
ten Vorausſetzung wäre Die Wahrfcheinlichkeit. dieſes Ereigniſſes 


- A -WA- NI—- ÿ- u'') 

— A - WA uN+W AL -WA— N), 
und da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten deffelben in den beiden Vor— 
ausfeßungen der Gewiſſheit oder, der Einheit gleich iſt; fo ift der Divi- 
for des ſich aus der Negel in $. 28 ergebenden Ausdrudes von 7 eben 
falls der Einheit gleih. Auch kann man bemerken, daff 


| rzep+bög 


ift, was ſich auch leicht direct nachweiſen ließe. 
Wenn man die vorhergehenden Werthe von u, u’, u nimmt; 
fo findet man: 


—9 
— 
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und wenn man fie.alle —=2 ſetzt; fo. kommt: 
But ir fi r— 2%. 


und da. biefer zweite Werth von 7 etwas Heiner ift, als der .erfte, fo 
folgt, daſſ die Wahrſcheinlichkeit der Richtigkeit des Urtheiles Heiner ift, 
als vorhin, wenn die drei Nichter. eine ‚gleich tiefe Einficht in die vor: 
liegende Sache haben. 

8149. Diefe Formeln laſſen ſich leicht auf die Urtheile eines 
aus einer beliebigen Anzahl von Nichtern beſtehenden Tribunales erfire= 
en; aber man kann Feine Anwendung davon machen, weil es an den 
zur Beflimmung ber Mahrfcheinlichkeiten des Nichtirrend der verfchiede= 
nen Nichter nöthigen Beobachtungsdaten fehlt. Wenn man diefe Wahr: 
fcheinlichkeiten als einander glei, und die Anzahl der Richter wieder = 3 
annimmt, fo hat man unter Beibehaltung der fruͤhern Bezeichnungen: 


cu +1l—W,d=1-uR (io u)8.. 
epzu3, bg=3(1 —u)u?, rzu3-+3(1 — u)u?. 
Nimmt man überdies für c oder 5 den fehr genäherten und hoͤchſt 
Pol 

wahrfcheinlichen Werth = oder FE fo beftimmt die eine oder Die ans 
dere der beiden erſten Gleichungen den Werth von w, fo dafj man zu 
diefer Beſtimmung von einer ſehr großen Anzahl u durch die 3 Rich— 
ter gefallter Urtheile nur Die Anzahl y der bei der Einftimmigfeit, oder 
die Anzahl 8 ‘der nicht bei der Ginftimmigfeit gefällten Urtheile zu ken— 
nen braucht; allein diefes Datum ift ebenfalls nicht aus der Beobad)- 
tung befannt. Wenn man ;. B. 6—=y nähme, fo hätte man: 


„+1 —- W=1— 3ut3u2—1l, 
folgih: 
u=4(1+1V 3), 
d. b. man befäme für zz zwei Werthe, wovon der eine größer und Der 
andere Heiner ald 4 wäre, und da man annehmen muſſ, daſſ Die Wahr: 
fcheinlichfeit des Nichtirrens eines Richters größer iſt, als die entgegen: 


gefetste Wahrfcheinlichkeit; fo erhielte man, wenn man ben erſten die⸗ 
fer beiden Werthe naͤhme: 


u—0,7888, . 
folglich : 
p= 0,9815, 9= 0,7885, r— 0,8850. 


366 


Wenn das bei der Einftimmigfeit, oder bei der Nichteinſtimmigkeit 
der drei Nichter gefüllte Urtheil einem Appellationstribunale vorgelegt wird, ' 
welches 3. B. aus 7 andern Richtern befteht, wovon für jeden die Wahr: 
Tcheinlichkeit des Nichtirrens mit 9 bezeichnet wird, und C bezeichnet Die 
MWahrfcheinlichkeit, daſſ dieſes Urtheil durch das zweite Tribunal‘ bei ei⸗ 


ner Stimmenmehrheit von wenigftens 4 Stimmen gegen 3 beftätigt 


wird; fo wird der Werth von C durch Die erfte der Formeln (6) aus: 


geörhet, wenn man darin F und e für A und u und —J—— n=% 


und 2=8 fekt, wodurch man erhält: | | 3 


C=r[e” +706(1 — )+21%3.(1— 9)? 
+35, 41 =-n)] FAN) [a N +ra mr 
+21(1 - 0,5 92391 -.)* v3]. 

Und in der That muff, wenn dad erfte Urtheil richtig ift, und von. dem 


zweiten Zribunale beftätigt werden foll, feiner der 7 Appellationsrichter 


fich irren, oder e8 muff ſich ein einziger davon irren, wder zwei, ober Drei. 
Nun werden aber die Wahrfcheinlichkeiten diefer 4 "Fälle durch die zwi— 
fchen den erften beiden Klammern ftehenden 4 Glicder ausgedrückt und 
fotalich ift ihre. mit 7 multiplicirte Summe die Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 
Urtheil der erſten drei Richter richtig iſt und beſtaͤtigt wird. Ebenſo ſieht 
man, daſſ der Theil des vorhergehenden Ausdrudes von C, welcher 
1—r zum Factor_hat, die Wahrfcheinlichfeit ausdruͤckt, daſſ das erfte 


Urtheil falſch tft und dennoch beftätigt wird, fo daff die Summe der beis | 
den Theile des Ausdruckes von C die vollftändige MWahrfcheinlichFeit der 
Beftätigung des erften Urtheiles ausdrüdt. Ebenſo ergibt fich, dafj die 


Wahrfcheinlichkeit C* der Caffation des ——— es des erſten Tribu— 
nales durch das zweite Tribunal durch: 

C=(1—r)[p?+706 1 -9)+2105 1-0)?+35v%(1—9)3]. 
+r[a —9)7+7(1-—0)6e+21(1-— 0) #2+35 (1—e)* v?] 
ausgedrückt wird, und da diefes Erfenntniff nothwendig beftätigt oder 
aufgehoben werden muff, fo mug C+U=1 fein, was au, a 
beftätigt wird, daff | 

“fo? +7065(1—9»)4+ 219? (LP)? 3504108] | 
+[(1—9)7’+7(1—)6 + 211 —v)? al +35 (1—r)& v3] 
=e+A-N)]=1 

ft. E& if C= U} fowohl für r—=4 und für einen beliebigen 


2 


Werth von #, als für od und für einen beliebigen Werth von 7, 
was übrigens für ſich einleuchtend if. 
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Wuenn man die beiden Theile des Ausdruckes jeder der Größen C 
und C’ befonders betrachtet, fo Fann man auch fagen, daſſ der erfte 
heil von C die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daſſ die beiden fucceffiven 
Zribunale richtig. urtheilen, daſſ, der zweite Theil von C die Wahr: 
fcheinlichfeit ausdruͤckt, daff fie beide falfch urtheilen, daſſ der erfte Theil 
von C die Wahrfcheinlichkeit ausdruͤckt, daff das erſte Tribunal falfch und 
das zweite richtig urtheilt, und daſſ endlich. der zweite Theil von C’ die 
Mahrfcheinlichkeit ausdrückt, daff das erfte Tribunal richtig und das zweite 
falfch urtheilt. Wenn man alfo die Wahrfcheinlichkeit, daff der Appel- 
lationshof richtig urtheilt, mit @ bezeichnet, das Tribunal erfter Inflanz 
mag) übrigens richtig oder. unrichtig urtheilenz fo ift @ die Summe ber 
beiden erften Theile von C und C’ und 1—o die Summe der zweis 
ten Theile von C und C’, fo dafl 


o=v7 +76 (1 —H)+2105 (1 -)?+35 (1 — 8, 
1-=(d-W7+7a—N6e +21 1-2 +35 


ift, was man auch leicht direct, finden koͤnnte. Bezeichnet man die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ das Erfenntniff dieſes Appellationshofes durch 
einen zweiten ebenfalls aus 7 Richtern beſtehenden Appellationshof be⸗ 
ſtaͤtigt wird, mit D, und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſes nicht der 
Fall iſt, mit I’ und fuͤr jeden dieſer J Nichter die Wahrſcheinlichkeit 
des Nichtirrens mit 5. ſo ergeben ſich die Ausdruͤcke für ZT’ und T 
aus denen für C und C’, wenn man daring und fuͤr r und ſetzt. 
Wenn man alfo m =» annimmt; fo ergibt fich Daraus: 


I r=g?-+(1 —9)?, P=20(1 — 9), | 
‚welche Werthe der Bedingung IHT’—=1 genügen. Nach den Auss 
druͤcken von C und C* konnen die von 0 und 1—_ übrigens auch auf 
\folgende Form gebracht werben: h | 


erſten Theil von C und in der zweiten Vorausfehung durch den zweis 
ten Theil von C ausgedrückt. Die Wahrfcheinlichkeit P der erften Vor: 
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ausfekung wird, folglich durch den Quotienten. aus dem erften Theile 
der Größe C und der Summe ihrer beiden Theile ausgedruͤdt. Wir 


haben folglich: 
| 


und ebenfo findet man: 


GC P'=(1—r) [+71 —)+ 21° (1—»)?+835 v2 (1— sel 


welche Refultate fih auc, aus den Formeln (9) und (10) ergeben, wenn 


man darin k=r, n=7, !—3% feßt, wie es auch der Fall fein muſſ. 
Wenn man die Behruking von _ berüdfichtigt, fo Tonnen diefe Gleis 


chungen auch durch folgende erſetzt werden: 
cCP=zr0, C PZ(1-n). 


8. 150. ‚Zum Ausfpruche eines Urtheiles erfter. Inſtanz find wer 


nigftend 3 Richter und zu einer Erfenntnifffälung des Appellationds 


hofes 7 erforderlih, und im Allgemeinen werden dieſe Eleinften Zah 
len nicht überfchritten, weswegen wir auch die Zahlen 3 und 7 für 


die Anzahlen der Richter der beiden eben betrachteten, auf einander fol: 
genden Tribunale angenommen haben. Wenn man für r feinen Merth 
als Function von z in die erhaltenen Formeln fubftituirt, fo enthalten 


fie die beiden: Wahrfcheinlichkeiten z und #, welche nur aus der Beob⸗ 


achtung abgeleitet werden koͤnnen; aber leider liefert diefe nur ein ein= 
ziged Datum, nämlich das Verhältniff der Anzahl der durch die Appel- 
lationshoͤfe beftätigten Erkenntniffe erfter Inftanz zu der Gefammtzahl der 


vor fie gelangten Urtheile erſter Inſtanz. Um aljo von diefen Formeln ' 


Gebrauch machen zu können, muſſ man die beiden Unbekannten z und 
o vermittelft einer befondern Hypothefe auf eine einzige zurückführen, und 
die Vorausſetzung, welche und am natürlichften geſchienen hat, beſteht 
darin, v=u zu feßen, d. h. anzunehmen, daſſ die Nichter des erften 
Tribunales diefelbe Wahrfcheinlichkeit, fih nicht zu irren, haben als die 
des zweiten. 

Bei einer fehr großen Anzahl u von Urtheilen erfter Inſtanz fei zz 
die Anzahl der beftätigten und folglich u— m die der nicht beftätigten 


Urtheile, fo kann man das Berhältniff = für den ſehr wahrfcheinlichen 


Näherungswerth der mit C bezeichneten Wahrfcheinlichfeit nehmen, und | 


wenn man P2 
1 1 
Ti+t 


A a a 


t 
u 1+t' 


rn ZT 
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feßt, fo ergibt ſich: 
———— ar EFT BL 


gi | (1-1)? 

Bu gleicher Zeit hat man: 
* 6. 1-68 TR ER 2(1-4-3:) 
hi ARTE a 


und wenn man diefe Werthe in den von = fubftituirt, fo erhält man 
N 


zur Beflimmung des Werthes von Z und folglich zur Beftimmung des 
Werthes von zz eine Gleichung des zehnten Grades, In dem Falle, wo 
v—=u ift, bleibt der Ausdrud von C derfelbe, wenn man darin z und r 
refp. in 1 — u und 1 — r verwandelt, was der Veränderung von Zin 


1 | 
a entfpricht. - Hieraus folgt, daff, wenn dem gegebenen Werthe von 2 


1% 
‚durch einen Werth von Z<1 genügt wird, demfelben auch durch einen 
Werth von 2>1 Genüge gefchieht, und. in der That ift die Gleichung, 
‚von welcher die Unbekannte Z abhängt, eine reciprofe, welche bekanntlich 


e ; — 
ungeaͤndert bleibt, wenn man? in — verwandelt. Man muſſ aber den 


Werth von Z nehmen, welcher größer iſt als die Einheit; denn dieſer iſt 
es, welcher einem größern Werthe von zz als 4,0. h. dem Falle ent- 
fpriht, wo die Wahrfcheinlichfeit des Nichtirrens größer ift, als die des 
Irrens, wa3 man in dem vorliegenden Sale annehmen muff. 

8.151. Der von der franzöfifchen Regierung herausgegebene Compte 
general de Administration de la instice civile gibt für den Bezirk 
‚jedes Appellationshofes die Anzahlen m und m—u ver beftätigten und 
nicht beftätigten Urtheile für die legten drei Monate des Jahres 1831 
‚und für die Sahre 1832, 1833, Aber Faum bei dem Parifer Appella- 
‚tionshofe ift die Gefammtzahl u groß genug, um allein zur Beftimmung 
von Z dienen zu fünnen, und wir find folglich für jest genöthigt, wie bei 
den Gefihworenen, anzunehmen, daff die Wahrfcheinlichkeit u des Nicht: 
irrens fur alle Richter Frankreichs faft diefelbe ift, fo dafj man zur Bes 
ſtimmung von Z’die fih auf alle Appellationshöfe von ganz Frankreich 
beziehenden Werthe von m und u— m anwenden fann. Nun ift aber 
für die legten drei Monate des Jahres 1831, für die Be 1852 
und 1833 für ganz Frankreich: 


m=976, m=5301, mi 5470, 


"u-m=388, u -—m=2405, u — m= 2617 
Poiſſon's Wahrfcheinlichkeitsr, 2c. 2A. 
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gewefen, woraus ſich für dieſe drei Perioden; 


m zn 


N 0,7155, —- =0,6879, — = 0,6764 
r M M 


ergibt. Die beiden lebten Berhältniffe, welche den ganzen Jahren ent: 
forechen, find noch nicht um „I, ihres arithmetifchen Mitteld von einz 
onder verichieden, welches ein fehr merfwürdiges Beifpiel des Gefehed 
der großen Zahlen darbietet.*) Wenn man für m und u die Summen 
der fich auf diefe drei Perioden beziehenden Zahlen nimmt, fo erhält mans, 


m—11747, u=17157, -- —= 0,6847, 
na 


und wenn man die ſich auf den Pariſer Appellationshof beziehenden 
Zahlen allein betrachtete, fo hätte man: 


m—=2510, u=3297, —-— 0,7613, 
# 


fo daff für den Bezirk dieſes Appellationshofes das Verhältniff a ſei⸗ 
u 


nen mittlern Werth für ganz Frankreich ungefähr um 4 feines Werthes 
für ganz Frankreich übertrifft. 


2 m 
Wenn man den fih auf ganz Frankreich beziehenden Werth — 
—=0,6847 anwendet, fo findet man: | / 


. 12,157, u= 0,6832, r— 0,7626. 


Nach diefem Werthe von 7 kann man alfo etwas mehr ald 3 gegen 
1 wetten, daſſ ein Urtheil erfter Inſtanz richtig ift, wenn man weder 
dad Zribunal fennt, von dem es gefällt ift, noch die Art des Proceffes. 
Auch fieht man, daſſ die MWahrfcheinlichkeit zz des Nichtirrens für die 
Richter in Civilproceffen den Bruch 0,6788, welcher diefe Wahrfcheinlich- 
feit für die Gefchworenen vor 1832, d. h. ehe das Gefek die Beruͤckſichti— 
gung der Milderungsgründe vorfchrieb, ausdrückt, nur fehr wenig übertrifft. 

Vermittelſt diefes MWerthes von r, und wenn man die Verhältniffe 


zn „—m 5 R ; N ? ä 
ET für die Merthe von C und C’ nimmt, ergibt fi aus 


den Formeln des vorhergehenden 8.: 


ner, 
® . r . m | 
) Diefes Gefeß wird von neuem dur⸗ den Werth ves Verhältniffes — — 0,6958 
k f% | 


für dad Jahr 1834 beftätigt, welcher Werth vor Kurzem in dem Compte’ 
general ete. fir das Sahr 1834 von der Regierung bekannt gemacht iſt. 
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P=0,9479, P'=0,6409, T— 0,7466, 


woraus erhellet, daſſ man faft 19 gegen 1 wetten kann, daff ein von 
einem Appellationshofe beftätigtes Urtheil erfter Inftanz richtig ift, und 
wenigftend 2 gegen 1, wenn es nicht beflätigt wird. Auch fieht man, 
daſſ, wenn man nicht weiß, ob das Erkenntniſſ zweiter Inſtanz mit 
dem erſter Inſtanz übereinftimmt, oder nicht, die Wahrfcheinlichkeit 7, 
daſſ es von einem zweiten Appellationshofe, welcher nach denfelben Da- 
ten urtheilt, als der erfte, beflätigt wird, etwas Fleiner als 3 ifl. Die 
vier Theile, woraus die gegebenen Ausdruͤcke von C und ei beftehen, 
haben folgende Werthe: 


r0o=0,6495, (L—r)o=0,2022, 

r(1—e)=0,1131, (L—r)(1— 0)= 0,0352, 
und diefe Brüche, deren Summe gleich der Einheit ift, druͤcken reſp. 
die Wahrfcheinlichfeiten aus, daſſ die beiden fucceffiven Zribunale erfter 
und zweiter Inſtanz richtig, daſſ das erfte unrichtig und das zweite 


richtig, daſſ das erfte richtig und das zweite A ‚ und endlich. 
daſſ beide unrichtig urtheilen. 
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Anhang IT. Ä 
Anwendung der Wahrfcheinlichkeitsrechnung auf 


die Berechnung Der Lebensrenten, Lebensver: 
ficherungen, u. 1. w. 


2 
$. 11. Eine Leib- oder Lebensrente iſt, wie ſchon der Name 
anzeigt, eine ſolche, welche einer Perſon 4 fo lange gezahlt wird, als 
fie lebt. Der Werth einer folchen Leibrente ift alfo von der Lebens— 
wahrfcheinlichfeit der Perfon A abhängig, weil es nicht gewiff ift, daſſ 


diefe Perſon ein beflimmtes Alter erreicht. Desgleichen, wenn ein 


Ehemann feiner Ehefrau eine Wittwenpenfion Faufen will, fo ift der 


Werth diefer Penfion offenbar von der Lebenswahrfcheinlichfeit beider ab— 


hängig, elc. Es kommt alfo bei Unterfuchungen diefer Art zunächft 


darauf an, die Lebenswahrfcheinlichkeit der Menfchen in den verfchiedes 
nen Altern des menfchlichen Lebens zu ermitteln. Zu dem Zwecke be: 
flimmt man durch Beobachtung, wie viele von einer hinreichend großen 
Anzahl Neugeborener, z. B. von 1000 oder 10000, am Ende. dı$ 
Iften, 2ten, 3ten, ... Lebensjahres noch leben. Denn bezeichnen 
wir die betrachtete Anzahl der Neugeborenen mit a, und die davon 


am Ende des 1ften, Zten, 3ten, ... Sahres noch Lebenden refp, 


mit a), A2, @y,.:.5 fo wird offenbar die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
irgend eins Diefer Kinder 1,2,3, ... Jahre alt wird, reſp. durch: 
| a, 442 — —— 
— —————— a 
ausgedruͤckt. Um aber die Werthe von a, , Ay, Ag, ... zu finden, 
müffte man eigentlih die a, —=1000 oder = 10000 Neugeborenen ihr 
ganzes Leben hindurch beobachten, bis fie fammtlich ausgeftorben wäz 
ten; allein dieſes würde viel zu weitläufig, fehwierig und unficher fein, 


weil mehrere folcher Beobachtungsreihen erforderlich find, um zufällige 
temporäre Einflüffe auf das gefuchte mittlere Refultat zu befeitigen, und 
es müffen daher Methoden ausfindig gemacht werden, die Werthe von 
‚Gyr... welche eine fogenannte Sterblichfeit3= oder 


Ar dy,Q, 


Mortalitätstafel bilden, innerhalb einiger Iahre mit der möglichft 
größten Zuverläffigfeit zu beftimmen. 
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Halley, welcher die erfte Sterblichfeitätafel. verfertigt zu haben 
fiheint, nahm an, daſſ fich Die Bevölkerung eines Landes, einer Stadt etc. 
im Beharrungszuftande befinde, d. h. daff jährlich ebenfo viel ge— 
boren werden, als fterben, und daſſ außerdem die reſp. Anzahlen der 
Lebenden oder Sterbenden von einem Alter von 1, 2,3, 4, ... Jahren 
in den fucceffiven Sahren diefelben bleiben. Um in diefer Vorausfekung 
die Werthe von @,, Ag, Ag, Ayr +»... zu finden, braucht man nur 
nach den Sterbeliften zu beftimmen, wie viele Sndividuen won einer 
hinreichend großen Bevölkerung refp. im Iften, 2ten, Sten, Aten ... 
Jahre ihres Lebens geftorben find. Denn wenn im Iften Jahre @g, 
im 2ten Jahre @,, im 3ten Sahre @,, im Aten Iahre @,, im 
Sten Sahre @,, .... Individuen geftorben find; fo hat man, weil nad) 
der Vorausſetzung die Anzahl der Verftorbenen der der Lebenden gleich 
fein fol, folgende Sterblichkeitstafel: 


a be + + 4 + + 
ER EEE ENT 
— 
N u en 
son EN TEEN 
tr AH a 
222 en 
SS & or) br) > ur) 
272 RT 
ze’, — 
2:8 1+4++ 
— — ar a , a 
a 
Re ask 
ae = 8 83 
Eu a 
Beet 
B seele 
* ST RS 
RN 
. . + + 
BEN. — 
En] as 
3; 
444 
5 Or) Be) en > 
— Kitchen N 
a — 
sn I|++ 
u - — 
2 —— 
* F 
ar & 8 
f WArOHaB: ES ar he 
— 
se, | |! ee, 
82* “N 9 En 
Eu = sen. 
NS oo mn 2 «& 
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Da nun die Bevölkerung als ftationär vorausgefeßt wird, fo 
folgt, daff umgefehrt von den =, jährlic Neugeborenen refp. @, , @a, 
Ag, Ayy+.. das Ende des Iften, 2ten, sten, ten, ... Sahres 
erreichen. Unter diefer Vorausfegung kann man die Werthe von @,, 
Gy, Ag, +... ſchon aus einer Sterbelifte von einem Sahre finden 
und braucht nicht das allmählige Abfterben von a, Neugeborenen viele 
Sahre hindurch zu beobachten. 

$. 2. Wenn man die Zahlen der vierten Kolumne refp. durd die 
danebenftehenden der dritten dividirt, fo erhält man offenbar die fernere 
mittlere Lebensdauer für das entiprechende Alter. So ift 3 B.: 


not A er 80 A En HS Ceuta Aue en ehe Sehen 
rate testet... R 


‚die ganze mittlere Lebensdauer eined Neugeborenen, und: 


“, +20, +30, +4a,+ + _ 492 03 +a,+ * 
ta tat te 4 
a ea * 

Kr a 


1 


ift Die fernere mittlere Lebensdauer eines Ijährigen Kindes, u. f. f. 

Hierbei ift aber angenommen, daſſ die Todesfälle plöklid am 
Ende jedes Jahres ftattfinden, was jedoch nicht der Fall ift. Die vor- 
hergehenden Ausdrüde für die mittlere Lebensdauer bedürfen daher einer 
Correction, welche darin befteht, daſſ man 3 davon abzieht. Denn da die 
Todesfälle während des ganzen Sahres flaitfinden, fo kann man anneh⸗ 
men, daſſ fie alle in der Mitte deſſelben ſtattgefunden haben, und alsdann 
leben nach 49 ae 4 ++... Sahren 
reſp noch @,—a@,, a, —a,, A,—4,, a,—4;, ... Individuen, 
und Die entſprechenden Wahrfcheinlichkeiten für das Durchleben diefer 
Zeiträume find: 

au 4, A,—A, A,704, -Q,—a, 


I ' ! I »+. 
40 ag ao 40 


Nah 8§. 69 muſſ man aber dieſe Wahrſcheinlichkeiten mit den ent: - 
ſprechenden Zeiträumen multipliciren und die Producte addiren, um den 


richtigen Ausdrud für die mittlere Lebensdauer zu erhalten. Auf diefe 


Weife findet man für die mittlere Lebensdauer eines Neugeborenen den 


genauen Ausdrud: 


u 
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m [Ka,—a,)+3(a, —a,)+Tlag—az)+Ilag a, )F . 2 
> jahr er — 


Et. 
Mit der fernern mittlern Lebensdauer einer Perfon iſt 
jedoch ihre fernere wahrfheinlihe Lebensdauer nicht zu vers 
wechfeln; denn unter dieſer verfteht man die Zeit, nach deren Berlauf 
die Hälfte der Perfonen von dem Alter der betrachteten Perfon geftors 
ben find, und alfo Die MWahrfcheinlichkeit, daſſ fie dieſen Zeitpunkt ers 


reicht, ebenfo groß ift, als Die, daft fie früher ftirbt, nämlich jede = $- 

$. 3. Die Vorausfegung , worauf fic) die Halley’fche Conſtruc— 
tion der Mortalitätstafeln gründet, ift jedoch nicht naturgemäß; denn 
die Erfahrungen in diefer Beziehung haben gelehrt, daſſ die Bevölkes 
zungen nicht ftationar find, fondern bedeutenden Veränderungen unters 
liegen und meiftens beträchtlich zunehmen, d. h. es ſterben wenis 
ger, ald geboren werden. Nun ift aber leicht einzufehen, daſſ in Dies 


Tem Kalle eine Halley'ſche Mortalitätstafel die Lebensmwahrfcheinlichkeiten 


in den fucceffiven Altern und Die mittlere Lebensdauer zu gering oder 
die Sterblichkeit zu hoch angibt, während bei einer abnehmenden Be: 
voͤlkerung dad Gegentheil ftattfindet. Ueberhaupt findet, wenn die Be: 
völferung nicht ftationär ift, zwifchen der Anzahl @, der jabrlich 
Neugeborenen und den Anzablen &g, Er Kar Egr » ++ der im 1ften, 
en, 3ten, ... Jahre ihres Lebens Sterbenden durchaus Feine Ber 


ziehung ftatt, fo daſſ man 3. B., wenn jährlid 1000 geboren were 


den, und in einem Sahre 8 Derfonen in einem Alter von 30 Jahren 
fterben, nicht umgekehrt behaupten ann, daff von den 1000 Neuge: 
borenen auch 8 nah 30 Jahren fterben werben, 

Menn die Bevölkerung wieder als ftationär angenommen wird, fo 
geben Die Bolkszählungen die Zahlen ag, Ay, Agı Far»: une 
mittelbar, und wenn man auf dieſe Weife: 


€, Individuen von O bis 1 Sahr 


6, = iR 
6, z z 2 = 3 = 
5 ⸗ z 3 z 4 B 
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findet, fo hat man folgende Sterblichfeitstafel: * | 
EEE VEETNLTHCH RUHT AFTZTETIT ee) 


Alter, Lebende, Verſtorbene. 
0 6, 6—6 
1 81 68, 
2 6, 6, — 6, 
3 > 6,5, 
4 e, 6,—8, 


® 
+ 


. 


welche mit der obigen übereinftimmen muff, und von welcher ganz daf- 
ſelbe gilt. I | 

$. 4. Ferner ift noch zu bemerken, daff die an fich unrichtige 
Halley’fche Methode die Sterblichkeitstafeln nach den Sterbeliften zu 
verfertigen, auf befondere Klaffen von Menfhen, z. B. auf Militär 
perfonen, Beamte, Verficherte ete. ganz und gar nicht anwendbar ift, 
weil diefe Methode außer der Unveränderlichfeit der Bevölkerung noth— 
wendig auch eine natürliche, in fi abgeſchloſſene, alle Indi— 
viduen von den ſucceſſiven Altern in dem natuͤrlichen, aber in keinem 
willkuͤrlich zuſammengeſetzten Verhaͤltniſſe darbietende Bevoͤlkerung vor— 
ausſetzt. So z. B. befinden ſich unter den bei der Equitable Society 
Verſicherten: 

1494 Perſonen zwiſchen 10 und 20 Jahr 


8996 = = 20 = 30 =: 
35850 = ⸗ 380 -: 40 z 
45429 ⸗ ⸗ 40- 50 =: 
36489 ⸗ ⸗ 50 - 60. : 
19042 - 2,200. 2.2408 : F 
6454 = über 70 Sahr. 
151754 


und wenn dieſe Perfonen ald eine Bevölkerung beträchtet werden fol: 
len, fo wäre dieſelbe mefentlich von einer natürlichen Bevölkerung ver= 
Ichieden, weil: bei diefer die Anzahl der Lebenden bei den ſucceſſiven hoͤ⸗ 
hern Altern immer kleiner werden muſſ. 
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Nach der Bedeutung der Iten Kolumne der Halley’fhen Sterb- 


Icfeitötafel iſt bie mi — +30 -Haytöagheee 
lichFeitstafel ift die mittlere Kebensdauer — — —— 
eye]. a, = Haste, + +++ 


ı _ ganze Bevölkerung ganze Bevölkerung 
er ee —— — 


J jaͤhrl. Geborene jaͤhrl. Geſtorbene — we Rush 
ner ftationären Bevölkerung die Anzahl der jährlich Geftorbenen der 
Anzahl der jährlich Geborenen gleich iftz folglich erhalt man für die 
wahre mittlere Lebensdauer, wie fie fich ergabe, wenn man die (bo 
Neugeborenen ihr ganzes Leben hindurd) beobachtete, und fo die 
Anzahlen a), @,, Ay; ... der am Ende des iſten, 2ten, 3ten, 
... Jahres davon noch Lebenden beſtimmte, offenbar einen unrichtigen 
Werth. 

$. 5. Da die Bevoͤlkerungen der meiſten Länder Europas zuneh— 
men, ſo hat Euler angenommen, dieſe Zunahme geſchehe nach einer 
geometriſchen Progreſſion, ſo daſſ, wenn die Bevoͤlkerung in 
einem gewiſſen Jahre —A iſt, dieſelbe in dem folgenden Jahre = Ae, 
im dritten Jahre = Ae?,... ſei. Man erhielte alſo die Exponenten 
e, wenn man die Volksmenge in einem Jahre durch die in dem vor- 
'hergehenden Jahre dividirte. Nun läfjt fich aber leicht zeigen, dafl, 
wern das Verhältniff der Geborenen in zwei auf einander folgen- 
den Sahren =e ift, dann auch fowohl das BVBerhältniff der ganzen 
Bevölferung, als das der Geftorbenen in zwei auf einander 
folgenden Sahren = e ift. 

Die Euler’fce Vorausſetzung findet aber offenbar in der Natur 
nicht ſtatt; denn die in einem beſtimmten Jahre Geborenen zeugen nicht 
ſchon in dem folgenden Jahre wieder Kinder, etwa wie die Zinſen ei— 
nes Kapitals in dem naͤchſten Jahre, zu dem Kapitale geſchlagen, wie— 
der Zinſen bringen, und wir wollen und daher bei der Euler’fchen 
Methode nicht länger aufhalten, fondern zugleich zu der wahren Methode 
der Eonftruction einer Mortalitätstafel für eine beliebig veränderliche Be— 
voͤlkerung, wie fie in der Wirklichkeit ſtattfindet, übergehen. 
| $. 6. 20 der ah Bezeichnung drücken nämlich die Brüche 


Er. ——=p}, - SR a * —/M reſp. bie Wahr⸗ 
Menlichkeiten aus, daſſ ein Neugeborener ein Alter von 1 Jahr, ein 
nhaͤhriger ein Alter von 2 Jahren, ... allgemein ein mjähriger ein Als 
‚ter von (n+1) Jahren erreichen wird, Von N Neugeborenen. leben 
‚alfo am Ende des Iften Jahres noch N p), am Ende des 2ten Jahres 
noch N p,p?, am Ende des Sten Jahres noch) NpoPiPa ... und all: 
gemein am Ende des (n-+-1)ten Jahres noch N pspips — Pr 
Man hat demnach folgende Mortalitätstafel: 


Ger 


1 


578 


“ 2 ® . % « . . . 


. 


4 4 i “ ® “ * 0 0 | + 2 0 * 


0 0 | . + 


[5 FAN: Didididtdhr sa sardscdır 

See rer 83 sd 1)ädid%dır SdtdYdar 

dd at dd miatdır zdıdn 

[ -+Sdädidtädidtid4t ed | de Tdn 

EC +5dädtdtd+$dldtd+tdYd-+1 JA GEZDN N 
»3240L usquagsjpang n? a9q 2990 ⸗ꝛaqug ueaqvg uragvg e 


ee anne a ae ba letz Ip tg non ua ’e 'z ’T '0U00 URN] 2931% 
"Aloa uaq uoa aquagayg) dlꝑa uaq uoa aquagaz 


Sc a a a * 


Diefe Methode zur wirklichen Berechnung einer Mortalitätstafel 


gewährt den Vortheil, daſſ man bie ganze Arbeit in mehrere Abtheis 


* 
* 
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[ungen theilen Fann, indem man die Sterblichkeitögefeße für mehrere 

Gruppen von Lebensaltern einzeln beſtimmt. 
Nach der vorhergehenden Mortalitätstafel wird alfo die mittlere 

Lebensdauer eines Neugeborenen Kindes ausgedrüdt durch: 


1+po+popitpopiIpZTtPoPpiIPzPETt ---- 
=1rpatpstPEtPpo tr 


a, 45 a, y 1 a 105 


a 
weil offenbar pp? = —-.— = ——-mpS Zt. 2 
ap Ron ae 0, 


d. 
=— —p3, etc. ift, fo daſſ diefe mittlere Lebensdauer wieder als die 
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mathematifhe Hoffnung erfcheint, welche ein neugeborenes Kind 
bat, das 1fte, 2te, 3te,... Jahr zu durchleben; denn man kann 
ſich die Wahrfcheinlichkeiten pl, Pf, pP}, ... . alle mit 1 Jahr mul- 
tiplicirt denken. Won diefem Werthe der mitt:ern Lebensdauer muſſ 
aber nach dem weiter oben Sefagten 4; abgezogen werden, um den 
wahren Werth derfelben zu erhalten. Der wahre Werth der mittlern 
"Lebensdauer eines neugeborenen Kindes ift allo: 


Bi StPO tPpstPpot ---- 
‚Die fernere mittlere Lebensdauer eines jährigen ift: 
| 1 n+l n+2 n+3 5 
HH... =D, 


\und die eined (n I)jährigen: 


n+2 „N+3 n+4 | . 
—3 3tp — Be Re PAR = Pan 


| n-+ı n+i 


‚folglich: 


| n+1 1 
| Fr 2 Pn (Py. a 3). 
Aus dieſer legten Gleichung folgt: 
| Mi En Zug * 
—E Part 
und wenn man folglich eine Tafel der mittlern Lebensdauern hat, fo 
kann man daraus cine Mortalitätstafel ableiten, weil der legte Aus— 
druck fucceffive die Werthe von pl, pt, .... und folglich die Ans 
zahlen der von irgend einer Anzahl Neugeborenen am Ende des Iften, 


ten, Zten, .... Jahres noch Lebenden gibt. 
= Die fernere wahrfheinlihe Lebensdauer beträgt nach 


13 


'# 
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dem weiter oben Gefagten für ein neugeborenes Kind nn Sahre, wenn 
Brpeplh.n. —— iſt, für ein 1jähriges Kind m Jahre, wenn 
pP3.-P3.Ps - >: m = ift, und allgemein ie ein Fjaͤhriges — 


54 ‚N 
Sahre, wenn p°* Re ——— Par 4 if. 


8. 6. Wir wollen nun noch das Verfahren mittheilen, wie Mo= 
fer*) aus den Liften der Berficherungsanftalten die Sterblichfeitögefeße, 


oder die Werthe von Be befonders für das hohe Alter, ableitet. 
Aus den Liften folcher Inſtitute entnimmt man die in jedem Sabre 


Aufgenommenen (a, 5, c,...), die in jedem Jahre Verftorbenen 
(&, B,Yr ...) dem Alter nach; die Aufgabe ift nun, aus diefen 


Datis die Sterblichkeit in den verfchiedenen Altern zu finden. 


Mir feßen voraus, daſſ man aus den Kiften eine gewiffe Anzahl 


von Sahren oder Sahrgängen heraushebt, und daſſ man bei der Bes 


alles ankommt; daff man alfo nicht blos wiffe, es feien überhaupt | 


| 


nußung der Liſten forgfältig die Jahrgaͤnge unterfcheide, worauf hier 


| 
| 


binnen 10 Jahren fo und fo viele 25jährige 3. B. aufgenommen wors 
den und geftorben, fondern daſſ man dieſe Zahlen fuͤr jedes der 10 | 


Sahre einzeln notirt habe. 
Es feien demgemäß aufgenommen: 


2Ojährige im Iften Jahre a,, im 2ten a, , im 3ten a,, uf. w. 
⸗ 


2 - 


2L = ⸗ ⸗ 0, : = 1°: 2 21 
— 2— ⸗ ⸗ ae, Cause = 69, 
23.2 2 — vo’: z d, =: = d, N 
u. f. w. 
wobei wir vorausfeken, daſſ 20 Sahre das niedrigfte Alter der Aufnahme ſei. 
Ferner ſeien geſtorben: A 
2Ojährige im Iſten Jahre &,, im.2ten @,, im 3ten @,, u.f.w. 
21 = ⸗ ⸗ ⸗ Po 2 = 1 = =. Pa ⸗ 
22 = * = Yo = = Yjı = 3 Ya — 
23 = z z Ög = 29 = 2 05 = 
u. f. w. 


Somit gab e8 überhaupt 2Ojährige a, ta, +0, . .., das 


von farben von 20 bi8 21 Jahr a, Fa, +8, 4 ... Ufo ift die 


MWahricheinlichfeit eines 20jährigen, 21 Jahr alt zu werben oder pi, = 


(v—%) rl —a) =sH)+t(a — @)+ ++ * 
"age, ta +2, +... ... 
*) Die Gefege der Lebensdauer, "Berlin 1839, = 
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Was nun die Zahl der Zljährigen anbetrifft, fo fett fie ſich zu= 
fammen 1) aus der Zahl der Aufgenommenen 4, +5, +, ::.- 
2) aus den 2Ojährigen, welche fucceffive 21 Sahr alt wurden, und 
deren Anzahl beträgt (a, — a.) + (a, —a,)t (la, —a,)+ ... Die 
Bahl der 2Zrjährigen beträgt folglich d, +6, +b. + ... +(a,—a,) 
+(a, —e,)+ (a, — .., und da hiervon im 22ften Jahre 
+, —62 — . .. flarben, fo ift die tern eines 21jäh- 
rigen, 22 Jahr alt. zu werden, oder 


(eo 0%) + le; =) rl ch (Paz PB) tlbı —Pı)t 
= (20 — —— 
Auf dieſelbe Weiſe ergibt ſich: 


ER 
Pa2 — 


(eo) “)+ — Bo)tlbı PB). + (oo-70)+leı—71) ter 
(a.—a)-Ha; te tb) tbı Pi a ER 


u. f. w. 


a Das Gefeß, nach welchem diefe Wahrfcheinlichfeiten gebildet wer- 
den, geht aus diefen Werthen hervor CS handelt fich dabei offenbar 
nur darum, den Zähler zu finden; der Nenner ergibt fih aus dem Zaͤh— 
fer, wenn man die Zahl der im dem betrachteten Lebensalter Sterben 
den fortläfft. So erhält man z. B. in >37 die Nenner, wenn man 
im Zaͤhler Bor By, Bar... wegläfftz in dem Zähler von p3, laͤſſt 
‚man zu dem Ende Yyr Yır Yar ; herausfallen. | 


Was aber die Bildung des Zählerd anbetrifft, fo wird man Fol- 
| gendes nicht überfehen. Nehmen wir an, man benuße nur vier Sahr: 
gaͤnge des Inſtituts, fo gibt es auch nur vier Werthe von den a, den 
Mr ben &,Pß, uw |. w., von denen übrigens viele = 0 fein, koͤn⸗ 
nen. Nun ift es einleuchtend, daſſ die az, welde im vierten Jahre 
aufgenommen wurden und 20 Jahr alt waren, Die Zahl der Zljährigen. 
Inoch vermehren, dagegen feinen Einflufj mehr auf die 22jahrigen und 


noch weniger auf die ältern üben werden; ebenfo find dann: 


| die a, 20jährigen noch auf die 22jährigen 
| "2 die di in = 7 * 23 * 
die 40 2 2 3 = >24 = 


‚von Einfluff. Daher würde unter diefen Umftänden 


Ps = (Go⸗ — a@,)+(e, —eı)+(@; — 0,)+(a,— 83) 
BEN. a,t+a, ta, ta 
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22 — | 


FR. 
aaa, =es)-Ha a) HB Bot BB 
(eu — 00———— | 


Hier fällt in 237 fowohl a,, als @, heraus; bei dem folgenden: 
p23, würde nicht allein as und &,, fonbern num auch db, und Ba 
fortgelaffen werden müffen. Daraus ergibt fich die Negel für die Bil, 
dung des Zählers, welche ftattfindet, Die Zahl der benußten Jahrgaͤnge 
mag ſo oder ſo groß ſein. Jeder neue Zaͤhler erhaͤlt Differenzen mit 
einem neuen Buchſtaben (z. B. 257 Differenzen mit dem Buchftaben 
b und ß), und dafür fallt von jedem bereit3 vorhandenen Buchſta— 
ben eine Differenz fort |3. B. in 257 die Differenz (a, el: | 

Es hat fomit Feine Schwierigkeit, die Größen p33, Pi, Pa 

‚ in Buchftaben anzugeben; was aber die Nechnung mit Zahlen an— 
betrifft, fo wird fie Durch folgendes USER mit großer Leichtigkeit 
auszuführen fein. 

1) Man bilde die Differenzen @ — a, — 0, dA, — | 
und bezeichne fie — Ada, MB, „. . .5 ebenfo nenne man die Diffes, 
renzen 60 — By, 6b —Pıre>. Bi, Par... Hit many. DB. 30. 
Jahrgänge gewählt, 3% erhält mar 30 folder Werthe A bis Azy, B 
bis Byo, EC bi8 Cay,r uff Nimmt das Infitut nur bis zum 80ſten 
Sahre auf, fo gibt e8 unter den Aufgenommenen feine, welche 
51 und darüber alt wären; nur Todte diefes Alters gibt es p, , 
u f. w. Bieht man diefe Todten von den Aufgenommenen ab, fo wer⸗ 
den ſie negativ, da keine Aufgenommenen vorhanden ſind; als negative 
Größen muſſ man fie auch in die folgende Rechnung einführen. Daſ— 
felbe kann übrigens auch bei allen übrigen Altern vorfommen. Es kann 
z. B. a, oder die Zahl der im 2ten Sahre aufgenommenen 20jährie. 
gen gleich Null fein. Sterben im 2ten Jahre zwifchen dem. 20ften. 
und 21ften Jahre &,, dann ft a, — ea, =—&«,, und muff auch fo 
zut Berechnung gebraucht werden. | 

2) Man bilde folgendes Schema: 


er, 
A,| A+4, 
A, AHA, +4 
SATA, 
u. ſ. w., * 
indem man die Werthe von A, Ay, Ag, . . . unter einander Schreibt, 
und ſie von oben ber fucceffive addirt. Dabei fann man AA, mit 
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A? bezeichnen, indem die Zahl 2 über A angibt, daſſ zwei folder 
Werthe addirt worden find. A+A,-+ A, fann man mit A® bes 
zeichnen u. f. f. bis 480. 

Ebenfo verfahre man mit den B, C, D,... ‘und bilde die 
Summen B?, 53; BR ... —— ce er ... 2 17m EIN, 
| 3) Die auf folhe Weife erhaltenen Werthe fchreibe man in fol 
‚gender Ordnung: 

430 A29 A238 A?! 426 425 — 
B30 B29 B28 B?7 B26 

G3 0 (29 623 For er NE TE 

3° D?> D?3 vs tr 


| Der horizontalen Reihen giebt es hier fo viele, ald es Lebensjahre 


| 


N 


| 
| 
| 
( 
| 
| 


von dem 2Often ab gibt. Allein auch die Zahl der verticalen Neihen 
ift nicht größer. Denn nehmen wir das Ende des Lebens bei 90 Jah— 
ren an, und die Zahl der benußten Sahrgange =30, fo ift es klar, 
daſſ von den YNajaͤhrigen nur das eine Glied 73° vorhanden ift, aber 
nicht 220, Z23 u. ſ. w. In der That kamen 229, Z°°,.... 
nur dann vor, wenn die Hojährigen 91, 92, ... Jahre alt würden, 
welches gegen die Vorausfegung ift. Ebenfo kommen von den 89jaͤhrigen 
nur die beiden Größen F30, P20, aber nicht die mit einem gerin— 
gern Inder vor. Und fo aufwärts bis zu den Gljährigen,, von denen 
zuerſt alle 30 Werthe gebraucht werden. Daher gibt es dann der ver: 
ficalen Reihen eben fo viele, ald es Buchſtaben A, BD, C,.... oder 
Lebensalter über 20 Sabre hinaus gibtz außerdem fieht man, daſſ in 
einer folchen verticalen Reihe nie mehr als höchftens 30 Ziffern unter 


\ einander zu ftehen fommen. 


Bei der Berehnung hat man Übrigens auf das eben Gefagte 

nicht weniger zu achten; denn felbft wenn man die Werthe 229, 279, 
2... F28, Y?7, ...u.f.w., die hier nicht gebraucht werben, binges 
schrieben haben follte, fo find fie, wie man gleich fehen wird, unfchadlich. 
4) Man addire die Verticalreihen, fo gibt ihre Summe bie 3äh: 
ler von —33, p2?, p23 u. ſ. w. der Reihe nah. Die Summe ber 
erften Verticalreihe oder A430 gibt z. B. den Zähler von p35, da 


AI = (a, — au) +la,; a) tag — eg) · - if. Die Ans 
zahl der p wird bedingt durch das höchfte Lebensalter; ift daffelbe z. B. 


90 Sabre, fo gibt es 70 ſolcher Werthe p, und daher fehadet es nicht, 


) 
| 
| 
| 


" wenn man in das vorige Schema die Größen 229, 228 u. f. w 


gebracht hat. 
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5) Um nun auch die Nenner zu haben, abdire man zu den 
Zählern die Zahl der Zodten nach den verfchiedenen Altern, alfo zu 
430 die Zahl @&, ta t@st ...5 zu der Summe der zweiten 
Berticalreipe (A? Bs0) die Zahl 60 61 62 + ...5 zu | 
Summe der Sten Verticalreihe die Zahl ya, -+Yı Ya As Ufer 

Die fo erhaltenen Werthe find die Nenner von p3, p2® ‚ a 
. . . und daher find dann diefe Größen felbft befannt und die Operation | 
beendet. 

Aus den Wahrfcheinlichfeiten Fann man auf die zu Anfang 4 
$. 5 angegebene Weiſe die Kolumne der as: berechnen, wie fie in | 
der Mortalitätstafel üblich ift. | | 

Nach einem Ueberfchlage halte ich mich —— daſſ die ganze 
Rechnung nach dieſer Anordnung in ſehr kurzer Zeit zu machen fein 
wird, vorausgefeht, dafj die Menge der Aufgenommenen und Berftors 
benen den Liften bereit3 entnommen ift. . Ueber diefe Ießtern find fol- 
gende Bemerkungen zu machen. Die Nechnung fekt voraus, daſſ alle 
VBerftorbenen audy zu den Aufgenommenen gehören, und diefe Bedin— 
gung ift dann von felbft erfüllt, wenn man die Kiften einer Geſellſchaft 
von ihrer Gründung an benußt. Kann man diefes nicht, wendet man 
vielmehr die Beobachtungen von irgend einem Jahre nach der Stiftung 
des Inflitutes an, fo muſſ man die vorher Aufgenommenen, fo viel 
ihrer noch am Leben find, je nad) dem höhern Alter, das fie nun: 
mehr erreicht haben, in Rechnung bringen, indem man fie wie neuer: 
dings, aber in dieſem höhern Alter Aufgenommene anfieht. 

Ein zweiter zu berüdjichtigender Punkt ift, daſſ aus folchen Ge: 
jelipaften mehrere ausfcheiden werden, über deren Todesjahr man nichts 
erfährt. Mit der Kategorie diefer Individuen verfährt man jo, daff 
man fie entweder ganz aus der Nechnung läfft, und fie alfo auch von 
den Aufgenonmenen ausfchließt, oder man benußt die Sahre, welche 
fie mit dem Inflitut verbunden gewefen find, auf folgende Art. Aus 
den Liften entnimmt man die Zahl diefer Perfonen, dem Alter und 
Sahrgang nach, im welchem fie ausfchieden, und zieht fie von den 
in demfelben Alter und demfelben Iahrgang Aufgenommenen ab. Mit 
den Uebrigbleibenden verfährt man dann weiter, wie mit den Aufge: 
nommenen vorber. 

Inzwiſchen, wenn man die Ausfcheidenden folcher Art in Rechnung. 
bringt, fo hat man vorausgefeht, daſſ fie ſich ftets zu Anfang des 
betreffenden Jahres von dem Inftitute trennten. Dies ift in der Wirk 
lichkeit nicht der Fall, vielmehr fcheiden fie im Laufe des Jahres aus. 
Es moͤgen z. B. in Summe 600 Perſonen zu Anfang des Alters 30 
vorhanden ſein, und davon- in Summe 28 ausscheiden; fo nimmt un— 
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fere Nechnung zu Anfang des Sahres.472 an, während die 28 doch 
nicht gleich im Anfang, fondern nach und nach nustraten. Seht man 
3. B. voraus, daſſ der letztere regelmäßig gefchehe, an einem Tage 
des Sahres fo groß fer als am andern, fo ftelt-die Zahl der zwifchen 
dem Alter 50 und 31 vorhandenen Individuen eine gerade Linie dar 
und im Mittel gab es dann an einem Lage 500— 4.28 oder 486 
Perſonen. Man wurde folglich von den Ausfcheidenden, in dem Sahre 
de3 AustrittS, nur die Hälfte in Abrechnung zu bringen haben, und 
für die folgenden Sabre erft ihren vollen Werth. Brune nimmt an,*) 
daſſ die eine Hälfte der Ausfcheidenden in der Mitte des Jahres ab- 
gehe, die andere am Ende deſſelben. In der erften Hälfte find dann 
folglich 500 vorhanden, in der zweiten 486 und im Mittel des Jah: 
res 493 oder 500 — 4.28. Daher bringt derfelbe nur den vierten 
Theil der Austretenden in dem Sahre des Ausfcheidens in Abzug. 


Diefe Gorrection ift im Ganzen nicht bedeutend, fie wird durch 
die Unrichtigkeit, welche überhaupt bei der Nechnung nach vollen Sahren 
fattfindet, aufgewogen. Um fie jedoch) anzubringen, voliende man zus 
erfi die Rechnung ohne Nüdficht auf die Gorrection und laſſe daher 
den Austritt zu Anfang des Jahres gefchehen; man ermittele alfo Die 
Zähler und Nenner der Wahrfcheinlichkeiten p/33, P37, ... Nachdem 
dies bewirkt, addire man fowohl zum Zähler, als zum Nenner von 
p3i die Hälfte oder nach Brune &tel aller zwifchen dem 20 und 
21ften Lebensjahre Ausgefchiedenen, zum Zähler und Nenner von 73? 
die. Hälfte oder tel der im 21 — 22jlen Lebensjahre Ansgefchievenen, 
uf w. Die Reſte geben dann durch Divifion die verbeflerten Werthe 
von —33, Pst, ... Den Grund diefes Verfahrens fieht man ohne 
‚alle Schwierigkeit ein. 

Die Zahlen, welche am Ende ermittelt fein werden, bedürfen je 
doch noch einer Verbeſſerung. Die Aufgenommenen namlich ftanden 
nicht genau in dem Alter, welches man in der Nechnung ihnen zus 
ſchreibt, und man ift z. B. genöthigt, diejenigen, welche bis 6 Mo— 
ınate über 20 Sabre alt find, noch zu den 20jährigen, und die uͤbri⸗ 
‚gen zu den 21jäl jrigen su zählen. Hierdurch entfichen in dem Ends 
refultate Unregelmaͤß igkeiten, die man am beſten in der Kolumne der 
Lebenden, wie fie aus den Werthen von ‘p berechnet wird, ver⸗ 
beſſert. Zu dem Zwecke kann man in dem kleinen Intervall einiger 
Jaͤhre die Sterblichkeit als gleichfoͤrmig betrachten, fo daſſ die Zahl 
der jährlich Sterbenden ſich in diefem Intervall gleich bleibt, oder man 


N) Erelte, Journal u. ſ. w. Bd. 16, p- 59 
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bringt die Verbefferung mittelft der Formel für die Lebenden an, welche! 


weiter unten mitgetheilt werden wird.« 4 


Mathematifches Gefek der Sterblichkeit. 

$. 7. Es haben fich mehrere Gelehrte bemüht, das Sterbtichteite: 
gefeß durch eine Formel auszudruͤcken; allein Feine gibt fo genaue, 
mit der Erfahrung übereinftimmende Nefultate, als die von Mof eh 
welche das Sterblichkeitsgefeß dahin beflimmt: daſſ die Anzahl der 
von einer gegebenen Anzahl neugeborener Kinder bis 
zu einem beftimmten Lebensjahre Verftorbenen der vier 
ten Wurzel aus. diefem Lebensalter proportional if, 
fo def, wenn — dieſes ——— bezeichnet, die Anzahl der bis zu 


dieſem Jahre Verſtorbenen pp ge ift,. wo die Conftante = offenbar 
Die Anzahl der im erften Jahre verftorbenen Kinder ausdrüdt, und 
ungefaͤhr == 0,2 ift, wenn der Kürze wegen die Anzahl der Neuz 
geborenen = 1 gefekt wird. 

Die Anzahl der in dem Alter 2 noch Lebenden wird alfo ausge⸗ 
druͤckt durch: 


4 
1—al a. 


Der Werth a laͤſſt fih auch durch Beobachtungen für irgend ein ans 
deres Alter finden; denn nach der weiter unten mitgetheilten Kerfe 
boomfchen Mortalitätstafel erreichen 3. B. von 1 Geborenen 0 | 
das 12te Jahr, und man hat folglich: Ä 


1—a 50 0,627; 


alfo: a= ——- 0,2004. 
2 


4 | 

Vergleicht man die nach der Formel 1—aV x für die fuccef 
fiven Alter bis ungefähr zu 30 Jahren von 1000 Neugeborenen noch 
Lebenden mit der Kerf An UN HALLE jo erhält man 
folgendes Schema: 
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Lebende Lebende Lebende 


Lebende 

; Alter, nad) nad) Alter, nad) nad) 

H Kerſeboom. der Formel. Kerſeboom.der Former, 
0 1000 1000 16 606 600 
1 804 800 17 601 594 
| 2 768 762 18 596 588 
| 3 736 737 19 590 582 
= 4| 709 717 20 584 577 
| 5 688 701 21 577 572 
| 6 676 687 22 571 567 
| 7 654 675 23 565 562 
# 8 653 664 24 559 557 
—* N) 646 654 25 552 553 
10 639 644 26 544 548 
11 633 | 686 27 535 544 
I 12 627 628 28 | 525 5410 
2 13 621 620 22| 516 | 536 
| 14 ‚616 613 30) 567 | 582 
5| su | 00 || a0 | 528 


woraus erhellet, daſſ die aus der Formel abgekiteten Nefultate fehr 
‚gut mit denen der Beobachtung übereinftimmen. ; 
J Bis zum 25ſten Lebensjahre gibt bald die Formel und bald die 
Beobachtung etwas mehr Lebende; aber von da ab gibt die Formel 


beftändig mehr Kebende, und zwar zunehmend mehr. In der That ift 
‚auch die Formel: i 


r 


1—0,2 2 


nicht bis zum hoͤchſten Alter anwendbar; denn ſoll ſie verſchwinden, 
d. h. die Anzahl der Lebenden = 0 fein, fo muff 2=5*=-625 fein, 
‚oder das höchfte menfchliche Alter muͤſſte 625 Sahr betragen. Du 


‚aus erhellet ſchon, daſſ vom 25ſten oder 3SOften Sahre an, zu @ V: 
ein neues negatives Glied-treten muff, welches in dem erften Viertel 
‚oder Drittel des Lebens ganz unbeträchtlich ift, für größere Werthe 
von x aber beträchtlicher wird und bewirkt, daff fi das Leben gegen 
das 9oſte Jahr ſchließt. 

Will man die wahrſcheinliche Lebensdauer fuͤr ein neugeborenes 
Kind beſtimmen, fo hat mans - 


| 
| 25* 
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— 
1—aVx=1; 


alſo: — 


in den N 24 Stunden ihres Lebens fterbenden Kinder anmendet, 


alſo a — Hz 1 ſetzt, fo findet man, daſſ die Anzahl der in diefem Als 
ter Verftorbenen der durch Beobachtung gefundenen Anzahl der Todt— 
geborenen faft gleich if. Bei der Vergleichung der aus ber For⸗ 
mel abgeleiteten und der durch Beobachtung erhaltenen Reſultate muͤſ⸗ 
ſen aber, wenn zwiſchen beiden Uebereinſtimmung ſtattfinden ſoll, die 
Todtgeborenen ſowohl mit zu den Geborenen, als zu den im erſten 
Jahre Verſtorbenen gezaͤhlt werden, und wenn dieſes geſchieht, ſo er— 
gibt ſich, daſſ bis zum 30ſten Jahre die aus der Formel abgeleiteten 
Reſultate mit den durch Beobachtung erhaltenen ſo gut uͤbereinſtimmen, 
als ſich bei der fortwaͤhrenden PING der Bevolferung nur er— 
warten lajit. 

Wenn nıan die Zahlen der gibeuben in dem erften Wierteljahre 
und in den fpätern Altern graphifch darftellt, alfo eine ſogenannte 
Lebenscurve conftruirt; fo fieht man, daſſ es daſſelbe Geſetz iſt, 
vermöge deffen in der erften Zeit nach der Geburt eine ſo große Anz 
zahl Kinder und ſpaͤter verhältniffmäßig viel weniger Perfonen fterben, 
und folglich rührt die große Sterblichkeit der Kinder von feinen zufäle 
ligen Urfachen ber, fondern ift dem allgemeinen Sterblichkeitögefeße ge 
maͤß. 


Wie wir vorhin geſehen a ift der Ausdrud EV für 9 


Anzahl der Geſtorbenen, oder 1 le für die der Lebenden nur bis 
zum 30ſten Jahre anwendbar, und für die hoͤhern Lebensalter gibt 
Mofer feiner Formel folgende a 


0,712517—,-__ 0,1570 4_——— 
102 er — PAR 
er u V x". | 
Durd) Bergleichung der aus diefer Formel abgeleiteten Anzahlen 
der Lebenden in den fucceffiven Altern von 20 bis 80 Sahren mit den 
von Brune aus den Erfahrungen der allgemeinen Bittmwenverforgungf 
anftelt zu Berlin erhält man folgendes SR 
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Lebende 
Alter.. — IN Differeng 

4 Formel, | Brune. 

20 0,577 0,577 0,000 

30 0,514 0,511 | —+-0,003 

35 | 0,487 0,182 | -- 0,065 

40 0,458 |° 0,454 | 40,004 

45 0,428 0,426 —- 0,002 

50 0,395 0,397 | — 9,002 

55 0,358 0,363 | — 0,005 
| 60 0,315 0,320 | — 0,005 
| 65 0,267 0,266 | 40,001 
1 70 0,212 | 0,199 | 0,013 
75 0,147 | 0,129 | 0,018 
| 80 | 0,073 0,055 —- 0,008 


Bi erhelfet, daff die Moferfche Formel fehr gut mit diefen Er: 
fahrungsrefultaten, die alles Zutrauen verdienen, übereinftimmt. Die 
‚Erfaprungen der Berliner Wittwenverforgungsanftalt beziehen ſich zwar 
nur auf Frauen, welche im Allgemeinen eine größere Lebensdauer ha⸗ 
ben, als die Maͤnner; allein man iſt bis jetzt nicht im Stande, den 
Unterſchied der Lebensverhaͤltniſſe beider Geſchlechter genau in Rechnung 
zu bringen. Nach mehrern Schriftſtellern ſoll der Unterſchied der Le— 
bensfaͤhigkeit zwiſchen beiden Geſchlechtern gleich nach der Geburt am 
‚größten fein, wofür auch die verhaͤltniſſmaͤßig größere Anzahl todtger 
borener Knaben fpricht. In den fpätern Jahren foll fich jedoch der Une 
‚terfchied umfehren und zu Gunften des männlichen Geichlechtes aus— 
fallen, fo daff das letztere vorzugsweiſe Die höchften Alter erreicht. 
Wenn fich dieſes wirklich fo verbielte, fo duͤrfte man annehmen, daſſ 
der Unterfchied der Lebensfähigkeit in den mittlern Lebebensjahren nicht 
beträchtlich fein werde. Es läfft fich jedoch) hierüber nichts Beftimmtes 
fagen, da die wenigen Mortalitätstafeln, welche die Gefchlechter unter: 
ſcheiden, nicht zuverläffig genug find. Dagegen laͤſſt fich leicht zeigen, 
daſſ es bei der Beflimmung der Lebensverhaͤltniſſe einer gemifchten Be 
voͤlkerung in den mittlern und Höhern Altern feinen bedeutenden Unter— 
fchied macht, wenn dazu nur Beobachtungen über Frauen benußt 
werden. Ferner ift aber zu bemerken, daſſ fid) Das Leben in den hoͤch— 
‚fen Altern nad) der Moferfihen Formel fchneller fchließt, als nad) 
‚den ‚gewöhnlichen Mortalitaͤtstafeln; jedoch laͤſſt ſich bis jest nicht mit 
Gewiſſheit entfcheiden, ob ein plößlicher, oder ein allmähliger Bes 
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ſchluſſ des Lebens naturgemäß ift, weil das hoͤchſte Alter bei den ges 
wöhnlichen Angaben abfichtlich übertrieben wird, - Gleichwohl ift Mofer 
felbft nicht geneigt, feine Formel auch für die lebten Sahre des Lebe E 
gelten zu laſſen; denn nad allen bisherigen Mortalitätstafen nimmt 
die Anzahl der jährlich Sterbenden, nachdem fie bis zu einem gewiſſen 
Sahre im hoben Alter zugenommen hat, wieder ab, und zwar: 


im 69ften Iahre nah Süßmild, 


———— -Kerſeboom, | 
⸗73⸗ -Wargentin, | 
ee = Depyarcieuy, | 
- 70: -: = Brune (Männer), 
.. 93 = - - DBrune ($rauen), 


wogegen die Moferfche Formel viefe Gricheinung nicht reproducirt, 
weil nach ihr die Anzahl der jährlich Sterbenden bis zum höchften Als 
fer fortwährend zunimmt. 


4 
Da bis zum 30ſten Sabre die beiden erften Glieder 1—aV% 
und bis zum 60ſten Sahre die vier erften Glieder: 


— Aa A 
1—0oV «—-bV 177 — eV mı7 


der Formel zur Darftellung der Beobachtungsrefultate genügen, fo hält 
es Mofer für fehr wahrfcheinlich, daſſ vie vollftändige Formel 
für die Anzahl der Lebenden in ben fcceffiven Altern eine unend 
liche Reihe fei, deren fpätere Coefficienten ſich aber fehwerlich durch 
Beobachtungen beftimmen laſſen. Mofer ſelbſt drückt fich hierüber fol— 
gendermaßen aus: 

>68 hat nach meiner Anficht ein untergeordnete Intereſſe, das 
höchfte Atersftadium noch genau durch die Formel darzuftellen; viel wich- 
iger ſcheint es, darüber zur Gewiffheit zu gelangen, ob der definitive 
Ausdruck eine unendliche Reihe fei, bei welcher Gelegenheit fi) 
die Frage entfcheiden ließe, ob dem Leben bei einem gewiffen Alter 
eine Grenze geftect fei, und ob die hohen Lebensalter von 150, 160 
Sahren, welche Einzelne erreicht haben, nach der Natur des Gefehes 
für erreichbar zu halten find, etc. Diefe Fragen werden kurz abge 
Schnitten, und nichts weniger, ald erledigt, wenn man durch einige we⸗ 
nige Glieder blos eine Uebereinftimmung der Formel mit den Beobach⸗ 
tungen in den hoͤchſten Altern beabſichtigte, welche an ſich ſehr unwe⸗ 
ſentlich iſt.« 

»Die hoͤchſte Altersklaſſe muſſ man daher wohl fuͤr jetzt auf ſich 
beruhen laſſen; dem theoretiſchen Intereſſe zu genuͤgen, ſind die Be— 
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obachtungen unvermögend. Es gibt, dünft mich, in diefem Betracht 
nur eine Ausfiht, zur Kenntniff der vollftändigen Formel zu gelangen, 
nd diefe befteht darin, daſſ man in den numerifchen Goefficienten der 
erften Glieder irgend ein Geſetz entdedte, woraus die folgenden a priori 
abzuleiten ſein wuͤrden. Zu dem Zwecke jedoch muͤſſten dieſelben mit 
großer Zuverlaͤſſigkeit und mittelſt ſolcher Beobachtungen uͤber ganze 
Bevoͤlkerungen gefunden worden ſein, welche fruͤher eroͤrtert ſind.« 
Zu bemerken ift noch, daſſ die Formel nicht auf die Beſtimmung 
der Anzahl der Individuen vor der Geburt oder der Embryonen bis 
9 Monate vor diefer Zeit anwendbar ift, weit fie für einen negativen 
Werth von 7 imaginär wird, obgleich die Frage nach der Anzahl der 
Embryonen bis 9 Monate vor der Geburt an fih nicht abfurd iſt. 
Da die Formel: 


BE, 0 2 ——— 8 ——— 

1—0,2 ee — Vas 1 V x" 
die Anzahl der zu irgend einer Zeit, von der Geburt an gerechnet, noch) 
Rebenden ausdrüdt, fo erhalt man offenbar die Gefammtzahl der in: 
gerhalb eines gegebenen Zeitraumes, z. B. zwifchen dem 10ten und 
often Jahre Lebenden, wenn man von jener Formel, als Differenztals 
quotient betrachtet, das Integral zwifchen den gegebenen Grenzen, d. h. 


on 10 bis 20 nimmt. Es ift alfo die Gefammtzahl der von 10 bis 
20 Jabr Lebenden: 


220 6715 — 0,1570 ,% — 
Y (1 2 2) hen Ver: a V = ”)=13,194-7,151 
; 10 


10? - 
— 6,043. 


Wenn man 84 Jahr als das höchfte Alter betrachtet, fo erhält 
man die ganze Bevölkerung — 35,59, indem man bad vorhergehende 
Sntegral von 0 bis 84 nimmt, wobei immer vorausgefegt wird, daſſ 
jährlich einer geboren wird. 

Auch die fernere mittlere Lebensdauer laͤſſt ſich Teicht 
fuͤr ein beſtimmtes Alter finden. Denn ſucht man die Anzahl der Per: 
fonen, welche diefes Alter überleben und dividirt fie durch die An— 
zahl derer, welche es erre ichen, fo erhält man offenbar, die gefuchte 
fernere mittlere Lebensdauer für die betrachtete Perfon. z 

Eine Bergleihung der nach der Moferfchen Formel berechneten 


I. ferneren mittlern Lebensdauern mit den von Brune, Finlaifon und 
‚ Deparcieur nach der Erfahrung beftimmten, gibt folgendes Schema: 
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Mittlere Lebensdauer 


| 
| 


Ä 
| 


Alter, Formel, Brite. Fintifon Deparcieux. 


— —— — — ——— —— — —— —— — — — — — —— — — — 


15 12,01 JJ 43,16 
20 39,25 38,75 | 38,4 40,08 

30 33,05 33.15 | 332 33,96 

40 26,44 26,70 | 27,0 27,30 | 
50 19,86 19,83 20,3 20,24 “ 
60 13,57 13,28 14,4 13,86 | | 
70 7,66 8,11 9,2 | 8,34... J 


Eine nach der Moſerſchen Formel berechnete Sterblichkeitstafel, ſowie 
einige andere der beſten Mortalitaͤtstafeln befinden ſich am Ende des Werkes, 


Zuſammengeſetzte Lebenswaäahrſcheinlichkeiten. 

$. 8. Wenn num eine beliebige Anzahl Perſonen A, B, C, 
gegeben find, fo wollen wir die Anzahlen von Perſonen, — J 
irgend einer Mortalitaͤtstafel die refp. Alter jener erreichen, mit a, b, c, | 
. bezeichnen. Die Perfonen, welhe refp. um n Sabre. alter find, 
als. A, B,C,..., wollen wir mit ?%4,rB,nrC,.. „nom 
Anzahlen derer, "belle reſp. die Alter nr legtern BR mit 
na,Nnb,re,. . bezeichnen. Endlich wollen wir die Perfonen, welche 
reſp. um n Sabre jänger find, a8 A, B, C,..., mit ndı nB, — * 
.. und die Anzahl von Perſonen, welche nach der betrachteten Sterl 
lichfeitstafel in ihren reſp. Altern noch leben, mit na, nd, nC,... 
bezeichnen. 
Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ eine gegebene Perle 
Anod n Jahre lebt, Läfft fich leicht beftimmen; denn die Anzahl 
von Derfonen, welche nach der betrachteten Sterblichfeitstafel das Alter ; | 
der Perfon A erreichen, ſei =a@ und die der Perfonen, welche ein 


um n Jahre höheres Alter erreichen, =”, fo ift die gefuchte Wahre 
Na 


cheinlichFeit offenbar — 


Dagegen iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Perfon A —— 
der betrachteten 2 Sahre ſtirbt, zen 


4 
Wenn zwei Perſonen A und B gegeben find, fo iſt die Wahr— 


n arh 
ſcheinlichkeit, daſſ beide die betrachteten 2 Sahre uͤberleben, — — 
BUMEING, 6) aym 


ab 
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Für drei Perſonen A, B, C ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſie alle drei 
arhın ‚lab 
noch n Sahre zufammen leben, — — = a ” und für eine 
” cliebige Anzahl von Perſonen A, B, C, D, ... iſt endlich die Wahr: 


a'rb N, ‚nd, * 


abe 


ſcheinlichkeit, daſſ fie noch 2 Jahre zufammen leben, = 
__ "(abed...) | 
Er abcd,. 

Dagegen ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ — der n Sahre eine 
oder mehrere der betrachteten Perſonen A, B, Gy... fterben, oder baff die 


| Mabcd...) 
Berbindung diefer Perſonen aufgelöft wird, =1 — BETT 
‘ n(al 
Für drei Perfonen A, B, C ift diefe Wahrfcheinlichfeit = 1— a 
- } n b d 
und für zwei Perfonen =1 — e ). 
| J 


Ebenſo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon A noch u Sahre, 
| die Perfon D noch 9 Sahre, die Perfon C nody m Sahre, die Perfon 
D noch @ Jahre, ekc. lebt, und zwar, daſſ alle diefe Ereigniffe zu— 


| ua ander, ne — ‚ und die Wahrſcheinlichkeit, daſſ dieſe 
© | Karb"c odır. 

reigniſ e nicht alle zugleich ſtattfinden, —1L — 7." 

— Nnq n;; 
Wir wollen ee baı — = lyı ele. und allgemein 


% m abe..), feßen, fo daff die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ die 
| En A, B, C, ... noch n Sahre leben, refp. durch a,» bike, 
.. und die Wahrfcheinlichkeit, daff alle Diele Perfonen zufammenge 
| nommen nod n Sahre leben, durch (abe... .)„ ausgedrudt werben. 
| Die Waprfcheinlichkeit, daff Feine diefer Perfonen noch rn Jahre lebt, 
| iſt folgih = (1 — a,).(1L —5,).(1—C,)- 
Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine oder —— dieſer Perſonen 
noch n Jahre leben, wird alſo ausgedruͤckt durch 1 —(1-—4,). 
‚(1—-b6,).1—ec,)... Zür eine Perfon A ift diefe Wahrfcheinlich- 
feit =a,; für zwei 'Merfoneh A und B ift fie a, tb, (dm 
und fir. Br Perſonen = a, +6,40, — _ (ab), — (ac), — bo), 
Wer (abc),. 
| Daff von zwei gegebenen Perfonen A und B nad) rn Sahren 


594 


teben |todt ift | dafür ift die Wahrfcheinlichkeit: 


1 AB: \: ten un: BREI (ab), 
2 A B a,ı1—b)=a,— («@b), 
3 B A db, 1 —a)=b,— (ab), 


Da die erfte Größe (ab), die Wahrfcheinlichfeit ift, daſſ beide 
Perfonen den Zeitraum von 7 Sahren überleben, und die Summe aus | 
der zweiten und dritten Größe, nämlih @„+b,—2(ab),, die Mahre‘ 
fcheinlichkeit, daff nur eine der beiden Perfonen diefen Zeitraum übers‘ 
febt und die andere innerhalb deffelben ftirbt; fo ift die Summe aller 
drei Größen, oder a, +5, — (ab), die Wahrfcheinlichkeit, daſſ wer 
nigſtens eine der beiden Perfonen den Zeitraum von m Sahren überfebt- 

Daff von drei Perfonen A, B und C nach Verlauf von n Jahren 


(eben todt find dafuͤr ift die Wahrſcheinlichkeit: | 
1-1 ABEV he Rs... ren ale na Pie re 4 a 
2|AaB| C kab),..A-c) ..= .:--.. (ab)n lab 
EB EINE (ac), — (ab), 
4 | BC A (be), .1= a) VIER" (be)„— (abe), 
5| 4 | BC ja,„1—b,)A —c,)=a,— (ab), — (ac), +(abe), 
6/1 B| AC b,a=a)a—c)= b„— (ab), — (bey, t(abe),, | 
| C | AB (aa) —b,)= 6%, (a mb), tab), 


Die erfte Größe (abe), ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ alle drei 
Perſonen 4, B, C ven beftimmten Zeitpunft überleben, und bie Summe 
aus der 2ten, Sten und ten Wahrfcheinlichkeit. nämlich (ad), + (a 
+(bo),—3(abe),, ift die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend zwei der 
fraglichen Perfonen den Zeitraum von n Jahren überleben und Die dritte 
innerhalb deſſelben ſtirbt. Wenn man alfo zu der legten Summe. die erfte 
Wahrſcheinlichkeit (ad ),, addirt, fo erhält man (ab) „(a ),t (bc 
—2(abc), für die Wahrfcheinlichkeit, daſſ wenigſtens irgend welche 
zwei der drei Perfonen A, B, C ven Zeitraum von n Jahren überleben. 

Die Summe aus der 5ten, Gten und Tten der obigen Wahrs 
ſcheinlichkeiten, nämlih @,+6,+e,— 2 (a b),— 2(a), — 2(0.0) 


in 
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+3(abe), drüdt die Wahrfcheinlichkeit aus, daſſ irgend eine der drei 
Bi die n Sahre überlebt, und die beiden andern innerhalb derſel— 
ben fterben. Die Summe aus allen 7 obigen partiellen Wahrſchein— 
lichfeiten oder a, t+b,+ ce, — (ab), (a, — bAnt (abe, iſt 
die Mahrfcheinlichkeit, daſſ wenigftens eine der drei Perfonen A, B, C 
den Zeitraum von nr Sahren überlebt. 

Ebenſo wird für eine beliebige Anzahl von Perfonen A, B, C, 
D, E, F,... vie Wahrfcheinlichkeit, daſſ eine beftimmte Anzahl ders 
felben den Zeitraum von n Sahren überlebt und die übrigen innerhalb 
deſſelben fterben, beftimmt. Wenn z. B. fünf Perfonen A, B, C, D, E 
gegeben find, und die Wahrfcheinlichkeit beſtimmt werden foll, daſſ 4, 
C und E ven Zeitraum von n Sahren uͤberleben, und 2, D ins 
nerhalb deffelben fterben; fo ift Diefelbe offenbar —=(@ce), (1— 5,) 
(1 —d,)=(ace)„— (ab ce, — (acde)„+(abcde), 

$. 9. Aufgabe. Wenn m+u Perfonen gegeben find, 
die Wahrſcheinlichkeit zu beftimmen, dafj m derfelben nod 
n-Zahre leben und daff die übrigen w innerhalb diefes 
Beitraumes fterben. 
Fr Auflöfung. Die Anzahl der verfchiedenen Combinationen , jede 
von zu Perfonen, welche man aus den mu gegebenen Perfonen bil 
den Fann, wird befanntlih ausgedruͤckt durch: 


E9 
— (e+m) a„H-m—1 u+m—2 ut-m—3 
% 1 “ 2 2 [7 4 


IIND. user. 2 
ın 
und die gefuchte Totalwahrſcheinlichkeit befteht offenbar aus K Partials 
wahrſcheinlichkeiten, wovon jede aus der Mahrfcheinlichkeit zufammenges 
feßt ift, daſſ irgend eine befondere Combination von m Perfonen aus | 
den K Gombinationen den beflimmten Zeitraum überlebt, und daſſ die 
übrigen u Perfonen innerhalb defielben fterben. 
—F Zur Erlaͤuterung dieſer allgemeinen Betrachtung wollen wir das 
ſpecielle Beiſpiel von 5 gegebenen Perſonen A, B, C, D, E betrachten. 
Es fi m=2, folglich u — 3 und K=10, fo find die LO verfchies 
denen Gombinationen von 2 überlebenden, welche fich aus den 5 ger 
gebenen Perfonen bilden laſſen, und die entfprechenden Partialwahr— 
ſcheinlichkeiten, deren Summe die geſuchte Totalwahrfcheinlichkeit if, 
' folgende: | 
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Daff nah n Sahren 


leben | todt find dafür ift die Mahrfcheinlichkeit: 


AB | CDE \ab),.(1—e,).(1—-d,).(1-e,)*) 
AC|\ BDE \(ac),.1—b,).(1—-d,).(1-e,) | 
AD | BCE ((ad),.(1—b,).(1—c,).(1—e, 

AE | BCD \(ae),.A—b,).(1-c,).(1-d,) 

ADE \(be),.(1—a,).(1—d,).(1—e,) 

ACE \(bd),.(1—a,).(1—c,).(1—e,) 

BE ACD |\(be),.(1—a,).(1—c,).(1--d,) 

CD | ABE (cd), .(1—a,).(1—5,).(1—e,) 

CE | ABD ((ce),.(1—a,).(1—b,).(1—d,) 

DE | ABC (de),.(1—«,).(1—b,).(1—c,). 


Da in diefem, und überhaupt in allen Wahrfcheinlichkeitsausdriden 
die Anzahl der zweitheiligen Factoren —u und das erfte Glied eines 
jden =1 ift, fo muff das entwicelte Product derfelben in jeder Par: 
tialwahrfiheinlichkeit die Einheit zum erften Gliede haben, worauf die 
u einzelnen, in den zweitheiligen Factoren vorkommenden Buchflaben, 
dann alle möglichen Combinationen aus je zwei der u Buchftaben, hier⸗ 
auf alle möglichen Combinationen aus je drei derfelben, u. f. f. bis zu” 
der einen Gombination, worin alle die zu Buchftaben vorfommen, fol 
gen. Da ferner die Buchftaben in den zweitheiligen Factoren alle das 
Zeichen — haben, fo muſſ jedes Product aus einer ungeraden Anzahl 
derfelben auch Das Zeichen — haben, und jede Product aus einer ges 
raden Anzahl von Factoren das Zeichen —; und ferner ift einleuchtend, 
daſſ die pofitive Einheit das erfte Glied jedes dieſer Producte if, wor 
aus erbellet, welche Glieder der obigen Partialwahrfcheinlichkeiten Pos 
fitiv oder negativ fein muffen. Da nun die Einheit das cerfte Glied 
des Productes der zweitheiligen Factoren jeder Partialwahrſcheinlichkeit 
iſt, ſo iſt klar, daſſ die erſte Ordnung der Combinationen nur eine 
mal vorkommt, und da die Anzahl der zweitheiligen Factoren in 
dem Ausdrude jeder Partialwahrfcheinlichteit —=u ift, fo ift die Anz 
zahl der einzelnen Buchflaben in ihrem Producte auch =u und folge 
lich ift die Anzahl der Gombinationen von m -+1 Buchftaben in jeder 
Partialwahrfcheinlichkeit — u. Aber die Anzahl der Partialwahrſchein⸗ 


Sersouruwn | 
SE 
——— 


) — (ab) [1 — C, he a ent (c nt (c &)n + (de), -— (cd a 
— (ab), — (abc), — (abd),„— (abe)„—t(abed)„—t(abce), 
(ab de) ,— (abcde), w ſ. f 
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lichkeiten ift — K und folglich die Sefammtzahl der Combinationen von 
(m-+1) Buchſtaben in dem Ausdrude der Totalwahrſcheinlichkeit =u KR. 
Die Gefammtzahl der verfehiedenen Combinationen von m-+1 
Buchftaben oder Elementen, welche man aus m u Elementen bilden 
it 
m--1 
nen der zweiten Ordnung zn-H1 mal vorkommen; denn offenbar Foms 
men die verfchiedenen Gombinationen derfelben Ordnung gleich viele 
Male vor. 
Da die Anzahl der Combinationen, jede aus zwei Elementen von 
£ 9 R . . Et a 
a E ift, fo ift die Anzahl der Combinationen, jebe 
von u-+ 2 Buchftaben in. dem Ausdrude der Totalwahrfcheinlichfeit 
M a (wu — 1) 


_—— 


kann, beträgt aber nur K, woraus folgt, daff die Combinatio— 
u Elementen, = 


* X; aber die Anzahl der verſchiedenen Combinationen, 
jede von m +2 Elementen, welche ſich aus mu Elementen - bilden 


. a u—1 ” y 
— — i i⸗ 
laſſen, iſt nur es — ‚ und folglich kommen die Combi 
1 2 
nationen der ten Ordnung en mal vor. 


n Allgemein, wenn v irgend eine zwifchen 1 und u ;t2 liegende 

ganze Zahl ift, fo wird die Anzahl der Sombinationen ,. jede von v—1 

Elementen, welche ficy aus u Elementen bilden laffen, ausgedrückt durch: 
de) Wed) 


EX — — — 


1.2.3.4 ++» > v—1 


und diefes ift auch die Anzahl der Combinationen von m +7 —1 

Elementen in dem Ausdrude jeder Partialwahrfcheinlichkeit, deren Anz 

zehl —K iſt. Folglich iſt auch die Anzahl der Gombinationen, jede 

‚von mv — 1 Elementen in der Totalwahrſcheinlichkeit gleich: 

FR 

% (ae 1)(e 2) 3) (ae 2) 

u 
E53, 31 EN, rl 


—3— 


— 


aber die Anzahl der verſchiedenen Combinationen, jede von — ———— 
Elementen, welche ſich aus 7n +1 Elementen bilden laſſen, beträgt nur; 


ft; («—1) (u — 2)... (u o — 2)) F 
wre” 


fo daſſ, wenn v nicht kleiner iſt, als 2, die Combinationen der vten 


141 2 3).... "— 1 
Ordnung BEDIENEN en mal vorkommen, 
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Hiernach ift einleuchtend, daſſ, wenn wir die ganze vte Ordnung von | 
Sombinationen, d. h. alle Combinationen, von nv — 1 Buchitaben | 
oder Perfonen, welche fih aus der Gefammtzahl der m Perfonen | 


bilden laffen, mit o bezeichnen und die Eumme der Wahrfcheinlichkeis 
ten, daſſ alle Perfonen jeder Combination diefer Ordnung zufammen j 


nocb n Zahre überleben , mit Op fo wird die gefuchte Zotalmahrfchein- | 
lichkeit ausgedruckt durch: | 
1 (mHı) 2 (m) — (m+-1) (m-+2) de 


EEE ER Ta N ee — o„tete., | 


worin die leßte Drdnung, welche nur eine Combination aller (mu) 
Buchftaben oder Perfonen enthält, immer die (ut Ute iſt. 


| 
| 
| 
1 
Wenn u—=0 ift, fo hat man, was m aud) fein mag, nur © Ä 
—ADBC... und die gefuchte Wahrfcheinlichkeit ift in dieſem Falle | 
s | 
0, iur) 4 
Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find und m=1, 1 
ift, fo reducirt fich die allgemeine Formel auf: 


1 2 
0, — 20,4, +b,— 2 (ab), 
1 Fr 
was mit dem Obigen übereinftimmt, weil hier 0,—=a,—b, und 


2 ⸗ 
— (ab), iſt. 

Wenn drei Perſonen A, B, C gegeben find, n=2 und folg 
ih 4 1 ift, fo verwandelt ſich Die — 9 Formel in: 


0, —55 „—(ab) „+ (ae), + (be), — 3 (abe), , 


1 
was mit dem m ebenfalls übereinfimmt, weil hier o „= (ab), — 


(ac) „+ (be), und 1 „= (abe), it: / 
Menn wieder drei Derfonen 4, D, C gegeben find, aber m=1 
und folglich u—2 ift, fo verwandelt fih die allgemeine Formel in: 


* 


2 3 
0,— 20,+30=a,+b,+c,— 2(ab),-—- 2(ac),„— 2(b), +3 db 


2 [2 e N} 7} [3 ⸗ 1 
was mit dem Obigen auch übereinftimmt, weil hier 0, —a, tb, + on, 
2 2 
0 (ab), + (ac), + (bc), und 0, = (abe), iſt. 


u 
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Hieraus erhellet auch, daff, wenn mt 1 Perfonen gegeben find, 
die Wahricheinlichfeit, daff gerade m +1 derfelben noch n Zahre leben 
und die übrigen zu — 1 innerhalb diefer Zeit fterben, durch: 


»\ 3 1-2 m mt? ” ?% 
2 mtn) 3 — ) — 


Br n > A Ontete. 


ausgebrüct wird; die Wahrfcheinlichfeit, daff gerade m 2 diefer Per 

fonen die n Zahre überleben, und die u — 2 übrigen innerhalb der— 

felben fterden, durch: 

3 (mt3)4  (m+43) (m-+4)5 
rer 0) 


len — | 
ferner die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 243 dieſer Perſonen dieſen Zeit— 
raum uͤberleben und die übrigen «— 3 innerhalb deſſelben ſterben, durch: 


AG rd ae A 
n 1 n 1 ve BE N | 2 3 Be 


ei. f. 

$. 10. Wenn irgend eine Anzahl von Perfonen A, B, C... gegeben 
find, und 2 irgend cine ganze Zahl, aber nicht größer ald die Anzahl 
jener Perfonen ift, fo wollen wir Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ wenigftens 
F L 


ı+3) (m+4) (m-+-5) 6 
Eee 


2 Li 1 2 


n 
m derfelben den Zeitraum von rn Sahren überleben, mit ker 2); 
bezeichnen, fo daff, wenn zn der ganzen Anzahl der Perfonen gleich 
ift, dieſer Ausdruck mit dem Ausdrude (ube...),, welcher die Wahre 
fcheinlichkeit austrüct, daff alle Perfonen die n Sabre überleben, über: 


einſtimmt. 


er 

Wenn m—=1 ift, fo drüdt (abe...), die Wahrfcheinlichkeit aus, 

daſſ die zuleßt noch lebende Perfon n Sabre überlebt. Wenn z. B. 

5 Derfonen, A, B, C, D, I, gegeben find, fo wird die Wahrſchein— 

lichkeit, daſſ wenigftens 3 derfelben noch 9 Sahre leben, ausgedrudt 
3 


durch (abede)g. 

| Nun befteht aber die Zotalwahrfcheinlichfeit, daſſ wenigftens m 
der gegebenen zn-+ u Perfonen den Zeitraum von n Sabren überleben, 
‚offenbar aus den [+1 Partialwahrfcheinlichkeiten, daf| genau zu, m+-1, 
m+2, m+3,..... m+(w— 2), m-+(@ — 1) und die Gefammt: 
zahl der gegebenen Perfonen diefen Zeitraum überleben. Wenn 
\ man diefe Partialwahrfcheinlichfeiten gehörig unter einander ordnet, fo 
bat man: | 
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m m m--2) 3 m-- m-+-2) (m 4 ( 
„ee, BIRD, rc 
? a. .o, RN nm — tele, 
3 (u, 4 P 2 

1 Y 
| 


+ 2 n reis | 


und wenn man ihre Summe bildet, fo erhält man: 
1 “m ar'öh s ur — 


_ ma, —— 0 7 — 
On 1 en 
m 


2 n | 
(m--1) (m-F2) er oe * — (abe ,..)n 


7 | 
Re | 
für die Totalwahrſcheinlichkeit. — 

Wenn blos zwei Perſonen A, B gegeben find und m2, folge, 
| 


1 
ih a0 ift, fo verwandelt fich die allgemeine Bern, in o „— (ab) 
2 


aber wenn — und #1 ift, fo geht fie über in — — 
b, ab / 

Menn drei Perfonen A, B, C gegeben find, m=3, und folge 
ih u—=0 ift, fo wird die allgemeine Formel: o„— (abe), Wenn 


1 2 
m2 und folglich u—1 ift, fo geht fie über in: 0,— 2 0,= (ab), 
2 
(a )„+ (bo), —2(abe), (abe), Wenn m=1 und folgih u —2 
1 2 3 
ift, fo wid fir: 0, — 0,40, =, tat (ab), — (a), 


1 

(be) + (abe) (abi), , was alles mit dem Fruͤhern übereinftimmt. 

$. 11. Aufgabe Denn mu Perfonen 4, B, Cru. UN 
m’ + u andere Perfonen P, O, By... gegeben find, die Wabeſcheinuch 
keit zu beftimmen, daſſ nach Verlauf von n Sahren Die Anzahl der von 
den Perfonen 2, QO,R, ... noch lebenden kleiner eh als zn’ , und daſſ 
die Anzahl der von den Perfonen A, B, C ... nah n Sahren noch 
lebenden nicht Eleiner ift, als m. 

Auflöfung. Bann bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ m’ Parfonen 


von P,Q, Z,... den fraglihen Zeitraum überleben , — — 
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ift, fo ift die Wahrſcheinlichkeit, var nicht fo viele dieſer Perfonen dies 


fen Zeitraum überleben —1 — — 
Aber die Wahrſcheinlichkeit, daſſ von den Perſonen A, B, — Int 


wenigftens zn den fraglichen Zeitraum tberleben, ift ar 3 
und folglich ift die Wahrfcheinlichfeit, daff von den Perfonen 4, D, C, 
... wenigftens zn und von den Perfonen 2,Q, R,... weniger, als 
m’ der Zeitraum von 2 Sahren überlchen: 


m! m! 


[1 Ber (pgr... Jule — In — Babe. 2) .. * — bee; 7% (por... In 


» 
Nun —— wie fruͤher, d in Beziehung auf die Perſonen 
A, B, C, ... die vte Ordnung der Combinationen und — die v/te Ord— 


nung der Gombinationen der Perfonen P, a RR d h. jede moͤg— 
liche Combination von — 1) Perſonen, melhe aus m’ u’ 
Perſonen gebildet werden kann; ſo iſt: 
m 2 m (m--1) 3 m — (m-+-2) 4 
@be..), — — trT —— See » Teen 
m (m--1) (m-+-2) (m-+3) 5 
a ⸗ 


— elc. 


‚und: 
—— a m m (m--1) m (m-+-1) (m--2) 
7 
| — NAT ER — — 

1 2 3 am 


Endlich bezeichne 0 eine Ordnung doppelter Gombinationen, welche 
aus allen denen beſteht, die durch Verbindung jeder der moͤglichen 
Combinationen aus m--(v—1) der m+u Perſonen 4, D,C,. 
mit * Combination aus m’-+(w'— 1) der Perſonen p, 
'Q,R,... entftehen, fo wird die gefuchte Wahrfcheinlichkeit ausgedrückt 
durch: 


Poiſſ on’s Wahrſcheinlichkeitsr. ıc. 26 


— — — — 


nis an. Mr — — —— — — 


ſich in dieſem 


> 
Bet . + f) 0 D 9130 {7} « } f} 23 13 » % » 4 . . + 273 . N a D 
LT € < 2 Bat z Imre 
2-0 ie; re leer FREE = Pe a 
— * — — (etw) (I+w) u » (tw) er 
| 2 Ä 
——— Di PER 
"979 10. . 00 —' — — — o Amen 
* * — u mm F g,u u e(ı-t-u) u 
> u® rs ı °ı N 
8* 92% 3 — rt —Ug: 
— ‚ut = zu u z u 
> 7 I © 1 
u —— u u 
12-4 “ — — 0— ) 
I Be ul | 1 
1 — — 
— u 7 us [ 


g. 12. 


Die Wahrfcheinlichkeit, daff eine einzelne Perfon A in einem 
gegebenen Jahre, z.B. in dem nten Sahre, von jekt an gerechnet, ſtirbt, 


oder eine Verbindung mehrerer Perfonen A, B, C, .. 
Jahre auflöft, ift refp. gleich a,_, — «a, und (abe...)„_, — (abe. .)n 


I 
) 
| 
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d.h. fie ift der Ueberfchuff der MWahrfcheinlichkeit, das beftimmte Jahr zu 
erreichen, über die Wahrfcheinlichkeit, e8 zu durchleben. Denn wenn «$ 
gewiff wäre, daſſ die Perfon A eine von den ?7Ia Perfonen wäre, 
welche das fragliche Sahr erreichen, fo wäre die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 

n 

z [4 

fie in diefem Jahre flirbt, =1 — ee allein die WahrfcheinlichFeit 
i ad 

n—1 


2, und folglich ift die Wahr: 


n—|1 


fheinlichkeit, dafl die Perfon A in dem erwähnten Jahre firbt, - 5 


diefer Vorausſetzung iſt felbft nur = 


Rz —— 14 24 

ee Weg an ne on 

Um die Wahrfcheinlichkeit der Auflöfung der Verbindung der Per: 
fonen A, B, C, ... in dem beftimmten Sahre hieraus zu erhalten, 
draucht man nur (abe...) für @ zu fegen. Allein diefes find nur bes 
‚fondere Fälle des allgemeinen Satzes, daff die Wahrfcheinlichkeit der Auf— 
loͤſung der Verbindung ber legten zn Ueberlebenden von zn + u Perſonen 
im nten Jahre, von jebt an gerechnet, dem Unterfchiede zwifchen der 
MWahrfcheintichkeit, daff die Verbindung das nte Sahr erreicht und der 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ fie es überlebt, gleih ift. Denn bezeichnen e 
und s refp. die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ die legten m Ueberlebenden 
zufammen das rıte Jahr erreichen und zufammen überleben, und / die 
Wahrfcheinlichkeit, daſſ fih ihre Werbindung in diefem Jahre auflöft, 
ſo muff diefe Auflöfung nothwendig vor, in, oder nad dem nten Sahre 
ſtattfinden, wofür die Wahrfcheinlichfeiten refp. gleich 1—e, JS und s 
find, und cs it 1—e+/+s=1; folglich = e— 5. 


r 65 ſei u _ı mn ES a, H-ı m -im 


— v v v 
(abe. .),_,— (abe. „= (ade. und 0,17 Z0ur ſo 


Dt, die Wahrfcheinlichkeiten bezeichnen, daſſ die Per— 
ſonen 4, B, C, ... in dem nten Jahre, von jeßt an gerechnet, fterz 


ben, (abe...) die Wahrſcheinlichkeit, daſſ fih die Verbindung aller 


dieſer Perfonen aufloft, und 0, die Wahrfcheinlichfeit, daff irgend eine 
der Verbindungen von m + — 1) Perfonen, welde fihb aus allen 


'm-+-u gegebenen Perfonen bilden laffen, in demfelben Sahre erlöfcht. 


} 
} 
| 
i 
| 


i 


Gerner fei: 


m 


(abc...) 


m 
C, 


— — 
— (abe, „= ade. dr: 
26* 


n—l 
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Wenn man blos zwei Perfonen A, B hat, fo wird die Wahrfcheinz 
lichkeit, daſſ die Iehte von beiden in dem nten Jahre, von jekt an ges | 
rechnet, ſtirbt, ausgedruͤckt durch: | 


aba b,— (ab),. (©. 400.) 


Für drei Perfonen A, D, C wird die Wahrfcheinlichkeit, daſſ ſich 
die Verbindung der beiden Ueberlebenden in dem ten Jahre von jet 
an, auflöft, ausgedrudt durch: 


er RT 
(ade), =lab),FaO,+P 02 (abe), 


und die Wahrfiheinlichkeit, daſſ die lebte Diefer Perfonen in demſelben 
Jahre ſtirbt, durch: 


(a v Dale en „ad, a —— (bey(abe) 


Allgemein, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſich die Verbindung der 
legten zu» überlebenden der m tu gegebenen Perſonen im zıten Jahre, 
von jeht an gerechnet, auflöft, wird DAS; dem Borhergehenden ausge 
druͤckt durch: 


ne m 


(abe... er — abe..)„=(abe...) 
1 m 2 n (m--1) 3 1) (m-L2) 4 
— — RE —— 
2 2 3 
m (m m--2 ' 5 
m (mt) (mt) DS _ 4 


1a aa ea | 


$. 13. Die größte fernere Lebensdauer mehrerer Perfonen A, B, Cr... 
nach den Mortalitätstafeln, d. h. die Anzahl der Jahre zwijchen ihren 
refp. Altern und dem höchften in der Mortalitätstafel vorfommenden Ale 
ter, vollen wir refp. mit &, ß, 7, ... bezeichnen, und wenn mehrere 
Perſonen A, B, C, ... inBerbindung mit einander betrachtet wer— 
den, fo wollen wir die Anzahl Jahre zwiſchen dem Alter der aͤlteſten 
von ihnen und dem höchften in der Mortalitätstafel vorfommenden AUe 
ter mit T bezeichnen, fo daff, jenahdem A, oder D, der C,... | 
am älteften ift, T gleihb @, oder 6, oder Y,... iſt. | 
Die fernere mittlere Lebensdauer oder Lebenshoffnung ($. 69) ges 
gebener Perfonen A, B,C,... wollen wir refp. mit a, b, Cyrrr 


und für # Jahr ältere Perfonen mit fa, Tb, !c,... bezeichnen. 
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Wenn es gewijf wäre, daſſ die Perfon A nocy 2 Jahre überlebte, 
fo wäre der gegenwärtige Werth ihrer fernen Lebensdauer oder 
Lebenshoffnung nach Z Jahren =taz allein die MWahrfcheinlichfeit dies 
ſes Ucberlebens der £ Jahre ift nur =az, und folglich iſt der gegen: 
wärtige Werth der fernern Lebensdauer der Perfon A nach Z Sahren 
—a,.'a, welche aufge ſchobene fernere mittlere Lebensdauer wir mit 

al! bezeichnen wollen, und ebenfo für die Perfon B mit [b]2, für 
die Perfon C mit [c]F, --- 

Die fernere mittlere Lebensdauer einer Perfon A bis zum iten 
Sabre, von jeht an gerechnet, wollen wir mit [a] bezeichnen, fo 
ift offenbar t[a]l+[ja]!=a ‚ folglich !lal=a—[a]! und lb] 
=p—[b]i,:z[e]=c-[eli--- 

$. 14. Aufgabe. Wenn eine beliebige Anzahl von Perfonen A,B, 

C,... gegeben find, die fernere mittlere Dauer Ahniicher Verbindungen 
dieſer Perfonen, wie, die ‚gegebene für 2 Sabre, von jest an gerechnet, 
zu beſtimmen. 
Aufloͤſung. Nach dem Vorhergehenden iſt einleuchtend, daſſ 
won der Anzahl (abe...) jetzt exiſtirender, ähnlicher Verbindungen wie 
die gegebene, (abe...) das nte Jahr vollftändig überleben und daſſ 
die Summe aller diefer Verbindungsdauern für diefes Jahr —-Mabc...) 
Jahre iſt. Auch iſt klar, daſſ die Anzahl ſolcher Combinationen, welche 
zur Aufloͤſung der Verbindungen hinreichend find, im nzten Sabre 
| —n-ıKabe..)— «abe... ift, und da jede diefer Verbindungen 
‚vor ihrer Auflofung im Allgemeinen noch einen Theil p des Sahres 
‚eriftirt; fo ift die Summe der Berdindungsdauern für alle Combi— 
Inationen, welche fih im ten Jahre auflöfen, =[?=abe..)p . 
— "abe..)p]| Jahre, und wenn man hierzu für die uͤberlebenden 
"Combinationen Habe...) Jahre addirt, fo erhält man: 


[r=1labe..)p4+-"abe...).(L—$)] Jahre 


für die gefammte Verbindungsdauer ber (abe...) jet eriftirenden Verbin: 

‚dungen für dad nte Jahr oder der uberlebenden Verbindungen derfelben. 

Wenn man in diefem Ausdrude für 7 fuccefjive die Zahlen J, 2,3, 

2.2 febt, und die erhaltenen Reſultate alle sufammenabodirt, fo be: 

‚Tommt man: 

(abe. yg-+ !labe..)(A—p)+ abe... Jp+ *abe..JA—Y)+ 
%abe..)p-+ ... + 2(abe..Jp+t!(abe..)(1—Y)-F 
t-1(abc..)p-+Kabe...)(1—Y) = !(abe...)+ ?(abe...) 

+ 3(abe..) +... + Habe ..)-+p[Cabe..) — Kabe...)] 
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für die gefammte VBerbindungsdauer aller (abe. 5) Gombinationen fir’ 
den beftimmten Zeitraum, und wenn man fie durch die Anzahl (abe.. ) 
der Kombinationen dividirt, fo erhält man: 


(abe...)‚+t(abe..),+(abe..)3+...+(abe.. Je+yi1 —(abe..Jı], 


für die mittlere Verbindungsdauer jeder Combination innerhalb der be 
flimmten Zeit, welche wir daher mit {[abc...] bezeichnen wollen. 

Wenn 2=rift, fo fi t[abe...|=(abc...), (ade..),—=0 
und man hat: 


(abe. ..)=(abe...) Habe...)3+abe..Jg+...Habe..J+p 


für die gefammte mittlere Verbindungsdauer der betrachteten Verfonen. 
Wenn man (ube..,) für @ und T für @ fubftituirt, fo laͤſſt ſich 
nach dem Vorhergehenden auch die Auflöfungserwartung der Verbin— 
dung irgend einer Anzahl gegebener Perfonen A, B, C, ... beftimmen, 
Ferner foll dem Vorhergehenden gemäß die mittlere Berbindungsz 


m 
bauer ber legten zr Ueberlebenden von (m-FHi) Perfonen mit (abe.. .) 
bezeichnet werben. 

| 


Auch Fann man nad) dem Bochergehehben die Aufloͤſungserwar⸗ 
tung der Verbindung der letzten zn uͤberlebenden von mA Perſonen 
beſtimmen. 


$. 15. Da das allgemeine Glied einer Reihe wie a, +ta,+a,4+ 
+%_1 4% 94% 3+:.. durd a, ausgedrüdt wird, fo wollen 
wir in Zukunft die Summe einer folchen Reihe durch Za, bezeichnen, und 
8a, foll die Summe der Z erften Glieder einer ſolchen Reihe bez 
zeichnen. 

Hiernach hat man nach dem Dbigen: 
a=8a, +4 folglich Fa, — a—t und (abe...)=%labe...)„ +9, 
alfo Z(abe.. )„=(abe.. Or p. Ferner [a] =t[ 2a, |+3(1 rd V 
fo daſſ | 3a, !=ıla] — 4/1 —a,) if, und: 
t|(abe...)]= [3(abe nl FP[1—(abe...),] 
folglich : 
(abe ..)„]=ı[(abe...)]—PL1—(abe..),], 

wo Z immer conftant und veraͤnderlich if. 

d. 16. Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ irgend zwei gegebene Perfonen in 
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demfelben Augenblicke fterben, ift unendlich Fein. Denn die Anzahl 
der Augenblide in der möglichen Lebensdauer einer jeden ift unendlich 
groß, und da eine jede der beiden Perfonen in jedem diefer Augen 
blicke fterben kann, fo ift flar, daſſ die Wahrfcheinlichfeit des Zufame 
menfallens der Augenblicke des Todes dieſer Perſonen unendlich klein 
iſt. Ebenſo erhellet, daſſ die Wahrſcheinlichkeit, daſſ beide Perſo— 
nen vor einer beſtimmten Zeit in demſelben Augenblicke ſterben, un— 
endlich klein iſt. Ferner iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ, wenn von drei 
Perſonen zwei in demſelben Augenblicke ſterben, auch die dritte in die— 
ſem Augenblicke ſtirbt, unendlich klein. 

$. 17. Wenn zwei Nerfonen A und B gegeben find und ein beftimms 
ter Zeitraum angegeben ift, welcher Die mögliche oder größte Lebensdauer 
der aͤlteſten Perfon nad) ber Mortalitätstafel nicht Üüberfchreitet, @ bie 
Anzahl der Perfonen von demfelben Alter, derfelben Gonftitution, elc. 
ald A, welche in diefer Beit, nach « gleichen Intervallen abfterben 
mögen und P die Anzahl derfelben von demfelben Alter, derfelben Con— 
flitution, ele als B, welche in bderfelben Zeit nach 8 gleichen Inter: 
allen abfterben, bezeichnet; ſo ift es, wenn beide Perfonen vor Ab: 
(auf dieſer Zeit fterben, gleich wahrfcheinlih, daſſ die eine, 3 B. A, 
fruͤher oder fpäter ald die andere B ftirbt. 
| Denn es fei m irgend eine ganze Zahl, nicht größer als 6, und 
B fei der Reihenfolge nach die Pte der Perfonen derfelben Art, welche 


in der beftimmten Zeit fterben, fo verhält fich B:a= m: m, und 


die größte in = m enthaltene ganze Zahl « iſt die Anzahl der Perjo- 
| nen, wie 4, welde früher geftorben find, und bie Wahricheinlichkeit, 
' 

daſſ A A eine derfelben Aryl — —. 


| Wenn B die mte der Perfonen ift, welche vom Ende der be 
ſtimmten Zeit an gezahlt, geftorben find, fo ift die Anzahl folder Perſo⸗ 
nen, wie A, welche zwiſchen der Todeszeit von B und dem Ablaufe 
der beflimmten Zeit fterben, —M, und die Wahrfcheinlichkeit, daſſ A 


Be, — u 
eine diefer Perfonen ift, ft =—. 


Aber diefe beiden Annahmen hinfichtlich der Reihenfolge des To⸗ 
des von B find gleich wabhrfcheinlich; denn es muff irgend eine der 8 
Perfonen in Bezug auf ihren Tod, und vom Anfange der beftimmten 
Zeit an gerechnet, die ute, und irgend eine andere, vom Ende deſſel⸗ 
ben Zeitraumes an gerechnet, ebenfalls die znte fein, und B oder irgend 
‚eine andere dieſer Perfonen kann in irgend einer der P Perioden gleich 


| 
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leicht fterben. Hieraus geht alfo hervor, daſſ jedem Falle, in wel 
chem 4 früher ſtirbt als B, ein anderer gleich wahrjcheinlicher Fall ent⸗ 
fpriht, in weldem 4 fpäter ftirbt als B. | 

Es bezeichnen ferner @, ß und Y die Anzahlen von Perfonen, welche 
mit drei Perfonen A, B und C reip. von gleichen Altern, gleicher Con— 
fütution, etc. find, und welche innerhalb einer beftimmten Zeit refp. 
nad) @, ß, y gleichen Beitintervallen abfterbenz fo ift es, wenn alle‘ 
drei Perfonen A, B, C innerhalb diefer Zeit fterben, gleich wahrfchein- 
lich, daſſ irgend eine derfelben, z. B. B, hinfichtlich der Zeit ihres To— 
des Die erfte, zweite oder dritte. ift. * 

Denn wenn wir wieder, wie vorhin, annehmen, daſſ B nad) der 
Reihenfolge des Sterbens die mte der Perfonen von demſelben Alter, 
| elc. ift, welche innerhalb diefer Zeit fierden ; fo ift nach dem eben Geſag⸗ 


ten die Wahrfcheinlichkeit, daſſ A früher ftirdt, =, und cbenfo erhellet, 
& F 


daſſ, wenn u die größte in Im enthaltene ganze Zahl ift, die Wahr: | 
ſcheinlichkeit, daſſ C früher flirbt, als B, durch — ausgedruͤckt wird. 
Folglich iſt die Wahrſcheinlichkeit, daſſ ſowohl A, als C früher ftirbt, = — 


Auf eine aͤhnliche Weiſe ergibt ſich, daſſ, wenn B hinſichtlich ih— 
res Todes die zmte der Perſonen von demfelden Alter eic,, von dem 
Ende der beftimmten Zeit an gerechnet, ift, die Wahrſcheinlichkeit, daſſ 


fowohl 4, als C fpäter flirbt als B, durch * ausgedruͤckt wird. Aber 


nach dem vorhin Bemerkten ſind die beiden Annahmen in Beziehung 
auf die Reihenfolge des Todes von B gleich wahrfcheinlich, und folglich) 
ift es auch gleich wahrfcheinlic), daſſ die Perfon B von den drei ges 
gebenen Perſonen zuerft, oder zuletzt ſtiibt. Wenn 4 zuerft ftirbt, fo 
ift es nach dem Borhergehenden gleich wahrſcheinlich, daß von den bei: 
den Perfonen 2, C in dem noch nicht verfloffenen Theile des beftimmten 
Zeitraumes BD zuerft oder zuleßt flirbt, d. h. von allen drei Perſonen 
die zweite oder letzte ift, welche flirbt. Wenn C zuerft flirbt, fo ers 
gibt ſich auf dieſelbe Weife, daff es gleich wahrfcheinlich ift, daſſ B 
früher, oder ſpaͤter als A ſtirbt, d. h. der Reihenfolge des Sterbens 
nach die zweite oder letzte der drei Perſonen iſt. Wenn 4 die zuletzt 
ſterbende Perfon ift, fo müffen, welche Zeit auch vorher verfloffen fein # 
mag, doch B und C innerhalb derfelben geftorben fein, und aus den 4 
Borhergehenden erhellet, daſſ e3 gleich wahrfcheinlich ift, daff B hine 
fichtlich der Zeit ihres Todes die erfie oder zweite if. Wenn CO die 
zulegt fterbende Perfon ift, fo ergibt fich auf dieſelbe Weife, daſſ es 
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gleich wahrfeheinlich ift, daſſ B früher oder fpäter als A ftirbt, d. h. 
binfichtlich der Beitfolge ihres Todes die erfte oder zweite der drei ges 
gebenen Perfonen iſt. Nun Fann aber B nicht die zweite der drei ges 
gebenen Perfonen fein, wofern von den beiden Perfonen A und C 
nicht die eine früher und die andere fpäter als fie ftirbt, und wir haben 
bewieſen, daff e3 unter der Vorausſetzung, daſſ A oder C von den drei 
gegebenen Perfonen zuerſt ſtirbt, gleich wahrfiheinlih iſt, daſſ B Die 
zweite oder letzte abſterbende Perſon iſt, und daſſ es unter der Voraus— 
ſetzung, daſſ A oder C von den drei gegebenen Perſonen zuletzt ſtirbt, 
gleich wahricheinlich ift, daff B die erfie oder zweite abfterbende Perfon ift. 
| Zuerft haben wir aber gezeigt, da die Wahrfcheinlichkeit, daſſ B 
zuerft ftirbt, diefelbe ift, alS die, daff 2 von den drei gegebenen Pers 
fonen zuletzt ſtirbt, woraus erhellet, daſſ jedem Falle, in welchem B 
die zweite abfterbende Perfon ift, ein anderer, gleich wahrſcheinlicher Fall 
entipricht , in welhem D zuerft firbt, und ein dritter ebenfo wahr: 
fiheinliher Fall, in welchem D zulest fiirbt. Und da B entweder Die 
erfte, oder zweite, oder dritte abfterbende Perfon fein muſſ, fo ift die 


‚Summe diefer drei gleichen Wahrfcheinlichkeiten =1, und jede Dderfel- 
ben folglich =}. 


Hieraus erhellet, daſſ unter derſelben Vorausſetzung die Wahr: 


ſcheinlichkeit des Aofterbend der drei gegebenen Perfonen in einer bes 
flinmten Ordnung, 3. B. nad) der Dronung C, A, B, durch Deu 
Bruch 4 ausgedrüdt wird. Denn wir haben eben bewieſen, daſſ die 
Wahrſcheinlichkeit, daſſ C zuerft flirbt, — zZ if. Wenn es alio gewiſſ 
wäre, daſſ A früher als B ftirbt, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der 
angegebenen Ordnung des Abfterbend =; aber wir haben vorher ge: 


zeigt, daſſ unter der gegenwärtigen Vorausſetzung die Wahrſcheinlichkeit, 


daſſ A früher als B ftirbt, nur —iſt, und folglich iſt die Wahr— 
ſcheinlichkeit des Aofterbens der drei gegebenen Perfonen in der anges 


RR 
$.18. Hieraus folgt aud), dafj unter derfelben Vorausſetzung alle moͤg⸗ 


lichen Ueberlebungs- oder Abfterbungsordnungen (ABC, A CB, BAC, 
BCA,CAB, CB A) ver drei betrachteten Perfonen gleich möglich 
find, und daff die Waprfcheinlichkeit für jede =F if. 


$5 thor De | 
| führten Neihenfolge nur = F. 


6 
Da 
DIE Nr. TO PL 
dn—1ı — — — — In * 
a a 10 a 
ift, fo hat man: 
I N An bn 10n 
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% (abe * In 
Er) kabers)i" 


folglich ; ( abe. 


und e3 ift zu bemerken, daſſ, während fich der Zähler jedes die 
Brüche mit dem veränderlichen Inder 7 Andert, der Nenner immel 
derfelbe bleibt. 

Hieraus folgt auch, daſſ die Mahrfcheinlichkeit, daff cine | 
A das nte Jahr nicht erreicht, oder vor dem nten Jahre ſtirbt 


durch 1 — ausgedruͤckt wird, und fuͤr eine beliebige Verbindung von 


121 
abe.. | 


Perfonen A,B, C, ... ift diefelbe Wahrſcheinlichkeit — un | 
Der weiter oben erhaltene Ausdruck für die Wahricheinlichkeit des X 
fierbend einer Perfon A vor dem nten Jahre kann aljo auch in 
— — a, verwandelt werden, und die Wahrſcheinlichkeit fuͤr die Auf- 
fung der Verbindung einer beliebigen Anzahl von a A,B, C, 


‚ in demfelben Zahre wird ausgedruͤckt durch — — (abe. . 
1 
$.19. Aufgabe Wenn zwei Perfonen A und B gegeben find, 
die Wahrfcheinlichkeit zu beftimmen, dafj A früher ſtirbt als B. | 
Aufloͤſung. Daff ftirbt "a | 


im nten ra fpäter dafuͤr ift die Wahrfcheinlichkeit: 


2a me) 


| hi 
AB feiner (> — a). 6 — 


und die Summe dieſer ee 


; ER (ab), (1b), (a bu] 
1 ER ) Urs ya ne —— — 3 
er ee 
ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die in Rede ftebende Ueberlebung im 
nten Zahre fattfindet. Die geluchte Totalwahrfcheinlichkeit wollen wir 


mit ab bezeichnen, fo daff: 
1 


ae: ı(ab)n b ea _ (a 16) 
i a ? Er $ —— * 
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Wenn es gewiſſ wäre, daſſ „f und 1B noch ein Jahr uͤberleb— 
ten, ſo waͤre ihr Alter alsdann reſp. daſſelbe, als das gegenwärtige Als 
ter von A und B, und man hätte folglih 1+2(ab), =! (ad) 
Aber die Wahrfcheinlichkeit, daff „4 und. „B beide ein Sahr überleben, 
ift — ,(ab), , und folglich ift: 


| 3, (ab), (ab), [1 +8(ab),), 

alſo: | 

3!- "—1-+-X(ab),: 

| Nun fei Z(ad), =ab— % (8.15), welches wir die verkürzte 

‚mittlere Berbindungsdauer für die Perfonen A und B nennen 
FEN 


‚und mit ab bezeichnen wollen, fo ift: 


(ab) N REES 
2" —1+ab und ab=3+z auge 
‚(a )ı ) F 191 104° 


| Wenn man alfo Zafeln der verfürzten mittlern Verbindungsdauer 
| fiir irgend zwei Perfonen wie A, B und AB, berechnet hätte, fo wäre 
die numeriſche Auflöfung der Aufgabe leicht. Da aber folhe Za: 
fen bis jetzt nicht befannt jind, fo wird ed zwecdienlicher fein, bier 
zu zeigen, wie man andere, davon unabhängige Tafeln verfertigt, welche 
die Mahrfcheinlichkeit, daſſ eine gegebene Perfon früher ftirbt als eine 

andere gegebene Perfon, geben. 
820. Aufgabe. Wenn die Wahrfcheinlichkeit (al), daſſ eine 

1 


um 1 Sahr ältere Perfon ald A früher ftirbt, al3 eine um 1 Jahr ältere 
Perſon als B, gegeben ift, die Mahrfcheinlichkeit zu beftimmen, daſſ 4 
' früher ftirbt, als B. 

 Auflöfung Wenn es gewiff wäre, daff 4 und B noch ein 


Jahr lebten, fo wäre die Wahrfcheinlichkeit der fraglichen Ueberlebung 


\ nad) diefem Jahre = (ab); aber da bie Wahrſchcheinlichkeit, daſſ 
1 


| (ab 
' beide Perfonen das erfte Jahr überleben, — ift, fo ift die gefuchte 


—9 (ab) 
| Ueberlebungswahrfcheinlichkeit nach dem erften Sahre nur = — ı( a b) 
| 1 


und in dem erften Sahre: 


a—lab-+!b 


| i 
4A-a,).(+b)=2l 5 )=.4@-"96+'D, 


a? 
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und wenn man folglich diefe beiden Wahrfcheinlichkeiten zufammenabbir 
fo erhält man die gefuchte Totalwahrfcheinlichfeit: 


a mie (a—1imM). b+!b)-+ ab). seh 
Ebenfo ergibt ſich, daſſ | 
‚(ab)= ee a).(‚5+b)+ (ab). ab] | 


iftz aber das Glied (ab). 2 in der lebten Formel ift nichts ann, 


al3 der in der le ad Gleihung zwiichen den Klammern fichende, 
Factor, und wenn man daher von dem höchften Alter in der Tafel bis 
zu dem niedrigſten hinabgeht, und dieſe Ueberlebungswahrſcheinlichkeit 
fuͤr jede zwei Alter, deren Unterſchied derſelbe iſt, beſtimmt, ſo iſt 


das bei irgend einer Operation angewandte Glied (ab). — immer ſchon 
durch die naͤchſtvorhergehende beſtimmt. 
Wenn die aͤlteſte der beiden Perſon —, B aud) die ältefte in der 


Sterblichkeitstafel iſt, ſo iſt 1606). ahg und ab, 
(a—1la).(b+-1b), 

Wenn A die ältefte Perſon in der — iſt, ſo ji 

14 0, und a +(1+-). | 

Wenn B ze altefte Perfon in der GSterblichfeitstafel ift, fo i 

1) u J 

—O, und ab=}(1 —-). 


Menn bie un, A und B in jeder Beziehung einander A| 


1 u 
2(a 2 


find, fo ifi ab un uch, 101 14, , und die weiter oben erhaltene | 
Gleichung gibt — | 


Die Wohiſcheinlichkeit, daſſ die Perſon A nad) Verlauf von 2 
Sahren fpäter flirbt als B, wollen wir mit [ (ab) ]Z bezeichnen. Nun 


1 
ift aber Far, daff diefe Ueberlebung nach dem erwähnten Zeitraume nut | 
dann ftattfinden kann, wenn beide Perſonen dieſen Zeitraum überleben, Ä 


und wenn diefes der Fall ift, fo ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ A früs | 
her —— als B > (ab ) | 


Ferner it bie Wahrſcheinlichkeit, daſſ beide dieſen Zeitraum uͤber⸗ 
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eben ‚ (ab), und folglid wird bie Wahrſcheinlichkeit der aufgefchobe- 
nen Ueberlebung durch die Gleichung: 


[(ab)]/=(ab)..‘(ab) 
1 1J— 
beſtimmt. 


| Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Perfon B die Peafon A vor Ab— 
‚lauf der / Jahre überlebt, wollen wir mit i[(ab)] bezeichnen, und 
| 1 


da die Wahrfcheinlichkeiten, daſſ diefe Ueberlebung in, oder nad) dem 
‚beftimmten Zeitraume ftattfindet, zufammengenommen ber Totalwahr⸗ 
ſcheinlichkeit gleich ſind, daſſ „A früher ſtirbt, als B; fo iſt: 

| 
| t[(ab)]+[(ab)]2=ab, 
| 1 1 1 
folglich: ı[(ab)]=ab—! (ab) ]*. 

Be 1 1 1 

| Daſſ fi) die Verbindung der beiden Verfonen A und B vor Ab: 
‚lauf der 2 Sabre aufloͤſt, dafür ift Die Wahrſcheinlichkeit =1 — (ab),. 
Aber wenn diefes Ereigniſſ innerhalb diefer Zeit ftattfinden foll, fo 
muſſ entweder A früher fterben, als B, wofür bie Mahrfcheinlichkeit 
— Kab)] ift, oder B muff früher erben, als A, wofür die Wahr: 


' 1 an 
ſcheinlichkeit / [(ab)] iſt. Die Summe diefer beiden Wahrfcheinz 


| 1 
‚lichkeiten ift aljo der Zotalwahrfcheinlichkeit gleich, daſſ fich die Verbin⸗ 
dung der beiden Perſonen innerhalb der beſtimmten Zeit aufloͤſt, d. h. es iſt: 


A)ISAICABIS IA (ab), und folglich: 
1 1 
ı[(a b)] —1— (ab), — (a b)]. 


Wenn Zr ift, fo ift (ab), =®, folglich ba-ı-ba. 
1 1 


| Die Wahrfiheinlichkeit, daſſ die Perſon A innerhalb der Z Sahre 
ſpaͤter ftirbt, als B, wollen wir, mit 7 [(ab)] bezeichnen, und da, 


wenn diefe Perfon innerhalb dieſes Zeitraumes ſtirbt, wofuͤr die Wahr— 

ſcheinlichkeit —¶ 1 — a, iſt, fie entweder früher, oder ſpaͤter als 2 ſtirbt, 

‚wofür die reſp. Wahrſcheinlichkeiten —![(ab)] und - (a b)] find; 

l 2 ;, 

‚fo haben wir: ı[(ab)|+[(ab)]=1—ar, folglich :\(ab)]= 
2 | 2 


| — yy 
| 1 


414 


Wenn /=r ift, fo verwandelt fich der letzte Ausdruck in (ab | 
ee und wenn Z nicht Fleiner ft, ad e, fo iſt 


ab=1 SE N die Totalwahrſcheinlichkeit, daff A ſpaͤter ſtirbt, als B. 


Daſſ A und B beide vor Ablauf der Z Jahre fterben, dafıır iſt 
die Wahrſcheinlichkeit: (1—a,).(1 — d,). Aber dieſe Wahrſcheinlich— 
keit ift offenbar auch der Summe der beiden Wahrfcheinlichfeiten gleich, 
daff A innerhalb der 2 Iahre fpäter firbt, als B, und daſſ B fpäter 
ſtirbt als A. Folglich ift: | 


[(ab)]+zl(a h)] = (1—4,).(1— b,), und 
2 
ı[(a b)| = (1—a,) (1 —b)—1 fe b)]. 


Wenn Z nicht Feiner, als die größte Lebensdauer der jüngften der 
beiden Perfonen nach der Sterblichfeitstafel ift, fo verwandelt fich bie | 


legte Formel in: ab): -1- % b). 


Leib: oder Lebensrenten. 


$. 21. Was eine Leib- oder Lebensrente ift, ift bereits oben erklärt, 
und wir wollen den Werth einer auf eine Perfon A lautenden Leibrente 
mit A und den Werth einer auf die Berbindung einer beliebigen Anzahl 
von Perfonen A, B,C,... lautenden Leibrente allgemein mit ABC | 
bezeichnen. Ferner follen A und A refp. die Werthe ver Keibrenten bes 
zeichnen, welche auf Perfonen lauten, die refp. um Z Sahre, älter oder | 
jünger find, als A, und allgemein wollen wir mit “AB. ..) den 
Werth einer Zeibrente bezeichnen, welche auf die Berbindung von Perfonen 
lautet, die refp. um Z Sahre älter find als A, B,C,.. ., und ebenfo wol: 
len wir mit (AB Ga .) den Werth einer Leibrente bezeichnen, welche 
auf die Verbindung von Perfonen lautet, die refp. um Z Sabre jüns 
ger find aß 4,B,C,. 

Ferner wollen wir Din gegenwärtigen Werth von 1 Xhaler, 
welcher nach einem Jahre gewiff gezahlt wird, mit # bezeichnen, fo ift 
9” der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, welchen man erft nach Ver: 
lauf von 7 Jahren erhält. Aber wenn diefer Thaler am Ende des 
nten Jahres nur dann gezahlt wird, wenn eine beftimmte Perfon A 
diefen Zeitpunkt überlebt, fo wird der gegenwärtige Werth dieſes 
Thalers nad $. 23 offenbar ausgedrüdt durch am pr, 

Ebenfo ift einleuchtend, daſſ der gegenwärtige Werth dieſes Tha— 
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lers, wenn er nach n Jahren gezahlt wird, wofern eine beflimmte Ver: 
bindung von Perfonen 4, B, C, ... nah Ablauf diefer Zeit noch eris 
flirt. dur) (abe...)n 9” ausgedruͤckt wird. 

Und allgemein, wenn diefer Thaler nah r Sahren nur dann ges 
zahlt wird, wofern von irgend einer Anzahl m-+- u Perſonen A,B, Or... 
m 
noch m derfelben leben, durh (abe...)n P”. 

Hieraus erhellet, daſſ allgemein ABU...=*&(abe...)n if. 
Menn man blos drei Perfonen A, B,C betrachtet , To hat man Ab Ü 
— 3(eboy or; für zwei Perfonen A, D ift AB=X8(a b). 9” und 
für eine einzige Perfon A hat man A=xa, m. 

$. 22. Aufgabe. Wenn der Verth (AB C...) einer 
Leibrente auf die Verbindung irgend einer Anzahl von 
Perfonen gegeben ift, den Werth ABU... einer auf die 
Berbindung derfelben Anzahl von Perſonen, welche aber 
reſp.um 1 Jahr juͤnger ſind, lautenden Leibrente zu finden. 
Aufloͤſung. Wenn es gewiſſ wäre, daſſ die Perſonen A, B, C.... 
ein Jahr uͤberlebten, ſo waͤre der gegenwaͤrtige Werth der auf die Vers 
‚bindung der jüngern Perfonen (autenden Keibrente um eine Sahresrente 
‚größer, ald die auf die Verbindung der ältern Perfonen lautende Leibs 
rente, d. h. = v IT+ “Ah Ga, Aber daff die Perfonen 
A,B,C,.. . zufammen nad) einem Sahre noch leben, ift nicht gewiß, 
ſondern hat nur eine Wahrſcheinlichkeit — (abe...) , und folglich ift: 


AB G He ßbe..ywmfr + ABO] 
Fuͤr drei Perfonen A, B, C hat man: 
| ABC=(a59,e.[1+'ABO)]; 
für zwei Perfonen A und B ift: 
AB=(ab, v.[ı+AB)l, 
und für eine einzelne Perfon A if: 
J A=a,,(1+'A). 


| Wenn die ältefte der Perfonen 14, 1B, 1C,. .. zugleich die 
‚ältefte in der Sterblichkeitstafel iſt, fo ift: 


AB G...)=0 und ABU... =(abe..),v 


$. 93. Menn wir den Werth einer um Z Jahre auf gefhobenen 
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und auf die Verbindung der Perfonen A, BD, C,... lautenden Keibrente, 
d. h. einer folchen, welche erſt nach 2 Jahren zahlbar wird, wenn 
dieſe Verbindung von Perfonen noch eriftirt, mit ABC...) ve 
zeichnen; fo wäre dieſer Werth nach Verlauf der Z Jahre, wenn 
diefe ra von Perfonen alsdann noch mit Gewiflheit eriftirte, 

—KABU...), und ihr gegenwärtiger®erth wäre =(ABC...)o% 
Aber da 68 nicht gewiſſ ift, daſſ die in Rede fichende Verbindung von 
Perfonen nach Z Fahren noch erifiirt, fondern nur eine — 
keit =(abe..)r bat, fo iſt folglich: 


[ABC.. J=cabe.. 3. ABC. ) 


Kür eine einzene Perfon 4 iſt alſo: [Alz= ar! . "A. 


$. 24. Dan Werth einer auf eine beliebige Verbindung von Perfonen 


A, B,C, .:. lautenden temporären Reibrente, d. h. welche nur eine 


beftimmte Anzahi Z von Jahren gezahlt wird, wenn dieſe Verbindung 
von Perfonen noch eriftirt, wollen wir mit Z[ADBU...)] bezeich⸗ 
nen, fo haben wir, da die temporäre eibrente für Z Sahre und die 
um 2 Sabre aufgeſchobene Leibrente offenbar der ſogleich und während 
der ganzen Dauer der Verbindung der Perfonen sahlbaren Leibrente 
gleich ift, die Gleichung: 


ABC...=:[(ABC..)]+-[(ABC)„, 
woraus folgt: | | 
:KABC..JJ=ABC...—[(ABC..)). 
Für eine einzelne Perfon A bat man folglich: | 
:A]=A— [Ale 


Wenn die Leibrente erft nach Z Sahren, und von da an nur v 
Sahre hindurch zahlbar ift, wofern die fraglihe Berbindung von Per: 
fonen noch eriftirtz fo ift ihr Werth: 


ABC. JJe=[ABC...— (ABC... Je! | 
=[(AB C..)E —[(ABC.. )]Ja+n. En 
Wenn 2 nicht Heiner ift ad —1, fo ift (ABC...)=o 


folglich [ABC..)]z=0 um :[(ABC.. Te ABC.. 
folglich für eine einzelne Perfon 4 ift :|A]= A. 


+ 
2 
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$. 25. Aufgabe 2. Den gegenwärtigen Bert ABC... einer 
Leibrente zu finden, welde auf die Verbindung der legten m von 
mu Berfonen A, B, C,... lautet. 

Auflöfung Wenn u=0 if, fo lautet die Leibrente auf die 
Berbindung aller Perfonen und ihr Werth wird auf die in der vor: 
hergehenden Aufgabe angegebene Art gefunden. Da aber in der Praris 
felten mehr als drei Perfonen in Betracht fommen, fo wollen wir zu: 
erft blos die folgenden drei vorfommenden Falle betrachten, nämlich) 1) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von zwei Perfonen A und B 

1 


fautet, in welchem Falle ihr Werth durd AB ausgedrüdt wird; 2) 
wenn die Leibrente auf die überlebende von drei Perfonen A, BD, C 


1 
lautet, wo ihr Werth durch ABU ausgedrüct wird, und 3) wenn 
fie auf die Verbindung der beiden überlebenden diefer drei Perfonen 


lautet, wo alsdann ihr Werth durch) ABU ausgedruͤckt wird. 


Die Leibrente Wahrſcheinlichkeit der Exiſtenz der Perſon, oder der Ver— 
Sal | [autet auf bindung von Perfonen nach Verlauf von rn Jahren. 


1 


1 AB Ay + 6n— (ab)n. 


2 ABC \an-+bn- mn — —— (ac)n — (be)n-+ ο. 


3 ABC |\Cabyn+ (ao)n+ (ben—2abe)n. (S.393 — 394.) 


Es ift alfo im erſten Falle ABl A+B-AB, (S. 415.) 
Kim zweiten Falle ABU=A4B+C — AB—AC—BCHABC, 
und im dritten Falle ABC- AB+AC+BC—>2ABCG 


Allgemeine nr EN: Wenn 9 irgend eine ganze Zahl, 


nicht größer al «+1, und o die Summe der Werthe der Leibrenten 
auf alle in der vten Ordnung von Combinationen vorkommenden Ber: 
bindungen von Perfonen, d. h. jeder möglichen Combination aus 
u-+v—1 aller m-+u Perfonen bezeichnet; jo wird die Aufgabe 
für jeden Fall durch die allgemeine Formel: 

| Poiſſon's Wahrfcyeinlichkeiter. 2c. 27 


} 
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m 
ABB.. ‚=o—motm"14o — — ee 


gelöft (S. 400). | 
Wenn m=t if, ſo verwandelt ſich dieſe allgemeine Formel in: 


ABU ie 


wo der Inder jeder Ordnung die Anzahl der in jeder Berbindung vor: 
kommenden Perfonen angibt. 
Wenn man blos zwei Perfonen A und B hat, fo verwandelt ſich 
die allgemeine Formel in: 
Re 
Ab=0—o, 
1 2 x 
wo o=ArB und o=AD iftz folglich ift, wie weiter oben: 


1 
AB=A+B-AB. 


Wenn man drei Perfonen A, B, C betrachtet, fo gibt die allges 
meine Formel; A 


1 3 


———— 0—0-+0, 


wo DERSPBESE,  o„-AB+AC+BC und ABC 
Folglich ift, wie weiter oben: 


ABC-A+B+C-AB—A C—BUCHABC. 


Kerner fei bei drei Perfonen A, B, C, m=2 und folglich u=1, 
fo, verwandelt fich die allgemeine Formel in: 


1 


NET 2 
ABbC=o—2o, 
wo s-AB+ACHBEC und o= ABC, folglich: 


ABC AB+ACHBC— ABC 


it, wie weiter oben. 
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Wenn die Perfonen alle gleich alt find, fo hat die auf die Verbin- 


dung aller in irgend einer Combination irgend einer Ordnung vorfommen- 
der Perfonen lautende Leibrente genau denfelben Werth als eine Reibrente, 


welche auf die Verbindung der Perſonen irgend einer andern Gombination 


derſelben Drdnung lautet. Der Werth der Leibrenten auf alle Combinatio— 


nen irgend einer Ordnung ift daher dem Werthe einer Leibrente auf eine 
Combination gleich, fo viele Male wiederholt, als die Drdnung Combinatio— 
nen hat, fo dafl, wenn man die Gefammtzahl der Perfonen nt uw 


ſetzt und den Werth einer Leibrente auf irgend eine Combination der vten 


vw— 1 w—2 w-- (mv - 2) 
Drdnung von Perfonen ir. Er ye — — mal 
für 0 nimmt, die allgemeine Formel auch in diefem Falle anwendbar 
ift. 
- Wenn alle Perfonen gleich alt find, und m=1 ift, fo hat man 


folglich : 


BAR: RN NER ON 


$. 26. Ebenfo ift offenbar: 
[AB)]!=[A]2+[B]2—[(AB)]% 


[ABOL=LAJHBIHECH--[KABI—[A Q]. 
— [(BOJ]-+[(AB C)]z, 


[ABO] =[ABI+AOL+LBOL-2[ABO)]. 


und allgemein: 


[(A B Gh) 12 fo] — [0] t + m a fo] ER R 


$. 27. Ebenfo hat man: 


ABI=ILATFIIBIITAB, | 


ABC] = AI IBIH ACH ABI ACH BC] 


+ ABC] 


HABCI=HABIHLACIHABCI2.dABC] 


27" 
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und allgemein: 


m 


JABU.. \BC...]- ni — ME t[{o]-+m de, 
Menn 2 nicht Kleiner ad 7— 1 ift, fo hat man: 


(ABOJ=[AP+[BI HE TAB —TACI—[BCL 
und: 


‚{ABC=A]+{B]+{C]— AB] —[AC} 
—BC]-t [ABC]. @. 13 u. 24.) 


Wenn wir die Altefte der betrachteten Perfonen dadurch unterfiheis 
den, dafj wir uͤber den fie bezeichnenden Buchflaben einen Punkt (.) feßen, 
und B ift die ältefle von drei Perfonem, fo verwandeln fich die beiden 
legten Formeln, wenn Z nicht Feiner ift, als 6— 1, reip. in: 


(ABOJ=[AI+[CI—[A 0] 


— 
und AB C]=:[A]+B+CJ—AB—[AC] 
—BC+ABC, & 24) 


und. Aehnliches gilt für den Tal, wenn Z nicht fleiner ift, a8 T—1. 

$. 29. Aufgabe 3. Den gegenwärtigen Werth einer 
Leibrente zu beffimmen, welche von der gleichzeitigen Exi— 
ſtenz der letzten m Ueberlebenden von Perſonen 
ARD, — . . nach der Aufloͤſung der Verbindung der lebe 
ten m’ Ueberlebenden von m’—+w! anderen Perſonen P, 
Q,R,... abhängt. 

* 

Aufloͤſung. Wir wollen dieſen Werth mit POÖR.. OT. ABC, 
bezeichnen. Obgleich in der Aufgabe nicht gefagt ift, daff die — 
A,B,C,... oder P, Q, Ii, ..., von deren Leben dieſe Leibrente abhängt, 
irgend ein Intereſſe bei derſelben haben, oder nicht, was auch auf die 
Aufgabe weiter feinen Einfluſſ hat; fo wollen-wir doch die Perſonen 
A,B,C,... die Erpectanten und die Perfonn 2,Q,R.,. die 
Befißer nennen, und zunächft wollen wir wieder alle befondern Faͤlle 
betrachten, welche die Aufgabe bei zwei oder Drei Verfonen darbieten 
fann. 
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greift offenbar die zweite als befondern Fall um 


- 
- 


Diefe Aufgabe be 


ter fich. 


% 


- 
- 


t die fragliche Keibrente von 
öfchung der. Ver 


ang 


e 


Oi, 
enz aller Erpectanten nach der Erl 


Denn u oO und w 


der gleichzeitigen Exiſt 


| 
| 
| 
| 


letzten Ueberlebenden der Erpectanten nad) der Erloͤſchung der Verbin— 
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bindung aller Beſitzer ab. Man hat alfo blos eine Combinationsord- 

| 1 . 

nung O der Erpectanten, welde aber blos eine Gombination enthält, 
1 


worin alle diefe Perfonen vorkommen, und eine doppelte Combination O 


. 1 
aus allen Erpectanten und allen Befigern, welche wir mit (AB Br. 
PO hr #:) bezeichnen wollen, und die allgemeine Formel verwandelt 


fi in: 
POR...|ABC...=0—0=ABC...— 
1 
(ABC... POR...). 
Wenn u—=O und m’—1 ift, fo hängt die Leibrente von ber 


gleichzeitigen Griftenz aller Erpectanten nach dein Tode aller Beſitzer ab. 


Man hat alfo wieder blos eine Gombination der Erpectanten und Die 


allgemeine Formel verwandelt fih in: 


— — 
POR...ABC...=6-0+0—040—ete 
\ 1 2: 3 4 


wo wegen m! +‘ — 1 v’ der Inder jeder Combinationsgordnung der, 


Beſitzer die Anzahl der in jeder Combination vorkommenden Befiger angibt. 


Wenn m=1 um a'—0 ift, fo hangt die Leibrente von dem 


— 


dung aller Beſitzer ab. Man hat alſo blos eine Combinationsordnung 
der Beſitzer, welche nur aus der einen Combination aller Beſitzer be— 
ſteht, und die allgemeine Formel verwandelt ſich in: 


—— ——6 

POR...|ABC..=0—-0+0—0+... 
| ( 
1 


3 + 
2.00. 
1 1 


SE RER 
— ABC... — 


+0 

J BA. 66 
ö... (&.418.) 
1 1 —1 


wo der Inder jeder Combinationsordnung der Erpectanten wegen mv 


— 1=rv die Anzahl der in jeder Sombination vorkommenden Erpectans 


ten angibt. | 

Wenn m=1 und m'’=1 ift, fo hängt die Leibrente von dem 
feßten Weberlebenden der Erpectanten nach dem Zode des Ichten uͤber— 
lebenden Beſitzers ab, und die allgemeine Formel verwandelt ſich in: 


kl 
x 
bie 


rm — — 


—1 1 
POR...' ABC... 


| 
| 


| 
v De » Own» O- Ds 
+ 


-- 
Er 


— 


Qu» = Op u O- Su 


- 


— 


+ 


⸗ 


- DE = Div Su Sm 


_ 


N 
| 


. 
+ 
r 


| 
| 
| 


* O⸗e⸗ * Or a O- DE 


S 
Ss % 


elc. elc. 


iS 
— 
= 


wo.megen mv -1=v und m’ v! —1—=v! der Inder jeder eine 


fahen Combinationsordnung die Anzahl der in jeder diefer Combina— 
tionen vorkommenden Perſonen angibt, und die Summe der Indices je: 


der Ordnung doppelter Combinationen die Anzahl der in jeder doppels 


fen Combination vorkommenden Perfonen. Die erfte Horizontalreihe 
enthalt offenbar alle verſchiedenen Combinationen, welche fich) aus den 


Erpectanten bilden laffen, und wenn n irgend eine ganze Zahl bezeich⸗ 
net, welche die Anzahl der verſchiedenen Combinationsordnungen der 
Expectanten nicht uͤberſchreitet, fo enthält die nıte Horizontalreihe nach. 


der erftien immer alle doppelten Gombinationen , welche gebildet werden 


fonnen, wenn man jede Combination der nten Ordnung der Expectan— 


fen mit jeder Combination aller Ordnungen der Beſitzer verbindet. 
Hieraus erhellet, daſſ die Formel alle verfchiedenen Combinatio— 


nen enthält, welche fih aus allen Perfonen, fowohl den Erpectanten, a 
als Befigern, bilden laffen, mit Ausnahme der einfachen Gombinationen, 


welche fih aus den Befisern allein bilden laffen, und welche alte in 


Dem Ausdrude des Werthes einer Keibrente, lautend auf den letzten uͤber⸗ 


lebenden Beſitzer, namlich in: 


1 in 
POR...-0-0+40_-0+.., 
1 44 3 4 


4 PR 
— 


vorkommen. Wenn alſo dieſe letzte Ordnung von Combinationen mit 


den hier angegebenen Zeichen zu der vorhergehenden Formel addirt wird, 


fo enthält die Summe alle möglichen Combinationen aller Perſonen, ſo— 


wohl der Erpectanten, ald der Befiker, und wenn iede Combination 
irgend einer Drdnung nur eine einzelne Perfon, oder eine ungerade 


Anzahl verbundener Perſonen enthält, fo kommt diefe Combinationd: 


ordnung im der Formel mit dem pofitiven Zeichen vor; aber wenn bie 


Unzahl 8er Perſonen in jeder Gembination diefer. Ordnung gerade iſt, 


fo ift das Zeichen diefer Ordnung negativ. 
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Hieraus folgt, daſſ das fo gebildete Aggregat den Werth einer 
Leibrente, lautend auf die legte uberlebende aller PIBEN, ſowohl 


4 Erpectanten, als Beſitzer, welchen wir mit ABC.. OR 
ee wollen, ausdrüdt, und wir haben folglich: 


ABC _ POR-. Tan a SSAEER 
POR... ABC. ABC... POR... —POR... 


Menn die Gefammtzahl der Erpectanten und Beſitzer nicht groͤ⸗ 
ßer iſt als 3, fo kann, da wenigſtens ein Expectant vorhanden iſt, die 
Anzahl der. Beſitzer niemals, größer fein als 2, und da wenigftens ein 
Beer da fein muff, fo Fann die Anzahl der Erpectanten nicht größer 


fein ad 2. Die —— Formel reducirt ſich alſo auf ——— 
1 

wet” ö4 m'O, Aber wenn nm —=2 ift, fo fann blos die eine 

| 1 1 2 

Ordnung O der Combinationen der Expectanten vorkommen und es 

iſt Br 0, und wenn m'—2 ift, fo ift au) O= ” Hieraus er: 


hellet, daſſ jede Combinationsordnung, welche ——— m, oder zn! 
zum Goefficienten hat, verfchwindet, ausgenommen, wenn diefer Coef— 
ficient Die Se " und EN zuletzt —— Formel iſt daher gleich— 


bedeutend mit — ——— Die vor der allgemeinen Auf— 


fung gegebenen Kuflöfungen der Aufgabe fir alle Falle von zwei oder drei 
‚Perionen ergeben fich alfo unter diefer Vorausſetzung auf folgende Weife: 


8]- 
* gibt die zuletzt erhaltene Formel den Werth von: 
7 


L 
BPQ]JA=5-09=4- APQ 
| 1 
| 1 a 
APQja=b-0+40= Keane AQ+APQ 
1 2 
sjAB=0-0- 0+0= A+B-AB-AP-BP-HABP. 
| 1 


Denn wenn fo ift: 
1 2 1 
Salll0=10=| (= |0= 0O— O—- und 0= 
13 2 1 1 2 


| PO ıo | APQ 
A |0o,P+QPQ|AP+AQ| 0 | APOQ 


A+B AB P | o |AP+BPIABP| 0 


N 
* 
D 


A 


Wir wollen nun noch einige befondere Fälle der allgemeinen Auf. 

gabe direct auflöfen. | 

Beifpiel 1. Zwei Perfonen A und 2 befißen eine Leibrente, 

welche auf die uͤberlebende von ihnen lautet, und unter diefe und eine. 

dritte Perfon C nach dem Tode einer der Perſonen A und B gleih 

vertheilt wird, ſo lange ſie beide leben. Man ſoll den Werth des In— 

tereſſes der Perſon C bei dieſer Leibrente beftimmen, 
Erſte Aufloͤſung. 

Daſſ am Ende des nten RE. IE ä 

Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon C an 

todt ift (eben der Leibrente multiplieirte Wahrſcheinlichkeit: 

| 

— BEINEN [ 

Ad BC 3m) —t 3 (bon —(aben] 


| B AC 3a — bin. (acm=4[am—(abdn] 


\ 


— 2 = 


und da die Summe diefer Größen =L(ac)„-1 a | 
ift, 5 m der Werth des Intereffes der Perion Can der 8 ibrente 
=4AC+IBU—ABC. | 
Zweite Auflöfung. Der Werth des Sntereffes ver Perfon 

© wird nad der Aufgabe in Zeichen ausgedruͤckt durch LAIBCH 


ıBJAC, und ift folglich nach dem zweiten Falle des vorletten 
Schemas —ACTIBC ABC, wie vorhin. 


Beiſpiel 2. Eine Leibrente, welche von der Verbindung N 
beiden legten tiberlebenden von drei Perfonen A, B, C abhängt, wird 
während des Zuſammenlebens dieſer drei Perfonen gleich -unter fe vers 


theilt und nach dem Zode einer derfelben wird fie unter die beiden 
Ueberlebenden, fo lange fie noch zufammen leben, gleich vertheilt, man 
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fol nun den Werth des Intereſſ es der Perſon A an der Leibrente — 
ſtimmen. 
Erſte Auflöfung.- 
Daſſ am Ende des ten Di ; 
Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon A an 
todt iſt FR der Leibrente multiplicirte Wahrfcheintichkeit: 


feine ABC .... + 4labe)n 
B AC | I lac)n — Llabce)n 
2,94, 0A 4(ab)n— L(abc)n 


und da die Summe hiervon =L(ab)n +4 (ac)n — Z(abe)n ift, fo- 
iſt folglich der Werth des Intereffes der Perfon C an der Keibrente 
ZIAB+IAC-2ABC 

Zweite Auflöfung. Der geſuchte Werth wird nach der An: 
‚gabe der Aufgabe in Zeichen ausgedruͤckt durch 4 AB CG+4CJAB+ 
IBJAC, und if folglich AB +3 AC- ZABC, wie oor- 
in. 
2 Da ſich die Perfonen A, B, C in Beziehung auf diefe Leibrente 
alle unter gleichen Umftänden befinden, fo ift Far, dafj der Werth des 
Snterefjes von B erhalten wird, wenn man in dem Ausdrude für den 
‚Werth des SIntereffes von A die ueliaben A und B vertauſcht, 
wodurch man erhaͤt ZAB+3BE-ZABOG, und wenn man in 


dem letzten Ausdrude die Buchftaben B- und C vertauscht, ſo erhält 
man den Kugbrud für den a de3 Intereffed der Perfon C an ver 
Leibrente = 2: LAC+HIBC-ZABE Die Summe diefer drei 
' Sntereffen ift gleich AB+ACHBC —2AB C, und druͤckt den 
Totalwerth der Leibrente aus, welche auf die Verbindung der beiden 
‚legten Ueberlebenden lautet. 

Beiſpiel 3. Line Leibrente wird nach dem Tode der Perfon 
A unter B und C während ihres Zufammenlebens gleich vertheilt und 
geht dann ganz auf den Leberlebenden über; man foll den Merth des 
Intereſſes der Perfon D an diefer Leibrente beftimmen, 
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Erfte Auflöfung. 
Daff am Ende des nten 
Sahres 
todt find | leben 


| 


dafuͤr ift die mit dem Antheife der Perfon B an | 
der Peibrente multiplicirte Wahrfcheinlichkeit: 


A BC nr + Elben — Flabe)r 
AC B — (ab — (biö)a+(abe)n 


und da die Summe hiervon=d n— (abyn —bdn+1(abe)n if, 
fo ift folglich der Werth des Intereffes der Perfon B an der Leibrente 
—-B—-AB-1BC+I1ABC. 


Zweite Auflöfung. Nach der Aufgabe wird vr geſuchte 
Werth ein Zeichen durch PR AC|B war ALB—: ‚at 
ausgedruͤckt. 

Aus dem erſten dieſer Ausdruͤcke ergibt fih nad) dem 2ten und In 
Falle des Schemas auf S. 425 und aus dem zweiten Ausdrude nad 
dem 1ften und 2ten Falle ebendafelbft der Werth des Intereffes von 4 | 
an der Leibrnte =B—-AB—BC+4 ABC. | 


Penn man in Diefem lebten Ausdrude B und U mit einander 
vertaufeht, To at man den BC des ne der Perfon C an 
der Leibrent 
| Wenn wir — br die Ser A Sei ihres Be | 
die Leibrente zieht, fo ift der Werth ihres Intereſſes daran offenbar, 
— A, und wenn man diefen Werth zu der Summe der Intereſſen 
von B und © avdirt, fo erhätt mn AtHB+UC—AB— AC 
— AC+ABGC für den Zotalwerth der auf die letzte überlebende 
der drei Perfonen lautenden Leibrente, was mit Dem Frühern überein 
ſtimmt. 4— 
Beiſpiel 4. Eine Leibrente, welche von der zuletzt lebenden 
der drei Perſonen A, B, C abhängt, wird unter A und B während 
ihrer gleichzeitigen Eriftenz gleich vertheilt, und nah dem Tode einer‘ 
diefer beiden Perfonen wird fie unter die überfebende und bie Perfon 
C, wenn diefe noch lebt, während des Zufammenlebens diefer beiden 
Iehten Perfonen gleich vertheilt, und fällt dann der überlebenden von: 
ihnen ganz zu. Man foll nun den Werth des Intereſſes der Perſon 
A an dieſer Leibrente finden. J 


| 
j 


4 


| 
| 
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Erfte Auflöfung 


Daſſ am Ende des nten Be ne A 
| Jahres dafuͤr iſt die mit dem Antheile der Perſon A an 


der Leibrente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: 


| 
1 
| 
| 


tobt find ¶leben 


—— — 


keine REN — + (abe)n 
C AB .. 4labyn .... — $labe)n 
B AC — + $(ac)n — 4 (abe)n 


BC A An — (ab)n — (ac)n + (abeyn 


‚und da die Summe hiervon = an — %(ab)n — Zlacnt % (abe)n 
iſt, fo ift der Werth des Sntereffes der Perfon A an der Leibrente 
=A-1NAB—tA C+IABC. 

| Zweite Auflöfung. Der gefuchte Werth wird nach der Auf: 


02 1 
\ gabe in Zeichen ausgedruͤckt durch AB +4B | AC+BE | A= 
A-1Ab—}A C+4ABG, wie vorhin. (©. 425.) 
| Durch Vertauſchung von A und B in dem legten Ausdrude er- 
"Hält man den Werth des Intereſſes der Perſon B an einer Leibrente 
EB_1AB-—-1BC+4ABEC. 
| Wenn man die Summe der Werthe der Intereſſen der Perfonen 
Aund B, nämlid A+B-AB--tAC—!BCO+ABC 
von dem Zotalwerthe der auf der- leten überlebenden der drei Perſo— 
nen rubenden Leibrente abziebt, fo erhält man G—}AU—} BC 
für den Werth des Intereffes der Perfon C an der Keibrente. 
Beifpiel 5. Sobald irgend zwei der drei Perfonen A, B,C 
geſtorben find, ‚zieht die Perfon D und ihre Erben fo lange eine Leib— 
rente, ald die uͤberlebende der Perfonen A,B, C noch lebt, und man 
ſoll ven Werth des Intereſſes der Perſon D an diefer Leibrente beftimmen. 
i Erſte Auflöfung. | 
Daſſ am Ende des nten 
Sahres dafuͤr ift die Wahrfcheinlichkeit: 
| todt find | leben 

AB C | m (ac — (bon+ (abe)n 

AC B by — (ab)n — (be)n+ (abe)n 

BC A.) a (ab)n — (ac)n-+ (abe)n 
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und da die Summe hiervon = an + bu + m — 2 (aba — 2 (a cyn— 
2(bon+3(abe)n ift, fo ift folglich der Werth des Intereffes dei 
Perſon DD) an der Keibrente =ATB+O—2ABZ2 AC- 
2BC+H3ABC. 

| Zweite Auflöfung Der Werth des Intereſſes der Def 
D wird nach der in Es ausgedrüdt durch: | 


a — 7 
Ü — B O. | 
Aus dem erften diefer Ausdruͤcke ergibt fi nach S.425 Ater Fall 


und aus dem zweiten nad) ©. 418 für den Werth des Intereſſes der 
Perſon D dieſelbe Größe: | 


BET 


wie in ber erften Auflöfung. 
Beifpiel 6. Kine LKeibrente, welche von dem lebten Ueber: 
lebenden von einer Perfon A und m-+u andern Perfonen abhängt, 
wird am Ende jedes Jahres unter die alsdann noch Lebenden gleich 
vertheilt, und man fol den Werth des Sn der Perfon A an die⸗ 
ſer Leibrente beſtimmen. 
Bei dieſer allgemeinen Aufgabe wol wir, wie bei der vorher 
gehenden, zuerft die befondern Falle betrachten, wo nicht mehr als 3 Pe 
jonen in Betracht kommen. 
Erfter Fall. Wenn blos zwei Perfonen Z und B beten 
werden. 
Erſte Auflöfung. 
Daff am Ende des nten | 
Robras dafür ift die mit dem Antheile der Perfon A an der Leibe 
todt iſt lebt rente multiplicirte Wahrſcheinlichkeit: | 


Feiner 4B — ——— 
B 4 An — (a D)n N 


und da die Summe hiervon = an — 4(ab)n ift, fo ift der gefuchte 
Web ZA—ILAB. 
Zweite Auflöfung. Der Werth des Intereffes der Perfon 4 
ift nach der Aufgabe =-LAB+B IA=A—4AB (©. 425). 
Durch Vertaufchung von A und B erhält man den Werth des 
Sntereffes von B=B—HLAB, und die Summe diefer beiden Werz 
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the oder A+B— AB ift der Totalwerth der Leibrente auf ben 
letzten Ueberlebenden, was mit dem erften Falle in $. 25 uͤberein⸗ 
ſtimmt. | 
Zweiter Fall. Wenn drei Perfonen A, B, C in Betracht 
kommen. 

Erfte Auflöfung. 


Da an dem Ende des | 
af (or ift die mit dem Antheile der Nerfon A an der 


| n ten Jahres 
todt find | leben Leibrente multiplicirte Wahrfcheinlichkeit: 
| — 

Ba AB Rn. ee A .. +4(abon 


C AB) 03. ehe dal N A-% — L(abe)n 
B AC.. . . . +4a@odn —labeo)n 
Bei. | an — (aba — (acn+(abo 


— — 


und da die Summe hiervon = m — (a bn—t(acm+ labe)n ift, 
"fo ift der gefuchte Werth des Intereſſes ber Perfon A an der Leidrente 
ZA-3AB-IACHHABC. | 

Zweite Auflöfung Nach der Aufgabe ift der Werth des 
Intereſſes der-Perfon A an der Leibrente in Zeichen: 


 4ABC+44CJAB—IBIAC+HBCIJA, 
ser: A-—3C)AB—3BJAC—ZABC. 


| Aus dem erften diefer beiden Ausdrüde ergibt fih nad) dem 2ten 
| und 4ten Kalle auf S.425 und aus dem zweiten nach dem 2ten Falle 
 ebendafelbft der Werth des Anteceffes der Perfon A an der Keibrente 
ZA Z1AB-—-LACHISABL, wie vorhin. | 

| Penn man in dem letzten Ausdrucke die Buchftaben A und B 
mit einander vertauſcht, ſo erhaͤt mn B—AB—-BC 
—ABC für den Werth des Interefjed der Perfon Bon der 
' eibrente, und wenn man in »diefem Ausdrude die. Buchſtaben B 
und C mit einander vertaufcht, fo ergibt fih der Werth des Inter: 
eſſes der Perfon C an der Leibrente =-C—1AC—}BCH 
FARBC. Die Summe ber fir die Intereſſen von A, B, C erbal- 
tenen Wertbeit -A+tB+C— AB — AB— DB C+ABE, 


d. h. gleich dem Totalwerthe einer Leibrente, welche von der letzten 
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berlebenden von drei Perfonen abhängt, was mit dem 2ten Falle in 
$. 25 übereinftimmt. 

Erfte allgemeine. Auflöfung Aus $. 9 erhellet, daſſ 
die Wahrſcheinlichkeit, daſſ A mit m der mu Perſonen den Zeit— 
raum von n Jahren uͤberlebt, und daſſ die andern u Perfonen inner⸗ 
halb dieſes Zeitraumes ſterben, durch: 


an |, —(m+1)0,+m+D. 
* Minh, 


— 


ORT Br * 


ausgedruͤckt wird. Wenn daher v irgend eine ganze Zahl, bie nicht 


größer iſt, als u+1 und AO die Summe der Werthe der geibrens 
ten auf die Verbindung von A und jeder Kombination von m--v—1 
Nerfonen, welhe aus den mu andern Perfonen gebildet werden koͤn⸗ 
nen, bezeichnet, ſo wird der Werth der Leibrente, welche von der gleiche 
zeitigen Eriftenz der Perfon A und m der tigen Perſonen abhängig 
ausgedrudt Durch: 


—(m+1). 


Dr 2 2 3 | 

Ab— mt) Aö+m+1)." Ao ! 

| 5 | 

— mt LE TFA 5 + ee ! 

h 

Aber da diefe Leibrente unter die a +1 Perfonen, wovon fie abs 

hängt, gleich vertheilt wird, fo wird der Werth des Intereſſes der dere 
fon Jan Bere 


SEN, en, Moss ren, 
m-+1 2 2 3 


—— A, 


2:17, 48 


4533 


| Wenn * ſo gibt die letzte Formel: 


A-AO+AO—AOFAD— AO et. 


elc. ———— Er DE er EBICHRPLLS 


er 0 
| 1 2 3 4 5 
1 +14AO —AO+3AO — 2AOH3AO — etc. 
| 2 8 4 5 
2 2... +4 AQ—AO+2AO— 10 AO ee. 
3 4 5 
3 I +4AO-AO+EAO-ere. 
4 5 
ra RE rn lnne TIAO-ZADO Hr ete. 
5 
| 5 —— BL TERO re. 


und die Summe aller diefer Werthe: 
1 2 3 4 5 
A—AÖO+FAÖ—1AO+LAO— 4A Oele 


iſt der gefuchte 2 des Intereffes der Perfon A an der Leib: 
rente. 


Zweite allgemeine Kuflöfung. Es bezeichne AO die 
Summe der Werthe der Leibrenten auf die gleichzeitige Exiſtenz der Per- 


en A und jeder Combination von zn. Perfonen, welde aus den m -- u 
andern Perſonen gebildet werden fünnen, und indem vV—=v—1 irgend 


eine zwifchen 1 und +1 liegende ganze Zahl ift, bezeichne AO die 


Summe der Werthe der Leibrenten auf die gleichzeitige Eriftenz ni Pers 

ſon A und jeder doppelten Combination, welche gebildet werden Fann, 

indem man jede mögliche Combination von zn aus den m--u andern 

Perſonen mit jeder der Combinationen von 9% —1 Perfonen, die fi 
aus den dbrigen u bilden laffen, verbindet; fo wird nad) $. 28 der 
Werth einer Leibrente, welche von der gleichzeitigen Eriftenz von A 
und m dieſer Perjonen nach dem Tode der u übrigen Perfonen ab: 
hängt, auögebrüdt durch: 


{0} c 0 o o j 
Ao—A0+Ao—Ao+Ao— etc. 
| Bi 2 3 4 
und wenn man, wie in 8. 9, ſchließt, fo ergibt ſich, wenn »1 ift, 


daff jede Combination aus m +y — 1 Derfonen außer A, welde im sten 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. 2. 23 
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ker el 


Gliede diefer Reihe vorfommt, 3 ERS VFREER Se ta. 


mal wiederholt vorfommt. . 
v , en 

Wenn endlih v» und AO daſſelbe bedeuten, wie in der vorher⸗ 
gehenden Aufloͤſung, fo iſt für v=1 das vte Glied das erſte der obigen 


1 iR 
Keine und — AO, und nach dem eben Gefagten ift einleuchtend, daſſ, 


v—1 
wenn v>L ift, und überall (e+n. UHR = Isla rad 
für A 0 in diefe Reihe fubftituirt nn ie fi in folgende: | 


y' 


Ab — (mt) Aö+m+ N. A— 


(m--1). en ——— etc. 


. verwandelt, welche den Werth einer Keibrente auf die gleichzeitige Eriftenz | 
von A und m der übrigen Perfonen ausdrüdt, und mit dem in ber 
erften Auflöfung erbaltenen Refultate übereinftimmt. | 
$. 29. In Beziehung auf die gegenwärtige Aufgabe gilt hinſichtlich 
der entſprechenden aufgeſchobenen und temporären Leibrenten 
ganz daſſelbe, wie bei der zweiten Aufgabe, d. h. man braucht fuͤr die 
in den einzelnen Gliedern der obigen Formel vorkommenden Leibrenten 
auf die ganze Dauer der Eriftenz einzelner Perfonen oder Verbindungen | 
von Perfonen nur die entfprechenden aufgefchobenen oder temporären Leib— 
renten zu feßen. | 
$. 30. Aufgabe 4. Eine Perfon P und ihre Erben zie— 
hen innerhalb +» Sahren eine gewiffe Rente fo lange 
die Verbindung der letzten m überlebenden von mtu 
Perfonen A, B,C,... eriftirt, und wenn fi diefe Bere 
bindung vor bl Auf der ZSahre auflöft, fo geht die Leibe 
vente für den noch übrigen Theil v der beffimmten Zeit 
auf die Perfon Q und ihre Erben über; man foll num 
den Werth des Intereffes der Perfon Q an diefer Leibe 
rente beftimmen. 
Auflöfung. Die Erwartung der Perfon Q@ Fann in zwei Theile 
unterfchieden werden, nämlich 1) deff fie die Leibrente fchon wahrend 
ber 2 Iahre zieht und 2) daff fie diefelbe nach Verlauf dieſer Zeit zieht. 
Die Summe der gegenwärtigen Werthe der Intereffen von P 
und 2 an der Leibrente ift für den Zeitraum von Z Zahren offenbar. 
dem ganzen gegenwärtigen Werthe einer gewiffen Rente für dieſen 
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1— vi > 
‚Zeitraum gleih, d.h. ⸗— und der Werth des Sntereffes der Perfon 
| m 


P an der Leibrente ift für den Zeitraum von 2 Jahren = [ABC...]; 
folglich ift, der Werth des Intereffes der Perfon Q an der Leibrente 
| = m 


— — 
fuͤr denſelben Zeitraum a 1 [ABC...]. 


A 
Der gegenwaͤrtige Werth einer gewiſſen Rente für 9 Sahre nad) 


(1 
Verlauf von Z Jahren if — und die Perſon O nebft ihren 


| Erben erhalten diefe gewiffe Rente, wenn fich die Verbindung der leß- 
ten m überlebenden der mu Perfonen vor Ablauf der Z Iahre aufs 

loͤſt. Die Wahrſcheinlichkeit für die Auflöfung diefer Verbindung inner: 
| m 


halb der 2 Iahre ift aber gleich 1— (abe...) und folglich ift der 
Werth des Intereſſes der Perſon O an der Leibrente nad Verlauf 

| RUE 7 ae ot | 
der Z Sahre Se re en alfo der ganze Werth des 
Intereſſes der Perfon Q an der Leibrente gleich : 

m m 

Erster —p”) ‚(abe.»)i] — [AB re] — 6 

r 


Wenn die ganze gewiffe Rente eine perpetuirliche ift, fo iſt eHr— Od 
und der Werth des Intereffes der Perfon Q gleich: 


) Menn die Perfon Q und ihre Erben , felbft wenn fi die Verbindung der n 
überlebenden der gegebenen a + u Perfonen innerhalb des Zeitraumes von ZZahren 
auflöft , die gewiſſe Rente doch erft nach Verlauf diefer Zeit ziehen, jo iſt der 


. m 128 ot 1 4. vv 
ganze Werth des Sntereffes von ee und 


HE 


+ . 
’ 


m — 
wenn die gewiſſe Rente eine perpetuirliche ift, a 


Wenn die Perfon Q@ und ihre Erben nur die nach Verlauf der 2 Jahren 
zahlbaren Zahresrenten erhalten follen , aber doch die am Ende des ten Zah: 
res zahlbare Jahresrente, fo ift das Intereſſe der Perſon Q gleid: 


1 (a N 3 ,] Ben! — 


und wenn die Rente eine perpetuirliche iſt, gleich: 


ve—1 


Ve a 


283" 
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ae 3 u {ABC... J. 


Wenn der Zeitraum Z nicht kleiner iſt, als die groͤßte Dauer der 


Verbindung von beliebigen der gacbenen Perſonen, ſo iſt — — 


m. m 


und JAB — PER ABC..., ., und folglich verwandelt fich in bies | 


jem Falle die all gemeine Formel in: 


— ie (Y) 


r 


Penn in dem zulest angenommenen Falle die gewiffe Nente eine | 


perpetuicliche tft, fo verwandelt ſich die legte Formel in: 


— ABC. 
7 


Wenn die Perſon O oder ihre Erben die gewiſſe Rente nur 


dann erhalten, wenn fi) die DVerbindung der lebten zn der m 


Perfonen nach Verlauf der Z Sabre auflöftz fo wird der gegenwärs 
tige Wert) des Intereffes der Perfon O offenbar ausgedrüdt durch 


den Unterfchied zwifchen den Werthen (2) und (Y), d. h. dur: 
— mn ———— 
— (1—-) .(abe..)— [AbÜU.. Al 
Tr 


Wenn die gewiſſe Rente eine perpetuirliche iſt, fo ift ®—=0_, und 
der lebte Ausdrud für das Intereſſe der Perfon O verwandelt ſich in: 


EN —— 
(abe... — —[ABU...]. 


‚Ben der Zeitraum Z nicht Feiner ift, als die größte Dauer der 
Verbindung der Ichten zm uͤberlebenden der gegebenen Perfonen, fo ift 


der Werth des Intereffes der Perfon O in ven beiden letzten Fällen 


—0 
d. 31. Aufgabe 5. Den gegenwärtigen Werth BCA 


einer Leibrente auf eine Perſon A nach der Erloͤſchung 
ber Berbindung zweier anderer Perfonen B und C, vor 
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| ausgefeßt, da die Berbindung durch den Tod von Dauf- 
geloͤſt wird, zu beſtimmen. 

Auflöfung Der gegenwärtige Werth der nten Sahresrente 
| diefer Leibrente ift offenbar gleich Ahr c] Any” (S.413) und man hat 


zur Beftimmung der Summe der — 5— Werthe dieſer Jahres— 
renten für den Zeitraum, im welchem r[be c| veränderlich ift, d. h. fo 


fange n die möglichft größte Berbinbufssbntee der beiden Perfonen 
B und C nicht überfchreitet, Fein anderes allgemeines und zuverläffiges 
Berfahren, als den gegenwärtigen Werth jeder Sahresrente einzeln zu 
berechnen, und dann alle diefe Werthe zufammenzuaddiren.*) Sobald 
aber n diefe Grenze uberfchritten hat, ift Au c] immer der conftanten 


Größe ne gleich, und der gegenwärtige Werth aller fpätern Jahres— 
renten ii =bef[Alr. #) 


Die — Schwierigkeit dieſer Aufgabe beſteht alſo in der Be— 
ſtimmung des Werthes der Leibrente für die T Jahre, auf welche die 
mögliche Verbindungsdauer aller Perfonen befehränft ift, und während 
diefer Zeit kann die Wahrfiheinlichfeit, die te Sahresrente zu erhalten, 
in die beiden folgenden unterfchieden werden, 


Daffam Ende des nten 
Jahres 


(eben | todt find 


1 40 B dgfuͤr ift die Wahrſcheinlichkeit = (1 — bn). (ae)n 
A —5— indem B zuerft geſtorben iſt. 


) Die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Ueberlebung in dem zten Jahre ſtattfindet, 
1 rg" »—"b). (But +) berechnet, 


und man nimmt die Summe a. n evften diefer Wehnſcheinichteiten fuͤr den 
Werth von AED c]. 


) Wenn A die Ältefte der drei Perfonen ift, fo ift z[be] nicht immer ee 
1 ' 
wenn n>r iftz aber in diefem Kalle ift [A]z und folglich na|bc].[A]r im- 
4 . 1 
mer — 0, und daher ift bo.[A]r ein genauer allgemeiner Ausdrud des ge: 
1 


wird immer nach der —— 


genwaͤrtigen Werthes aller nach Verlauf der 2 Jahre fälligen Jahresrenten. 
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Diefe zweite Mahrfcheinlichkeit kann wieder in die Wahrfcheinlich- 
feiten der beiden folgenden von einander unabhängigen, aber gleichzeitig 
ftattfindenden Ereigniffe zerlegt werden: | 

1) Daff 4 alödann lebt und ſowohl D, als C todt ift, wofür 
die Mahrfcheinlichfeit immer genau durch (1 — bu) [an — (ac)n] aus⸗ 
gedrückt wird; 2) daſſ, wenn D und C alödann beide todt find, B 
von beiden h geſtorben ift. 


Die ganze Schwierigkeit befteht alfo in der Beftimmung dieſer 
letzten Wahrſcheinlichkeit, welche nicht in allen Fallen während der T 
Sahre abfolut conftant und genau beftimmbar if. Aus 8. 17 folgt 
aber, vaff, wenn das jährliche Decrement, d. h. die jährliche Abnahme 
der Anzablen der Perfonen von demfelben Alter, efe. wie B, C für die 
beiden Perfonen 3 und C während der fraglichen Zeit conftant ift, obs 
gleich beide Deceremente von einander verfchieden find, die in Rede ftes 
hende Wahrjcheinlichfeit immer genau durch d. ausgedrückt wird, und es 
laͤſſt fich leicht zeigen, daff daffelbe Maß dieſer Wahrfcheinlichfeit auch in 
andern Sol anwendbar ift, und daſſ auch in vielen Fallen, wo der 
Bruch 4 die gefuchte Wahrfcheinlichkeit nicht genau ausdrückt, der durch 
Anwendung des Werthes 4 in den erhaltenen Formeln — — Feh⸗ 
ler unbetraͤchtlich iſt. Wir werden daher den Werth 4 hier dawende 
und haben folglich, wenn n nicht größer iſt, als 7, bafıle 


daff am Ende des nten 


Jahres die Wahrfcheinlichkeit: 
todt find | leben 


B AC TRETEN | 

B und C, | 
und zwar B A Ya aa, [a — (ae) ] | 
zuerft von = BER 34° | 
beiden | 


und da die Summe hiervon gleich: 
2 nn Ba). |an-+(a On)= 5 1 Ta; (ab)n+(a On — (ab On] 
iſt; ſo ift der Werth der Leibrente für die T erften Sahre gleich: 
AT [Im — (ab)n+ (a cn — (ab e)n] 9] = 
1(@[A]—t[AB]+T[AC]J—- ABC) 


und da der gegenwärtige Werth derfelben nach diefer Zeit, wie wir ges 
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ſehen haben, gleich iſt, fo haben wir die allgemeine For— 


‚mel: 


BCJA = }(A—r[AB]H[ACI—ABC)— (3—be). [AT 
1 1 


‚welche, jenahdem A, oder B, oder C bie äitefte der drei Perfonen 
ift, fich refp. verwandelt in: | 


BCJA=F(AZAB-ACTAB 0), 
ober: | 
BCJA=A—AB+HLACI—ABC)— (4—be).[Al, 
BC —+(A—Y[AB]+AC—ABC)— @—be).[Alr. 


Denn die Perfonen B und C in allen Rüdfichten einander gleich 
find, fo ift 1—be=0 un t[AB]=r[AU], und mithin ver: 
1 


wandelt ſich die allgemeine Formel in: 


BB|A=1(A—ABB)=;3BBIA, 
1 


was von felbft einleuchtend ift. 
8.32. Aufgabe 6. Den gegenwärtigen Werth BUJA 


einer keibrente auf die Perfon Anah dem Tode der uͤber— 
lebenden von zwei Perſonen Bund C, vorausgeſetzt, daſſ 
B die uͤberlebende iſt, zu beſtimmen. 


Aufloͤſung. Wenn die Perſon P und ihre Erben die Reibrente 
in der vorhergehenden Aufgabe und die. Perfon Q oder ihre Erben die 
in der gegenwärtigen Aufgabe ziehen follen , fo ift flar, daſſ P oder 
Q, oder ihre refp. Grben die Leibrente erhalten, wenn Die Perſon A 
die Perſon B überlebt, und das Ereigniſſ, in Folge deffen die eine Art 
der Erpectanten in den Befiß der Leibrente kommt, ſchließt nothwendig 
das andere aus. Daher ſind die Werthe der Leibrenten in der vorher— 
gehenden und der gegenwaͤrtigen Aufgabe zuſammengenommen dem Wer⸗ 
the einer Leibrente auf die Perſon A nach dem Tode der Perſon B 
gleich, welcher Werth in Zeichen durch: 


20 
a 
BC|IA+BC|A=BJA 
1 2 
ausgedruͤckt wird, woraus folgt: f 
BCIA=BJA—BCJA=A—AB—BCJA (S.421.1.) 
2 1 — 


und unter den in $. 31 angeführten Bedingungen haben wir folgende | 
allgemeine Formel: ' 


—— 

BC|A=4(A-AB-—[AC]+ABO— 

2 
[ABI +4 —boy[A]r, 


woraus folgtr 


— 
—000 


gie | | J 
BC|A=A—AB—P[ACI+ABC) LG —he)[ AP 
2% 1 


und: 
— | 
BC|A=4(A—AB-—ACH+ABC)—[AB), 
2 
| +&@—be)[A]r. 
1 


Wenn die, Perſonen D und C einander gleich find, fo verwandelt ſich 
die allgemeine Formel in: 


1 

BBAA=4(A—2AB+ABB)=BJA—1BBJA 

2 (S. 421.1u.3.) 
Lebensverſicherungen. 


$. 33. Wenn eine Perfon P ein Intereſſe hat, welches irgend ei— 
nem Riſiko ausgefeßt ift, und eine andere Perion O macht fih verbinde. 
lich, gegen eine gewiffe, ihr von P ausgezahlte Summe diefes Riſiko über 
fih zu nehmen, fo wird ein folcher Vertrag eine Verfiherung ge 
nennt, und wenn diefes Riſiko von dem Tode einer oder mehrerer Per⸗ 
fonen abhängt, fo beißt ein. folcher Vertrag eine Lebensverſiche— 
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rung Denn fich die Lebensverfiherung auf mehrere Sahre erfireckt, 
fo ift e8 immer mit einigen Schwierigkeiten verbunden, ihren ganzen 
Werth zur Zeit des Abfchluffes des Vertrages auf einmal zu erlegen, und 
e3 wird daher in dem fihriftlichen Vertrage über die Berficherung, welcher 
Die Police genannt wird, eine jährlich zu zahlende Summe 
oder Prämie fefigefeht, welche im Anfange des Jahres gezahlt wird, 
aber welche mit dem ode der verficherten Perfon oder Perfonen weg— 
faͤllt. | : 

Da ſich offenbar die Werthe der Prämien für die Verficherung 
zweier Summen bei demfelben Riſiko und für diefelbe Zeit immer wie 
dieſe verficherren Summen verhalten, fo wollen wir bei unjern Betrach- 
tungen über Lebensverficherungen immer annehmen, daſſ die verficherte 
Summe —=1 Thaler if. Auch wollen wir annehmen, daſſ die ver: 
fiherte Summe immer am Ende des Jahres gezahlt wird, in welchem 
das Greigniff ftattfindet, worauf ſich die Verficherung bezieht, während 
die in der Police beftimmte jährliche Prämie zu Anfang jedes Jahres 
gezahlt werden mufl. i 

Mir wollen den Werth einer Verſicherung auf die Perfon A mit 
"U und auf die Verbindung der Perfonen A, D,C,... mit ABC... 
bezeichnen. Ferner wollen wir den Werth einer Veiſicheung welche 
auf die Verbindung von zn überlebenden von Perſonen lautet, mit 

nL 
ABC.. . und die jährliche Prämie fir eine Verficherung immer dadurch 
bezeichnen, daff wir vor den Zotalwerth der Verficherung Pr. ſetzen, fo 
daſſ z. 3. Pr. I vie jähriihe Pramie für eine Verſicherung auf die 
Perſon A, Pr. ABC. .. die jährliche Prämie für eine Verſicherung 
auf die Verbindung aller gegebenen Perfonen A, B,C,... und Pr. 

nn | 


AUBE,.. die jährlihe Prämie für eine Verficherung auf die Verbin- 
Dung der Iekten zm überlebenden von m + u Perfonen bezeichnet, 

Die Wahrfcheinlichfeit , daſſ die lebten zm überlebenden von zn + u 
ießt lebenden Perfonen am Ende des (n — 1)ten Sahres, von jeht an ge— 
rechnet, noch leben, ift fürn —1 der Gewiffheit gleich, weil dieſe Pers 
fonen nach der Borausfegung jest alle leben, und in demfelben Falle ift 
em-1— 90 — 1 der gegenwärtige Werth eines fofort zahlbaren Thalers. 
Hiernach ift für n=1 der Ausorud: 

mn 
(abc... mımn-t=1, 


und jenahdem —2, 3, &,.... ift, ift-diefer Ausdruck vefp. gleich: 


442 


m 
ri AIR — ont lebe —J——— 


Die Wahrſcheinlichkeiten, daſſ die Verbindung der letzten m uͤber⸗ 
lebenden von mu Perſonen das 2te, 3te, Ate, .. Jahr erreicht, 
ſind offenbar reſp. dieſelben, als die, daſſ dieſe Verbindung des 1fte, 
2te, Ate, ... Jahr hindurch eriflirt. Hiernach ift offenbar: | 


m 
—— 


a ER +ABC...) 
Wenn n=t ift, fo ift: 


— m 
(abe... In ım?=v. (abe... EL 


und wie vorhin erhellet, daſſ: | 3 
{lebe or] =,(14u.n[ABC..] — 
N A: — — —* 


m 


$. 34. Aufgabe 7. Den Werth (ABC...) einer te 
bensverfiherung auf die Verbindung der legten m über 
lebenden von n+u Perfonen 4, B, C, ... zu beftimmen 
Auflöfung 1. Der gegenwärtige Werth ber Erwartung, am 
Ende des nten Sahres 1 Thaler zu erhalten, ift ($. 12): 
mn ei 


 [@be... ya net Ey pr, 


und folglich der Totalwerth der Verficherung, oder die Summe der ges 
genwärtigen Werthe aller folder Erwartungen: | 


stlabe.. EB Tg (oben (abe...n]e* = ‚a HAB Asch 
Es ift alfo: 
ABC... =r—ua—WABC.. m 
Auflöfung 2. Wenn der Verficherte, ftatt am ‚Ende des Jah 


| 
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res 1 Thlr. zu erhalten, nach der Erlöfchung der Verbindung der m 
Ueberlebenden eine perpetuirliche Nente zieht, deren erſte Sahresrente 


‚am Ende des Sahres gezahlt wird, in welchem fich die Verbindung der 


m Perſonen auflöftz fo fommt der VBerficherte, oder feine Erben am 
‚Ende diefes Sahres in den Belis von 1 Thlr. und RR perpetuirlis 


en gewiffen Rente von 1 Thlr. jährlich, deren Werth — — —— lin: r 
die rien Zinfen von 1 Thaler bezeichnet, alfo — —— —— — 


— ſo daſſ die Verſicherung ſolchen perpetuirlichen Rente * 


— 


ſelben Werth hat, als die von —— Thaler. Aber der gegenwärtige 
Werth der Anwartfchaft auf die perpetuirlihe Rente ift (S. 436): 


——ABC...= 


weicher daher auch der Werth der Verficherung von —— Kr auf die- 
felben Perfonen ift, und folglich) haben wir: 


1 
1 ABen ):e—a-9 ABC..)= 
dem Werthe der Verfiherung von 1 Thlr. auf die fraglichen Perfonen, 


und mithin Dderfelbe, wie vorhin. 


$. 35. Da die jährliche Prämie während der gleichzeitigen Eriftenz 


der m Ueberlebenden im Anfange jedes Jahres gezahlt werden muff, 


fo muff die erfte jeßt und jede folgende am Ende jedes Sahres der 


gleichzeitigen Griftenz der m Ueberlebenden gezahlt werden. Der ge- 


genwaͤrtige Werth aller zu Bohlen Prämien befteht alfo aus der 


erften Prämie von Pr. BC — Thlr. und aus dem gegenwaͤrtigen 


m 


Werthe einer Leibrente auf die Verbindung von jährlih Pr. YBE... 


Thlr. Da nun diefe Summe dem Totalwerthe der Verficherung gleich 
fein muff, fo haben wir die Gleichung: 


Pr. BE... (1 +ABC..)=» — (1 -WABU... 


-1—-(1-»(1+ABC...), 


woraus folgt: 
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Pr. AB G.Z 


) 
— 
Ebenſo ergibt ſich für eine Perfon 4: 
A=r-1—NA 
und: 
Pr. I=-te=1. (2) 


Menn bie Berficherung auf die Verbindung aller Perfonen lau: 
tet, fo haben wir: | 
| 


AB E..*--AB 64 
und: 


1 
Pr. ABE..= Tage. tr’ I 


Für eine einzelne Perfon, oder für irgend eine er von Perſo— 
nen haben wir aud: 


AB... abe. „lv 
= ABC... ($. 18). 


wodurch der Werth der Verficherung ohne Einführung von 9 oder —— 
ausgedruͤckt wird. Es iſt aber: 


en =e(I+ABC., ) 618), 


woraus folgt: 
ABG..=r—aA—NABEC..., 
wie vorhin. 


Wenn die Verficherung auf die üiberlebende von zwei Perfonen 4 
und D lautet, fo ift: 


Bu 5 ae 
AUB=r—(i—W)Ab 
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Wenn die Verficherung auf die tberlebende von drei Perfonen A, 
B und C lautet, fo — die allgemeinen Formeln: 


AB G=r—( —— 
und: 


— 
Pr. ABC— 


1 
Zee ki 
1--ABC 


Wenn Die Berficherung auf die Verbindung. der beiden Ießten 
überlebenden von drei Perfonen 4, B, C lautet, fo ift: 


TBC-—-a-YABG 
und; 2 
Pr. ABE— tr —L 


1+ABC 
Hat ah nach der erſten Aufloͤſungsmethode den Ausdruck va 


1 — ARCHE .des gegenwärtigen Werthes eines Thalers, wel⸗ 
her am Ende des Jehres gezahlt wird, worin fich die Verbindung 
ver letzten m überlebenden Perfonen auflöft, und den gegenwärtigen 
Berth einer perpetuirlichen Nente, deren erfte Sahresrente am Ende 
es Jahres gezahlt wird, worin fich diefe Verbindung auflöft, ge= 
unden; ie ergibt ſich, da fich die erwähnten gegenwärtigen Werthe 


1 
vie + = —: 1 verhalten, der gegenwärtige Werth der Anz 
vartfchaft auf bie perpetuirliche Rente nad) der Auflöfung der Verbin 
m 


4 1 a a 
ung der m überlebenden Perfonn =—— — ABC. .., übereinftims 
. r i 


aend mit dem Obigen. 


Temporäre Lebensverfiherungen. 


$. 36. Wenn die Lebensverficherung blos für den Zeitraum von 2 
sahren gültig ift, d. h. wenn die verficherte Summe am Ende des Jah⸗ 
es, worin ſich die Verbindung der zn uͤberlebenden von m u Wer: 
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fonen auflöft, nur dann gezahlt wird, wenn diefe Auflöfung der Vers. 
bindung der m Perfonen vor Ablauf der Z Jahre ‚ftattfindetz jo wird, 
der gegenwärtige Werth diefer Verſicherung ausgedruͤckt durch: | 


m 


‚[st@8en aber ($. 18), 
d. h. durch: 


„Ti - (Bed. +H ABC. HABC..] 6.20.39) 
fo daſſ | 
muB m RR NER | 
[ÄCB..]=»f1 - @Be..Je.#]-a—9 JABC...] em) 
| 


if. 

Andere Auflöfung. Bei der zweiten Auflöfungsmethode der 
Tten Aufgabe haben wir bemerkt, daſſ ſich der gegenwärtige Werth der 
Berfiherung von 1 Thaler, welche auf die in Rede ftehenden Perfos 
nen lautet, zu dem gegenwärtigen Werthe der Verficherung einer pers 
petwirlichen Rente, welhe bei der Auflöfung der Verbindung der m 


— 5 . , 1 € 
überlebenden Perſonen zahlbar wird, wie LımR, verhält, und nad 


$. 30 ift der gegenwärtige Werth der Verſicherung der perpetuirlichen 
Rente: 


—— — (abe... Jet] — BGCM, 


woraus offenbar folgt: 


m 


:[ÜBE...]=efı -@be..Ju.#]-a—n.[ABC...], 


Umgekehrt, wenn man nach der erften Auflöfungsmethobe der vor: 
bergehenden Aufgabe den Ausdruck für den gegenwärtigen Werth det 
Berfiherung von 1 Thaler auf die fraglichen Perfonen und für die bes 
ftimmte Zeit dur) 1— v dividirt, fo erhält man: : 


I [1-@be.. Jr HABEC...] | 


für den gegenwärtigen Werth der Verficherung einer perpetuirlichen Leib 
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rente, welche bei der Auflöfung der Verbindung der Iehten zm_über: 
lebenden Perfonen, vorausgefeßt, dal diefe Auflöfung vor Ablauf der 
beftimmten Zeit gefchieht, zahlbar wird, was mit $. 30 übereins 
ſtimmt. 


Aus 88. 33 u. 34 erhellet, daſſ der gegenwärtige Werth der jahr 
lichen, für diefe Verficherung zu zahlenden Prämien durch: 


Pr. PIBE. IL - (be. Jt- “ABC. J]= 
HET? Je. et ]—(1—). KABC.. Ale: 


m 
| 1-@be.).#-u-9.[1-@be..J. ve ABCH] 
ausgebrüct wird, und folglich ift: 


m 


—— — (al 14 
Pr. [a836...]= : bee 


+v—1. (4%) 
ACHTE: [ABC] 
Ebenſo erhellet, daff, wenn man nur eine Perfon A betrachtet: 


I] a — ar) — U—WIA]— 
(1 nn a. —.(A iA), 


und: x 1—a,ot . 
Pr. X] = — tn (2) 
ift, oder: 
| | 1— — 
Pr. {= = 1 


Wenn Z nicht Kleiner ift, als N“ größte aulnnastaue der m 
Beritebenden Perfonen, fo ift RER, J=0 und ‚ABC. ]= 


ABC. (er, und in diefem Salle flimmen die Formeln (zn) u. (m’) in$.34 
m m 


und 8.36 wegen [AB XBE...]=ABE,.. überein, und daſſelbe ift 
‚mit den Formeln (bh) u. (h’) in 8. 35 u. 36 der Fall, weil alddann 
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mn m - r | 

Pr. {AB Sul: ABC... ift. In demfelben Falle find auch 
die Formeln () u. () in $. 35. u. 36 identisch. | a 
Menn die Verfiherung auf die Verbindung aller Perfonen lautet, 


fo ift: | 
(abe.. = (abc..)t 
u 
— (abe... AB GR), 


und. folglich verwandelt ſich in diefem Falle die Formel (m’) in: 


ABC. ]=r[ı - ee] 


abe | 
a—9[ABC... 2. (ABC...)] 
und die Formel (A) in: 
PHABE.T- 
u — WR 


1FABO.. vl ABCEH 


Aufgeſchobene Lebensverſicherungen. 


8. 37. Wenn die Lebensverſicherung um £ Jahre aufgeſchoben 
iſt, d. h. wenn die verſicherte Summe nur dann am Ende des Jahres ge— 
zahlt wird, in welchem ſich die Verbindung der m überlebenden Perfonen 
auflöft, wenn diefe Auflöfung erft nach Verlauf der £ Sabre erfolgt, 
fo wird der gegenwärtige Werth der Verſicherung ausgedruͤckt durch: 


m m 
en (abc..-n ev” | 


a fih das Summenzeichen 2 auf die Werthe von n erſtreckt, welche 
größer find, als Z, und wie in $. 33 ergibt fich, dafj der vorhergehende 
Ausdrud dem folgenden: 


Vabes ent ef Tehe.s Ja) Aa a 
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gleich ift, fo daff man hat: 


ABC. y=@be..Jtt-a-s[ ABC] (m 
Denn 2=o ift, fo ift: | 


(abe... rtv, [ABC...2=AB ku; 


und die Formel (7) wird mit der Formel (m) identiſch, weil als- 
dann: 
m 


m— — — — 


[ÜBE.. E=ABE... 


if, Wenn eine Verfiherung, welche von der gleichzeitigen Eriftenz der 
leiten m überlebenden von 2-1 Perfonen abhängt, nur auf 7 Sabre 
zu Gunſten einer Perfon P, und eine andere um Z Zahre aufgefchobene 
Verficherung zu Gunften einer Perfon QO abgefchloffen ift, fo ift ein- 
leuchtend, daſſ, da fich die Verbindung diefer letzten m überlebenden 
Perfonen entweder vor, oder nach Ablauf der Z Jahre auflöfen muſſ, 
bie verficherte Summe am Ende des Jahres, worin fih dieſe Verbin: 
dung auflöft, entweder an P, oder O, oder an ihre reſp. Erben ge: 
zahlt werden muff, und folglich ift die Summe der gegenwärtigen Merthe 
er Intereſſen dieſer letzten Perfonen an der Berficherung gleich dem 
jefammten gegenwärtigen Werthe einer Verſicherung auf die Verbin- 
ung der m überlebenden Perfonen, d. h. es ift: 


| HABE. J+ÄBE.. =ISC., 


ih: TABE.. J-ABE... —[ABE.. 


m: [ABC.. V-ABC... — AB E...]. 


Ebenſo ergibt fich, daff fich die Formel (7) aus den Sormeln (m) 
nd Gr’), und umgekehrt die Formel (m’) aus den Formeln (zn) und 
r) ableiten läfft. 

I. 38. Bei manchen Verfiherungsanftalten müffen die Mitglieder ein 
ntrittsgeld zahlen, welches daher offenbar ala ein Theil der für die 
serficherung zu zahlenden Summe betrachtet werden muſſ. Es bezeichne 

m 


glich, indem f einen echten Bruch ausdruͤckt, JSHTABE...] den 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ıc. 29 
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n 


— — — 


2 
Werth des Antrittsgeldes, fo druͤckt (1 —H. IABC.. NJdie aufßeı 
diefem Antrittögelde für die Verficherung noch zu zahlende Summe aus, 
und die im Anfange jedes Jahres zu zahlende Prämie wird ausge 
bruͤckt durch: | 


m 

R | 

(ei ce mer. | 
1— (abc...) +t[ABC...] | 


Wenn Z nicht Heiner ift, als die größte Verbindungsdauer der m 
m 


überlebenden Perfonen, fo ift die Antrittsfumme = f (AB 6.4 
und die jährliche Prämie gleich: 


1 
af): Karren. 
L1-4+-ABC,,, 


indem fich die Verficherung auf die gefammte Verbindungsdauer de! 
fraglichen Perfonen bezieht. Ä 

$. 39: Gewöhnlich wird die jährliche Pramie für eine Verficherung 
im Anfange jedes Jahres gezahlt, und zwar die erfte bei dem Abfchlufft 
des Verfiherungscontractes; allein es wird: nicht unnüß, fein den Wert 
der jaͤhrlichen Praͤmie fuͤr den Fall zu beſtimmen, wo ſie am Ende je 
des Jahres gezahlt wird, und zwar die erſte nach Verlauf eines Jahres 
von der Zeit des Verſicherungsvertrages an gerechnet. | 

Die Verſicherung foll von der gleichzeitigen Eriftenz der m über 
febenden von m +1 Perfonen abhängen und auf den Zeitraum von 
Jahren abgefchloffen fein. Ferner betrage die jährliche Prämie, welch 
am Ende jedes Jahres der gleichzeitigen Eriftenz der m überlebendei 
Perſonen zahlbar ift, p Thaler, fo daſſ folglich der gegenwärtige To 
talwerth der VBerfiherung dem gegenwärtigen Werthe einer Leibrent 
von p Thaler auf die Verbindung der legten, zn überlebenden Perfonei 
und für die beftimmte Verſicherungszeit gleih iſt. Wir haben alfo di 
Gleihung: | | 


m m 


— 
— [2 


p-!{ABG...]=+[1-(abe.. 9) -(1-).1TABC..] 6.36) 


woraus folgt: 
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| 
ER K 
e[1—(abe..)e. ot] 
| B PER RNEI Hrchl: 
Aa {ABC,,.] 
Wenn £ nicht Fleiner, als die größte Verbindungsdauer der m 
überlebenden Perfonen ift, fo wird die am Ende jedes Sahres für eine 


Berficherung auf die Verbindung der 7m überlebenden Perfonen und für 
Die ganze Dauer diefer Verbindung zahlbare Prämie ausgedrüdt durch: 


v 


Perl, 
ABC,,, 


Menn man nur eine Derfon A betrachtet, fo drüdt: 


ta; 
o(1 — — 0 
e(1—a;.. ot) a ) 
— ee nun 
[A] lı } 
A——_vt, TA 
a 


die am Ende jedes Jahres für eine Verficherung auf diefe Perfon und 
auf 2 Iahre zu zahlende Prämie aus, und die am Ende jedes Jahres 
aahlbare Prämie für die Verficherung auf diefelbe Perfon A und auf 
ihre ganze Lebensdauer wird ausgedruͤckt durch: 


S v 
ET ie 


$. 40. Somohl aufgefchobene Keibrenten, als aufgefchobene Lebens— 
werficherungen werden zuweilen in jährlichen Prämien während der Auf 
ſchubszeit bezahlt, wo aber diefe jährlichen Zahlungen aufhören, fobald die 
betreffende Perfon oder Verbindung von Perfonen innerhalb diefer Zeit 
erldfcht. Wenn der gegenwärtige Totalwerth der aufgefchobenen Leib: 
rente mit 7° bezeichnet wird, fo muff die am Ende jedes Jahres zahl- 
‚bare Prämie nach $. 39 gleich: 


ee 
:JABC,..] 
fein, und wenn fie im Anfange jedes Sahres zahlbar ift, fo muß fie 
‚gleich: | 
| # 29* 


—— 


m mb 


1- (abe... Jt,vt ABC...) 


fein, wo 2 die Auffehubszeit bezeichnet. — | 
Wenn fich die Leibrente blos auf eine Perfon A bezicht, und um 


t 
£ Sahre aufgefehoben ift, fo ift V=z—WtA. 


Menn alfo die jährliche Prämie am Ende jedes Sahres zahlbar 
ift, fo muff fie gleich: | 


— — 


14 
a 
Ars — | 
a | 


und wenn fie im Anfange jedes Sahres zahlbar ift, gleich: 


? 

1A — o(ı ta) 
fein. z | 
Kenn die Leibrente von der Verbindung der letzten m überleben- | 
den von mu Perfonen 4, B, O, ... abhängt und während der 
gleichzeitigen Eriftenz ber m’ Überlebenden von m’ u’ andern Perſo⸗ 
nen P,O, Ry .. . aufgefhoben ift, wie in &. 28, fo erhält man 
durch Hinweglaffung ber erften Horizontalveihe. der allgemeinen Formel 
in 8. 28, welche nur die einzelnen Sombinationen der Erpectanten ent 
halt, und wenn man die Zeichen aller übrigen Glieder in die entgegen= 
gejegten verwandelt, die Größe, durch welche der gegenwärtige Total⸗ 
werth der aufgeichobenen Leibrente dividirt werden muſſ, damit der 
Quotient die Prämie ausdrücdt, welche am Ende jedes Sahres der gleich- 
zeitigen Eriftenz der m übericbenden Erpectanten und der m’ überleben 
den Beſitzer gezahlt werden muſſ ($. 25 u. 28). Aber der fo erhaltene 
Divifor ift offenbar gleich : 
m’ m i 


ABC. --BOR...IXBO.,, 


und um die im Anfange jedes Sahres des erwähnten Zeitraumes zu 
zahlende Praͤmie zu erhalten, muſſ man dieſen letzten Diviſor um die 
Einheit vermehren. 
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Menn alfo die Gefammtanzahl der Erpectanten und Beſitzer nicht 
größer als 3 ift, fo find die Diviforen für die jährliche Prämie in ven 


5 vorfommenden Fällen, und für welche die Totalwerthe der Keibrenten 
9. 28 angegeben find, folgende: 


- nn 
yo 


| * Diviſor zur Beſtimmung der jaͤhrlichen Praͤmie, zahlbar 


Fall. | am Ende jedes Sahres, im Unfange jedes Jahres. 
Fı hr I-AP 
2 ABP ı-ABP 
3 APOQ ı1+APO 
4 AP+AQ—APO 1-AP+AQ—APO 
5 AP+BP-—ABP 1-AP-+BP—ABP 


$. 41. Aus $. 12 erhellet, daff: 
AB-UALB_UB, 
ABE-ALSHE-_AB_UC-BCHABE 
ÄBC-ABLAELBE-2ABE 


iſt; und allgemein, wenn wir die Summe der gegenwärtigen Werthe 
Der Berficherungen auf die Verbindung der Perfonen in jeder Combi: 
nation der vten Ordnung, d. h. auf jede mögliche Verbindung von 
m--v—1 Berfonen, welche fich aus nu Perfonen bilden laffen, 


mit D bezeichnen; fo haben wir nach $. 12: 


ABC... =0—moOtm Hö—m tms... 


Diefes alles ift dem in $. 28 in Beziehung auf die Werthe der 
Leibrenten Gefagten analog, und e3 erhellet hieraus, daff, wenn Die 
Werthe der Berficherungen auf jede möglicher Verbindung von Pers 
fonen berechnet wären, fich die Aufgaben über die Werthe der Ver— 
ficherungen auf die gleichzeitige Exiſtenz irgend einer Anzahl von überles 
benden aus einer beliebigen gegebenen Anzahl von Perfonen genau auf 
Diefelbe Weife daraus ableiten ließen, wie diefes bei den Leibrenten ge= 
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fchehen if. Es ift aber hierbei nicht nöthig, fowohl Tafeln für die 
Merthe der Keibrenten, ald für die der Lebensverficherungen auf eine 
Verbindung von Perfonen zu berechnen; denn aus dem Dbigen gebt herz | 
vor, daff, wenn der Werth einer Leibrente auf irgend eine Anzahl von 
Perſonen beftimmt ift, fich der Werth einer Verficherung auf diefelben 
Derfonen leicht daraus ableiten laͤſſt, und ebenfo leicht ließe fich) umge— 
Echrt der Werth der Leibrente aus dem befannten Werthe der Verſiche— 
rung ableiten. | 

Wenn die betrachteten Perfonen alle einander gleich find, fo va 
aus den letzten Formeln offenbar: 


AK-2A-AN, 
BERN gr 
AAUZSAU—SAAFLAAN, 


— 
AAA—-3AA—2AAA 


und in Beziehung auf den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl glei— 
cher Perſonen vergleiche man das S. 419 Geſagte, was auch hier 
anwendbar iſt. 


# 2 


Von den Verficherungen, welche von einer beffimmten Orduung 
des Ueberlebens abhängen. 


$. 42. Wir wollen den Werth einer Summe beſtimmen, welche 
bei der Erlöfehung einer Perfon, oder einer Verbindung von mehrern 
Perfonen zahlbar ift, wofern das Abfterben dieſer Perfonen in einer 
vorber beftimmten Drönung finttfindet. Die Bezeichnungen, welche 
wir bei diefer Unterfuchung anwenden wollen, find in folgendem Schema 
enthalten: 


a 
* 
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Der gegenwärtige Totalwerth von 1 Thaler, zahlbar am Ende ſoll bezeichnet 
er des Sahres, morin ftirbt werden mit: 


— 


— 


Be Hex 20a a re ee era ee 
RE ESTER — AB 
zuerſt von den drei Perfonen A, B, C.. AB C 
uni awellen u: AB C 

entweder A, oder B zuerſt von den drei Perfonen A, B, C X ‚BE 

11 


4 zuerft, oder zum zweiten von diefen drei Perfonen . ABC 
1.2 


die uͤberlebende der Jfrüher als die dritte Perſon C. . ABE 
beiden Perſonen A ah . 
und B ſpaͤter ala dieſelblb . oe... 149 ° 
—* | a 
843. Aufgabe8. Den gegenwärtigen Werth 1:9 von 
1 Thlr. zu beffimmen, welder am "Ende des Jahret, worin 
die Perſon A ftirbt, zahlbar iſt, wofern eine andere Per: 


fon Dnoo lebt. 
Auflöfung Aus 88. 1 Su. 19 erbellet, daff der Werth der 
Erwartung, am Ende des SER Jahres 1 Thaler zu erhalten, durch: 
Da bie 
2 byn_ı — (a b)n —_ 2 u pn 
41 ‚Pi 


und der gefuchte Zotalwerth durch: 
(‚ab)n (a — 
1 lin I on A 


ausgedruͤckt wird. Se ift: 
> 


AB Sb) 


er 161 


Hieraus folgt, wenn man C für D ſubſtituirt: 
— ua 
—1 1 


1 101 
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und wenn man 2 für A ſetzt: 


e=} BCH-— B = 


21 101 


Schließt man wie in ve 26 u.27, fo erhellet aus dem Obigen, da 
für eine temporäre Berficherung: 


8]=} [IBI+LABI— A ‚B]] 
und für eine aufgefchobene: 

[ABI=E [TAB + = [LABE— FA ‚B] 
iſt. Wenn die beiden Perfonen einander gleich find, fo if: 


AB ıB AA 
- ce und folglich AAZZUAN 


BE 


Der Werth. der a Rn entfprechenden jährlichen Prämie wird 
refp. ausgedrüdt durch: 


4 


TAB AGB — 
Ar xo=,|! re. ($. 35) 
[18] 
Pr. u, 
? [43] 1-+AB’ 
- AB [33] 
dt 
i & = J 
d.h. 
1— (ab),0° + [AB] ——- {A ıB] 
Pr. {[‘ I Br ae FREE RN 
[3] = 1— (ab); +:[{AB] | —— 
C36) 


Wenn eine Summe einer Perſon P oder ihren Erben für den 
Sal, daſſ A früher ftirbt, als B und Ar Perſon Q oder ihren Erz 
ben für den Zall, daſſ B früher ftirbt, als A, verfichert ift, fo muſſ 
diefe Summe offenbar bei der Auflöfung Au Verbindung der Perfonen 


A und B entweder an P, oder O, oder an ihre refp. Erben gezahlt 
werden, fo daſſ: 
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ABHAB-AB, | 
folglich: AB - AB AB, 
| [28] = {AB [US] 
a 8) = Bl Bi 8]. 


$. 44. Aufgabe 9. Den gegenwärtigen Werth 43 


von 1 Thaler zu beffimmen, weldher am Ende de3 Fahres 
zahlbar iſt, worin diePerfon A ftirbt, vorausgefekt, a 
die Perfon D fon früher geſtorben ift. 

Auflöfung Wenn eine Summe einer Perfon P für den Kal, 
daſſ 4 früher ftirbt, als B und diefelbe Summe einer Perfon O für 
den Fall, daff A fpäter ftirbt, als B, verfichert iſt; fo muff entwe- 
der P, oder O, oder ihre refp. Erben diefe Summe bei dem Tode 
‚der Perfon A erhalten, und die Summe der gegenwärtigen Werthe der 
Intereſſen der Perfonen P und Q, oder ihrer refp. Erben an diefer 
Berfiherung ift daher offenbar dem gegenwärtigen Werthe der Verfiches 
‚zung berfelben Summe auf die Perfon A gleih, d. h. es ift: 


ABSLHAB-L, fotgih AB-A—URB. 
2 1 


Ebenſo erhellet, daff: 
iR, —B— %] — JE Sn 


“ [AS — [2] 
2 1 
it. Wenn die beiden Perfonen einander Er find, fo ift: 


AAZA—IAA=H IL. 8 40 u. 43.) 
= 


Ferner ift: ABHAB-IG: 
2 2 


Iglich: — 
2 _ ; 


was ſich auch auf folgende Weife ergibt. E3 ift nämlich: 
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| ABLAB-B, 
folglich : A 8⸗ — A B, 
ER AB- Be UBHUR, 


Wenn drei ehe in Betracht —— ſo beſteht eine der groͤß— 
ten Schwierigkeiten in der genauen Beſtimmung aller der moͤglichen 


Faͤlle und ihrer reſp. MWahrfcheinlichfeiten, in welchen die verſicherte 


Summe zahlbar iftz allein der Raum geftattet und hier nicht, in dieſe 
Art von Aufgaben naͤher einzugehen. 


Von den Leibrenten auf ſucceſſive Beſitzer. 


$. 45. Aufgabe 10. Am Ende des Jahres, worin il 
die Verbindung der lebten m überlebenden von m+u 
Perfonen 4, B,C,... auflöft, erhält die Perfon ZT oder 
ihre Erben die Summe von 1 Shaler und fommt zugleid 


in den Befiß einer Leibrente von 1 Shaler, Rh fie 


während der aleigprtigen Griftenz der letzten m! über 
lebenden von m’+u! andern Perfonen P, Q, R,... zieht, 
und man foll den Verth des Sntereffes von I befiimmen 

Auflöfung 1. Der Werth der Leibrente ift zur Zeit ihres Bez 


m’ 


ginnens =POR... und der Totalwerth der ganzen Erwartung der 
m 


Perſon ZT oder ihrer Erben zu der erwähnten Zeit ft = 140 h..3 
folglich der gegenwärtige Werth 5 Sntereffes gleich: 
a “ 
NR... .) BE. - 
m 


a+POR. ):[pe—a-»ABC...] (84) 


Auflöfung 2. Am Ende des Jahres, worin fich die Verbin— 
dung der legten m Überlebenden der m-tu Berfonen A, B, 67 
auflöft , ie Ei Werth des Intereſſes der Perfon IZ oder ihrer Gıben 
—1 +P( OR... ., und der Merth einer perpefuirlichen Leibrente von 


1 Thaler, deren erfte Sahresrente zu Diefer Zeit gezahlt wird, ift für 


: 1 1 1 ei 
denfelben Beitpunft —1 — in reg Aber der gegenwärtige 


ro 1— 


Perth ded Intereffes der Perfon IT verhält fih zu dem gegenwärtigen 


* 


| 
| 


459 


Bert — . der Anwartfchaft auf die perpetuirliche Rente, 


m’ 


wie — 0 Br, zu . (S.436 Ju. 443) und ift folglich gleich: 


m! m 
(1 +POR..) o—-a—YJABGC...], 
wie vorhin. 
Ebenfo erhellet, daff, wenn man nur eine Perfon A betrachtet, 
bei deren Zode die Perfon I7, oder ihre Erben die Summe von 1Tha— 
ler erhalt und in den Beſitz einer Keibrente auf eine Perfon P, die 


alsdann beftimmt wird, fommt, der gegenwärtige Werth des Intereſſes 
der Perſon ZZ durch: 


a+Pe—a—gA]=(1FA).(ı + PeAGH+P 


ausgedrückt wird, und wenn man hierzu den Werth A der Leibrente 
für die erſte Perfon addirt, fo erhält man: 


(1 ART) EXP 
für den gegenwärtigen Werth des Intereſſes der beiden fucceffiven Be— 
figer A und P. 
Menn ftatt der Leibrente auf die Perſonen P,QO, R,... eine 
gewiſſe Rente für den Zeitraum von » Sahren gefeßt wird, die am 


Ende des Jahres zahlbar wird, worin fich die Verbindung der Ießten 
zn überlebenden von Perſonen A, B, C,... auflöft; fo er: 


ve ee ° ° e 
halt man, wenn man den Merth —— diefer gewiſſen Rente fur den 
Zeitpunkt ihres Beginnens ftatt des Werthes POR... des Intereſſes 


der ernannten Nachfolger zu Dderfelben Zeit in die allgemeine Formel 
ſubſtituirt: 


m 
1er —— 
“ (14) [—-a—nABC...] 
J uͤr den gegenwärtigen Werth des Intereſſes der Perſon IT. 
Wenn die gewille Rente eine ift, [5 iſt =0_ um 


ber Werth des Intereffes der Perſon 7 — —— ., was mit 
N 30 u. 34 übereinftimmt. 


$. 46. Aufgabe 11. Wenn der SURmE 0 
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einer Leibrente für 2—1 fucceffive Befiger und der 
Werth s’ derfelben für den nten Befiker zur Beit feiner | 
Ernennung oder Nachfolge gegeben find, den gegenwärs 
tigen Werth der Leibrente für diefen nten Befißer und 
ven für alle n fucceffive Befiger zu finden. 
Auflöfung Wenn man wie bei der zweiten Auflöfung der vor= 
hergehenden Aufgabe fchließt, fo ift Har, dafj der Werth der Peru 


lichen Nente nach allen fucceffiven Berzern vor dem nten = 
it, und 3 fich verhält: ; 


— — ee P—a—9s], 


1 — 
und folglich iſt: 
A+9.14+NP—s(1-+s)) 


der gegenwärtige Werth des Intereſſes des nten Nachfolgers , welche 
dem gegenwaͤrtigen Werthe der Verſicherung der Summe von 148 
Thaler auf eine oder mehrere Perſonen, deren Intereſſe denſelben Werth 
s hat, ‚gleich ift ($. 34), und wenn man hierzu den Werth s der In⸗ 
tereſſen der n— 1 fruͤhern Nachfolger addirt; fo erhaͤte man: 


(1+9).(14 5) —sX8$' 


für den Werth der Sntereffen aller n Nachfolger. Oder wenn der Bert, {4 
der Intereſſen aller n Nachfolger vermittelſt der Formel (L--5).(1 +5) 
9—5sXs’ zuerft beftimmt ift, fo erhalt man durch Abzug von s oder 
des gegebenen Werthes der Intereſſen aller vorhergehenden Nachfolgerin 
den gegenwärtigen Werth des Intereffes des nten Nachfolgers. 

8.47. 63 fei Z die Anzahl der m hre, waͤhrend welcher eine gewiſſe 


Rente von dem Totalwerthe AB EUR, ‚ zahlbar fein muff, fo ift: 


Mm 


BA a Te. 
u —-ABU... ; 


r 1—v 


m 


und: IBE.. vr — „ABC... zer, ($. 34) 4 


Wenn alfo der Werth einer Leibrente auf eine oder mehrere Pers 
fonen gegeben ift, fo laͤſſt fich der Werth einer Verfiherung auf dies * 
felben daraus ableiten, wenn man zuerſt die Anzahl der Jahre einer 
gewiffen Nente von demfelben Werthe als die Interefjen der gegebenen 
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Perſon oder Perfonen berechnet und dann den gegenwärtigen Werth 
von 1 Thaler beftimmt, welcher am Ende des erften Sahres nach Ver— 
lauf dieſer Zeit zahlbar ift. 
568 bezeihne nun Z und 2 die Anzahl von Jahren, während 
welcher gewilfe Renten zahlbar fein müffen, damit ihre Totalwerthe 
reſp. —=s und =s’ find, fo ift nach dem Vorhergehenden: 

e—(1—-V)s=rttl, 
und: 

CN: — ot+Ht/+2 


— — 


(1459. —(1—- vs] = 


der gegenwärtige Werth des Intereſſes des ten Nachfolgers ($. 46), 
und wenn man hierzu den Werth der Intereffen der a — 1 vorherges 


1 —v 


+1 
v—ov ‚ $ 
henden Nachfolger, namlich re addirt; fo erhält man: 
a — — () 
— —» 
ya 
1—v r 


für den gegemiestigen Werth der Intereſſen aller 2 fucceffiven Nachfol: 
ger, welcher folglich dem Werthe einer gewiffen Nente für den Zeit— 
taum von 2-1 9 gleich iſt. Aber nach der Vorausſetzung 
iſt der Werth der Intereſſen ver a— 5 erften Nachfolger dem Werthe 
einer gewifjen Rente für den Zeitraum von Z Sahren gleich, und wenn 

man noch den Werth des Intereſſes eines nten Nachfolgers, welches 
zur Zeit der Ernennung dem Werthe einer gewiffen Rente für 2° Jahre 
gleich ift, hinzuaddirt, fo wird der Zeitraum einer gewilfen Rente, 
welche einer Leibrente auf alle Nachfolger gleich ift, um 2-1 Sabre 
erweitert. Wenn man ferner dad Intereffe eines neuen Nachfolgers, 
‚welches zur Zeit feiner Ernennung dem Werthe einer gewiflen Nente 
für 2° Sahre gleich ift, addirt, fo wird der Zeitraum, am Ende deffen 
1 Thaler, welchen man gewiff erhält, ietst denfelben Werth hat, als 
1 Thaler, welcher am Ende des Sahres erhalten wird, in welchem der 
er Nachfolger flirbt, um 2-1 Sahre erweitert. 

Hieraus folgt alfo, daff, wenn die Werthe der Leibrenten auf den 
iin Befiker und auf den Iten, 2ten, 3ten,... von 9 andern 
nachfolgenden Befigern zur Zeit ihrer refp. Ernennungen mit A, 4,4", 

. bezeichnet werden, und die Zeiträume der gewiſſen Renten von 
—J Werthen reſp. mit Z, 2,1”, ..., der gegenwärtige Werth der 
[07 


17% m 
Intereſſen aller Nachfolger = Werthe eis 
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ner gewiffen Nente für den Zeitraum von o Jahren, wo —— 
vH Hl... +19 if. 

Nenn das Intereffe jedes Nachfolgerd des gegenwärtigen Beſitzers 
zur Zeit ihrer ſucceſſiven Ernennung dem Werthe einer gewiſſen Rent 
für den Zeitraum von Z' Jahren gleich ift, fo ft o=!+v(!-H1), 
und der gegenwärtige Merth der Sntereffen aller Nachfolger ift als— 

— ot+r(l’+1 
dann = 


4 

‚Hieraus folgt ferner, daff der gegenwärtige Werth von 1 Tha⸗ 
ler, welcher bei dem Tode des vten Nachfolgers zahlbar iſt, vB 
ift, wo o denfelben Werth hat, wie vorhin. Ferner folgt aus dem 
Vorhergehenden, daff, wenn das Intereſſe jedes der 9 Nachfolger des 
jetzigen Beſitzers dem Werthe einer Leibrente auf jeden derfelben zur 
Zeit feiner Ernennung oder dem Werthe einer gewiffen Nente für Pi 
Sahre gleich ift, der Werth von 1 Thlr., welcher am Ende des Jah— 
res zahlbar ift, in welchem ber letzte Nachfolger ftirbt, — vera Fre T1) if, 

$. 48. Aufgabe 12. Ein Erbpahtcontract über ein 
Grundſtuͤck lautet auf eine gewiffe Anzahl von. Perfonen 
A, B,C,... und das Pahtgeld beträgt s Thaler, mit der 
Bedingung, daſſ der Pächter und feine Nachfolger dad 
Recht haben, den Contract bei dem Tode irgend einer 
der Perfonen fortwährend wieder zu erneuern, wenn fie 
die Summe f zahlen; man foll den gegenwärtigen To— 
talwerth des Pachtgeldes für diefes Gut beſtimmen. \ 

Auflöfung Die Werthe der Sntereffen der Perfonen, welde 
dad Gut gegenwärtig befiken, und derer, welche direct auf jede ber 
felben refp. folgen, und die gewiffen Nenten, welche den Intereffen 
aller diefer Perfonen zur Zeit ihrer refp. Ernennungen refp. gleich find, 
wollen wir mit: 


\4, ANA NANWelc, 

List Iu2Uk, Mele, 

VD, 5%, Den etc. 

It vr 1%, et:. 

EHI IE ete. / 4 

RZ AT, TR REEO: J 
EI ——— 


bezeichnen, fo erhellet aus $. 47, daſſ der gegenwaͤrtige Werth aller 
Erneuerungsſummen des Contractes durch: 
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r pri (1 pri Pportute4 — ———— 
Porti gott ———— + etc.) 


ER EP SE ae we en 1 
.tele( ele. elc. etc. elc.) 


ausgedrückt wird, und wenn hierzu die bei dem Abfchluffe des Con: 
tractes gezahlte Summe s addirt wird, fo drüdt die Totalfumme den 
gegenwärtigen Zotalwerth deſſen aus, was die Pächter und ihre Nach- 
folger fuͤr die immerwaͤhrende Benutzung des Grundſtuͤckes zahlen koͤnnen. 
er Wenn die Derfonen, durch welche der Pachtcontract erneuert wird, 
alle einander und ihre Sntereffen zur Zeit ihrer Ernennung dem Werthe 
einer gewiffen Rente für den Zeitraum von 2 Zahren einzeln gleich find; 
fo ift der Zotalwerth der Erbpacht gleich: 


Sfr tut Hortt etc). at eHRHN ere), 
wo die Anzahl der Glieder zwifchen den erften Parenthefen der Anzahl 
er Perfonen, welhe das Gut im Befis haben, gleih, und die Ans 
zahl der Glieder in den zweiten Warenthefen unbegrenzt ift, weil die Er: 
Neuerung des Pachtcontractes fortwährend fiattfindet. Aber ei + 
er) Lese)... iſt der gegenwärtige Werth von 1 Thaler, 
welcher nach Verlauf jeder Periode von ?’-+1 Sahren zahlbar ift, und 
da ein Kapital von 1 Thaler bei Zinfeszinfen nad Verlauf von +1 
Jahren =(1-+r) ft geworden ift, fo ift der Binfenbetrag für dieſen 
Beitraum =(1+r)“? — 1. Aber da fich verhält: 
2F1 
VE rn BEL URL — 
(1 LTE h RT Ti zeri 


2’+1 


fo drüdt 


Br die Summe aus, weldhe man bei Zinfeszinfen jet 
1—p 
für 1 Thaler geben kann, der erft nach Verlauf von +1 Jahren 


zahlbar ift, fo daſſ: 


— — 


— 1-4 ot 2 0241) EN) etc. = 


% nr oh 
iſt, und der obige Ausdruck fuͤr den Totalwerth der Erbpacht iſt gleich: 
(er pt orti etc) 


1 „eri 
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oder: | 


sH —— - (A+DB+E+ee) 


— 


Wenn blos eine Perſon A das Gut im Beſitze haͤtte, ſo waͤre 
der vorhrrgehende Werth: 


fo tt fA N 
lee FIR oder ——— 


und wenn man hiervon die bei aan des Contractes gezahlte Summe, | 
s abzieht, fo drüdt: 


fe IR. 


oder 
ah BE 1— or 


den gegenwärtigen Werth aller Erneuerungsſummen fir den fraglichen 
Sal aus. | 
Wenn die Anzahl der Perfonen, auf welche fih die Pacht zuerft 
bezieht, = m ift, und jede, fowohl bei Abfchluff des Gontractes, als 
fpäter bei den Erneuerungen der in Betracht Eommenden Perfonen = A K 
ift, fo ift der Totalwerth der Pacht: N 
mfü mf(1—rA) . 
EEE. 
Setzt man den Zotalwerth der Pacht: 


dl! (A pri = „erreute + etc) + 

pri BE pri se yirvte + etc) 4 

Aka 6 u rg ee Er u DU SZUEN 7a Br 
etc. elc. etc. etc.\--s=p, 


oder gleich dem Werthe einer perpetuirlichen Rente, ſo daſſ, wenn 

den jaͤhrlichen Reinertrag des Gutes bezeichnet, —— iſtz ſo hat 
| * 

man: 


ar e — 
a + — 4 N; —+- etc.) 4 per (1-+o Ye —ov ——— "tete. — etc. 


für die Summe, welche bei jeder Erneuerung gezahlt werden muff, 
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und welche, wenn die Erneuerungsperfonen alle einander gleich find, 
fih in: | 


_b-JaA-) _P-)a-et) 


—— 


EL a UHLBS-LCH,,, 


verwandelt. 


k Weiter koͤnnen wir und hier auf diefen Gegenftand nicht einlaffen, 
und wir verweilen daher diejenigen Leſer, welche umftändlichere Be— 


lehrung wuͤnſchen, auf Fr. Baily's Theorie der Lebensrenten, Lebens— 
verſicherungen u. ſ. w. 


Deutſch bearbeitet von Dr. C. H. Schnuſe. 
Weimar 1839, bei B. F. Voigt. 


Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. 2c. 30 


Anhang EN. 


Bor der moralifchen Hoffuung. 


&; ift bereit3 in $. 24 bemerkt worden, daſſ der VBortheil, we 
chen ein Gewinn Semandem verschafft, von feinem Bermögenszuftande 
abhängig ift, und daffelbe gilt offenbar auch in Beziehung auf einen 
Beruf. So ift z. B. die Summe von 100 Thalern für eine Per: 
fon A, welche 100000 Thaler im Vermögen hat, von Feinem größern 
Bortheil, Feiner größern Wichtigkeit, oder feinem groͤßern moralifchen 
Werthe ald die Summe von 1 Thaler für eine Perfon B, die nur 
1090 Thaler im Vermögen hat. Hiernach ift es natürlich, die Wich⸗ 
tigkeit einer Summe s für eine Perſon, Ban Vermögen =r ift, dem 


Berhältniffe = proportional, alfo =m.— zu feßen, wo die Con— 


ftante zn für — Zeiten, Oerter, — verſchieden ſein kann. 

Nach dieſer Anſicht der Sache ließe ſich alfo auch die Wichtigkeit 
oder der moralifche Wert) des Vermögens einer Verfon 4, welches von 
dem anfänglichen Werthe v zu dem Werthe 7’ angemachfen ift, für 
dieſe Perfon leicht beftimmen, Denn „bezeichnen &,, Zu, Zgri. Mu 
Die fucceffiven Zuwaͤchſe des anfänglichen Vermögens © dieſer Perfon, 
bis es den Werth /7 erreicht hat, fo wird der moralifche Werth oder 
die Wichtigkeit des Wermögens 7 für die Perfon A offenbar ausge 
druͤckt durch: | 


— 12 
ne hr 

Da aber im Allgemeinen die Incremente 7, Zar gr ... Une 
bekannt find, fo hat Daniel Bernoulli, um zu beflimmten Refulz 
taten zu gelangen, angenommen, ‚fie feien fammtlich unendlich Elein, ſo 
daſſ, wenn allgemein x das anfaͤngliche Vermoͤgen einer Perſon A bes 
zeichnet, Ja ein ſolches unendlich Feines Increment defjelben ift und 
der moralifche Werth eines folchen Inerementes dr nad) dem Vorher⸗ 


d ® 
gehenden folglich durch m — ausgedrüdt wird. Die MWichtigfeit oder 


467 


der moralifhe Werth des Vermögens 7 ift alfo für eine Perfon, de— 
ren anfängliches Vermögen =» war: 


ET: V 
— m = m(logV — logv)—=m log — 
.J ev x 


Diefer moralifhe Werth deg Vermoͤgens Y ift offenbar größer, 
als wenn e nicht nach unendlich Heinen, fondern nach endlichen Incre— 
menten bi8 F zunimmt, und zwar wird diefer moraliſche Werth defto 
Eleiner, je größer diefe Incremente find, was auch mit unferm gewohne 
lichen Urtheile übereinftimmt; denn wir legen einem muͤhſam und all— 
maͤhlig erworbenen Vermoͤgen einen weit groͤßern Werth bei, als ei— 
nem leicht und mit einem Male erlangten Vermoͤgen. Aus dem Aus— 
drucke: 


V 
m log — 
1% 


folgt, daſſ der orauſche Werth eines Vermoͤgens 7 defto größer ift, 
je größer daffelbe ift, aber auch, je Fleiner das anfängliche Vermoͤ— 
gen v war, was ebenfalls mit dem Urtheile des gefunden Verſtandes 
übereinftimmt. Wenn z. B. für eine Perfon Z, P—=1000 Thaler, 
F=100000 Thaler und für eine Perfon B, P—=100 Thaler, und 
V ebenfalld = 100000 Thaler ift, und die Gonftante m für beide Per: 
jonen denfelben Werth hat; fo verhalten fich die moralifchen Werthe 
deffelben Vermögens /=100000 Thaler für die beiden Perfonen A 
und D wie 2 zu 8. 

Wenn Fe if, d. h. wenn fich das anfängliche Vermögen v 
gar nicht vermehrt hat, fo ift fein moralifcher Werth =O, und wenn 
fi) 9 verkleinert, flatt vergrößert hat, fo ift 7<e und folglich der 
moraliihe Werth negativ. 


34 


n | 
Sn dem Ausdrude m log — dürfen die Größen 7 und v weder 


als Null, noch ald negativ angenommen werden, weil fonft ‘der 
Ausdrud feine beftimmte ——— verliert; und in der That darf 
in moraliſchem Sinne das Vermoͤgen keines Menſchen, ſelbſt wenn er 
bettelt und von geborgtem Gelde lebt, als Null oder negativ betrach— 
tet werden; denn ſein Vermoͤgen iſt doch wenigſtens ſeiner Subſiſtenz 
gleich, welche er ſich durch Anwendung ſeiner Kraͤfte und durch ſeinen 
Fleiß verſchafft. Man kann alſo im moraliſchen Sinne nur dann ſa— 
gen, das Vermögen eines Menſchen ſei SO, wenn er den Hungers— 
tod ftirbt. 

Wenn eine Perfon A von dem VBermögen mehrere ungewiffe 

30* 


468 


Summen S, Sy, Sar . .. mit den refp. Wahrfcheinlichkeiten 7, ? 1, Par 
... als Gewinne, oder Verlufte erwartet, fo ift der Werth diefer Erz 
warftungen nach dem Principe der mathematifchen Hoffnung: 


—EnscH m 5; EDS Ten 


aber der moralifhe Werth diefer Erwartungen wird für die Pers 
fon A nach dem Vorhergehenden — durch: 


log CE) + J 


Bezeichnet nun Fden Werth, welchen das Vermögen 77 der Perſon A 
in Solge diefer Erwartungen bekommt, fo ift offenbar auch: 


V 
Y = mlog (—) h 
v 


va: 
Yzm [7 log (— 4p, log ( 


folglich: 

V oe. m — 2 
log der = plog ( =) -+p,/og — a log ( rn 
oder: | h 


lag VA logv = log [E#sPyo+s, re Es,Pe%] 


else log — 
alſo: — — — (2) 


weil p+p, 4P>st..-=1, und folglie log vP+P ıtPat» + — logo 
ift, wenn, wie vorausgeſetzt wird, 97, Pi, Pas: sie ———— 
lichkeiten aller moͤglichen Faͤlle bezeichnen. 

Laplace bat die Differenz —« die moraliſche Hoffnung 
der Perſon A genannt, und wenn man den Werth P— ev nah den 
Potenzen von v entwidelt, und bei dem Gliede mit den erften Potenz 
zen der ungewiſſen Summen S, 5, , Sa, ++» ftehen bleibt, wenn name 
lic diefe Summen gegen # fehr Flein find; fo ‚erbält man: 


— tat 0PrP Pater 1 (ps-pıs, er Soc — 


oder: 


p— 


d. h. wenn die eventuellen Summen gegen das anfaͤngliche Vermoͤgen 
einer Perſon A ſehr klein ſind, ſo iſt die moraliſche Hoffnung der 
mathematiſchen gleich. 
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2 V 
Aus dem Ausdrude zn /og ke folgt ferner, daff diefelbe Summe 


s für diefelbe Perfon -f ald Gewinn eine geringere Wichtigkeit hat, wie 
als Verluſt. Denn fett man ſucceſſive ’=e+s, und Yzr—s, fo ift 


+5 Be AN 
m log — m log (+5) — log v | die Wichtigkeit oder der mo— 
v 


ralifche Werth der Summe s al Gewinn, und mlog re 


0 
n| log (-—s)— logo] die Wichtigkeit derfelben Summe s ald Ver: 
luſt. Nun ift aber dem abfoluten Werthe nad): 


log» — log (# — s) > los(e+s)—logv, 


weil bekanntlich die Unterfchiede der Rogaritymen je zweier, um diefelbe 
Differenz verfchiedener Zahlen defto Fleiner find, je größer diefe Zahlen 
felbft find. | 

Hieraus folgt, daſſ fich die Vermögensumftände einer Perfon ver: 
ſchlechtern, wenn fie fih auf ein Spiel einläfft, wobei die Wahrfcheins 
Fichfeit, eine Summe s zu gewinnen, ebenfo groß ift, ald die fie zu 
verlieren, und zwar ift diefe Verſchlechterung deſto beträchtlicher, je ge— 
ringer das Vermögen der Perfon A iſt. 

Dieſes findet auch in dem allgemeinen Falle ftatt, wo die Wahr— 
ſcheinlichkeiten, zu gewinnen und zu verlieren nicht einander gleich find, 
ſondern fich nach der mathematifchen Hoffnung umgekehrt wie die Ein- 
fähe verhalten. Denn bezeichnet 9 wieder das Vermögen der betrach- 
teten Perfon A, che fie das Spiel eingeht, p die Wahrfcheinlichkeit, zu 
gewinnen und s den Einfaß, fo muſſ, damit das Spiel gleich ifi, der 
Einſatz des andern Spielers = fein. Wenn alfo die Perfon 


; RR \ — 

A das Spiel gewinnt, fo tft ihr Vermoͤgen —=p4 Ser s mit der 
Wahrſcheinlichkeit p, und wenn.fie das Spiel verliert, fo iſt ihr Ver— 
mögen =v—s mit der Wahrfcheinlichkeit (1 — pP). Bezeichnet nun 
wieder U das Vermögen der Perfon A in Folge diefer Erwartungen, 
fo ift: 

17} 7 .ı1—p 
r=(v+ —ye- N .W 


und um zu beweilen, daſſ: 


(»+—s)" 5) Be: 
p 
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ift, braucht nur gezeigt zu werden, daſſ 


| 

| 

4 

re ee ; 

{ 

if. Wenn man aber von dem erften Theile diefer legten Ungeihbi | 
die Neperfchen Logarithmen nimmt, fo hat man: m 
| 

| 

| 


J— — 1— 
— —— 


welche Größe offenbar negativ oder <1 iſt, und folglich iſt auch 7<o, 
le diefe Folgerungen aus der Bernoulliſchen Grundformel flims | 
men mit dem Urtheile des gefunden Menfchenverftandes überein. 

Denn z. B. Jemand 100 Thaler befist und die Wahrfcheinliche 
feit 4 hat, 50 Thaler zu TI oder zu verlieren; fo ift in der 
East (), v»=100,p=4, Pı=3,s=50 ud s = — 50 und 
folglich: 


V=(100-+50)2(100—50)$=V 7500 =87 Ihlr. ungefähr. 


Wenn ferner 3. B. eine Urne 1 weiße, 2 ſchwarze und 3 vote 
Kugeln enthält, und Semand, der 1009 Thaler im Vermögen bat, 
gewinnt bei dem Zuge der weißen Kugel 500 Zhaler, bei dem Bu 
einer fhwarzen Kugel 300 Thaler und verliert bei dem Zuge einer rothen 
Kugel 100, foift in der Formel (x) 1000, s=500, s, 300, | 


= 10, P=4,Pı=#, P2=# Folglich: | 
(1000 -1,509)L1000 =I;3000E ABO LE 1 


———— —— ——— — ——— — — — —  — 


—V 1500. 13002. 9008 = 1107,772 Thaler. 2 
| 
| 


Aus der Formel (x) folgt ferner, dafj, wenn Iemand fein ganzes Vers 
mögen auf ein Spiel fett, bei welchem die Wahrfcheinlichkeit, es zu 
verlieren auch noch fo gering iſt, dadurch der Werth feines Vermoͤ— 
gend auf Null reducirt wird, weil ein Factor diefer Formel =# 
— 0 wird, 4 

Obgleich nach dem Vorhergehenden mit dem Eingehen jedes Spieledy 
jeder Wette, eic., wenn fie auch matbematifch gleich oder billig 
find, in moralifchem Sinne eine Bermbgenögerfäilechferung verbunden iſt, 


| 
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fo kann man doch die Frage aufwerfen, wie groß die aufs Spiel zu 
feende Summe fein kann, damit die damit verbundene Vermögens: 


verminderung gegen das Vermögen » einer Perfon im praftifchen Le- 


ben als ganz unerheblich betrachtet und außer Acht gelaffen werden Fann. 


Wenn man den zweiten Theil der Gleichung (y) in eine Reihe 


| entwidet, ſo erhaͤlt man: 


TER) 1 A 

— o 3% ln (z) 
und fol das Spiel, die Wette, etc. für die fragfiche Perfon ‘erlaubt 
fein, fo muff der Reihenausdrud (2) von v nur um cine Größe ver: 
fehieden fein, ‚welche gegen e fo Elein ift, daſſ fie vernachläffigt werden 


8 2 1 1 
Tann. Bezeichnen wir diefe Größe mit —» (ws z. B. — = Is, 
71 n 


Don, etc. iD; fo mufl: 


We 


TB Re o 


Zpov n 


fen, und man erhält folglich die größte Summe 5 welche die betrach- 


tete Perfon aufs Spiel feßen kann: 


= 
sv Kanu 8 
V n(1—p) 


Bermittelft des Ausdruckes (y) kann man auch beſtimmen, wie 
Di; die Wahrfcheinlichfeit p fein müfle, damit die Perfon A ihr ganz 


1 
zes Vermoͤgen 9 weniger einem zu vernachläffigenden Theile — deſ⸗ 


ſelben, auf's Spiel ſetzen koͤnnte. Zu dem Zwecke braucht man in dem 
Ausdrucke (9) nur — 9 für s zu ſetzen, wodurch derſelbe uber= 


geht in: 
dt), Go 


Soll nun das Spiel für die Perfon A erlaubt fein, ſo darf ihre Ver— 


4 1 . 
mögensverfehlechterung nur eine zu vernachläffigende, Große —-v betra: 


gen, d. h. es muff die Gleichung: 


NEN: 
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oder: 


| | 
aa SE) ee 
ER: p (1 n >) ee n | | 
ftattfinden, woraus der Werth von pP abgeleitet werden muff. = 


1 1 — 
—- — ——— ſo ergibt ſich: 

Setzt man — — 7dodo fe ergibt ſich g 
82303 

= ——, folglid 1L- Pc. 

pP 82304’ folglich P 82304 


- 


e . e . | 

Wenn alfo unter 82304 Fallen nur ein ungünftiger vorfommt, fo darf 
man das ganze Vermögen weniger einer zu vernachläffigenden Summe auf's 
R 82303 \ x Y 2 | 
Spiel feßen, fo daſſ Es gewifjermaßen eine moralifhe Gewiff: | 


82530 
heit und 
1 


—— 


wre und die Bernoullifche Annahme in Beziehung auf den 
moralifchen Werth des Geldes, richtig. ift. 


Aus dem Vorhergehenden folgt auch, daff es vortheilhaft ift, fein 
Vermögen, oder einen Theil deffelben, nicht derfelben Gefahr, es zu ver: 
lieren, fondern mehrern, von einander unabhängigen Gefahren verfelben 
Art in mehrern Theilen auszufeben. 


Denn 5. B. ein Kaufmann von dem Vermögen # uͤber See 
Waaren zu dem Betrage S erwartet, und die Wahrfcheinlichkeit, daff 
dad Schiff, worauf fich diefe Waaren befinden, anfommt, =p iftz 
fo ift die mathematifche Hoffnung des Kaufmannes =ps und feine 
moralifhe Hoffnung ift nach dem Vorhergehenden: 


82204 


eine moralifhe Ungemwiffheit ausprüdt, wenn 


(+sSP—v, 
Da aber: 
Be? = Rn (weil a<1), 
Jots I ots 
——— 


plog«+s)<log(e+ps), 
alfv : 


PHsP<eHtps, 
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folglich: 
PrP—r<ps 


ift; fo geht hieraus hervor, daſſ die moralifche Hoffnung des Kauf: 
mannes kleiner ift, ald feine mathematifche Hoffnung. 

Wenn nun diefelben Waaren in gleichen: Theilen auf r Schiffe 
verladen werden, wo für jedes die Wahrfcheinlichkeit des Ankommens 
auch —p ift, fo ift dad Vermögen des Kaufmannes, wenn alle r 
Schiffe anfommen, =e-+s, und die Wabrfcheinlichkeit diefes Ereignis 
st =p. Wenn nur 7—-1 —— ankommen, ſo iſt das Ver— 


moͤgen des Kaufmanns SUR 2 hatte Wahrſcheinlichkeit diefes 
Ereigniffes ift =rp"—-ı(l — n). Menn nur © 5 Schiffe anlan— 
den, fo ift das Vermögen des Kaufmannes = BEN ur und die 
Wahrfcheinlichfeit diefes Ereigniffes — ee Dr r—2(] Sr ur AR: 


Der Logarithmus des Werthes des menge des Kaufman⸗ 
nes wird folglich nach dem Vorhergehenden TR durch: 


| logv=[p log (+) rpr=i (1 — p)log (er BR 
LEE NL DYER 


RT A ae 1 ee) a ar | 
BE o+ ls f — 26— +..|d 


BR wenn man hiervon den Logarithmus des Werthes des Vermögens 
des Kaufmannes, wenn die in Rebe ftehenden Waaren nur auf ein 
‚Schiff verladen find, nämlich): 


ds _ 

os | 

DEE ap. Er 
lt Tune — 1.2.(0+-5) ER Kr 


abzieht, fo ift der Unterfchied: 


Tu ds DIE RT are 
i Ges ot: ee RE s 
Tr‘ 


offenbar pofitiv. Es ift alfo moralifch vortheilhaft, die Waaren von 


r 
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dem Wertbe s auf mehrere Schiffe zu verladen, und zwar ift Diefer 
Vortheil defto größer, je größer die Anzahl r der Schiffe if. Wenn 
die Anzahl r der Schiffe fehr groß iſt, alfo der auf jedes kommende 
Theil der Waaren gegen das fonftige Vermögen # des Kaufmannes 
ſehr Elein, fo wird nah dem DObigen die moralifche Hoffnung des 
Kaufmannes feiner mathematifchen gleich. 4 

Aus dem VBorhergehenden folgt ferner, daſſ es moralifch vortheil: 
haft ift, eine ungewiffe Summe s, die man mit irgend einer Wahr: 
fcheinlichfeit p erwartet, bei einer Verficherungsanftalt zu verfichern. 
Denn erwartet z. B. ein Kaufmann von dem Vermögen v Waaren 
zu dem Betrage s über See mit der Wahrſcheinlichkeit p, fo iſt der 
Werth feines ganzen Vermögens, wenn er die Summe s nicht vers 


ſichert: 
HP, 


und wenn er verfichert, fo muſſ er der Berficherungsanftalt (1 — p)s 

zahlen, wofür er dann die Summe s ficher hat, fo daſſ alfo fein ganz 
zes Bermögn =P +s— (1—p)s=r+sp if. 

Nun ift aber nad) dem vorhin Bewiefenen: 


+SP<e-+ps 
d. h. & ift für den Kaufmann moralifch vortheilhaft, wenn er bie 
ungewiffe Summe s verfichert und für ‚die Verfiherung die Summe 
(1—p)s zahlt. Da aber die Verfiherungsanftalt wegen der Verwal 
tungsfoften, elc. für die Verficherung der Summe s mehr als (1 —p)Ss 
nehmen muff, fo muff man (1 —p)s-+u ftatt (1 — p)s ſetzen, und 
der- Werth von zz darf höchftens fo groß fein, daſſ: 


W+4sPzrtps—u, 
alſo: u=v+ps-(-5) 


ift. Zahlt alfo der Kaufmann weniger als (L—p)s 4 u, fo ift die 
Berficherung für ihn von Vortheil. Hieraus geht hervor, daſſ die Ver— 
fiherungsanftalten fich. felbft einen gewiffen Gewinn und den Berfichers 
ten zugleich einen moralifhen Vortheil verfchaffen koͤnnen. 

Wir wollen das Bernoulli'ſche Prinzip der moraliſchen Poll 
nung nun noch auf die Aufgabe in $. 25 anwenden. 

Es fei # das Vermögen der Perfon A vor dem Spiele und — 
die Summe, welche fie an die Perfon B zahlen muff, damit das Spiel 
mathematifch gleich ift, To ift, wenn bei dem Iften, 2ten, Sten, ... 
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mten Wurfe das Wappen getroffen wird, das Vermögen der Perfon 
4 reſp. gleich: 


e—s+2). @—s-+2?), — 2?)}...@ —s+2”) 
und die refp. Wahrfcheinlichkeiten find: 
1 1 1 
2 f 22 N 23 w’+°e gm‘ 
Der Werth des Vermögens der Perſon 1 wird alfo, wenn fie 


fih auf das Spiel eingelaffen hat, nach dem en ullifchen Prin- 
zipe ausgedruͤckt durch: 


Ir 


29 1 
a re sam?” 
Setzt man d sr, fo hat man folglich, wenn fich die Ver— 


mögensunflände der Perfon -1 durch das Eingehen des Spieles nicht 
aͤndern ſollen, offenbar die Gleichung: 

1 1 1 
33 


o=(e +2)? (0 +22 W123)... (w+ 2m)?”, 


1 
‚oder wenn man —— ſetzt: 


1 1 


14es=(1+20) le een, . (1-2my? " (6) 


wo die Factoren im zweiten Theile diefer legten Gleichung fortwährend 
‚abnehmen und die Einheit zur Grenze haben; denn wenn man die bei: 
‚den Zheile der Ungleichheit: 


1 1 
= an n+ 
— At 2Ro)”" > (+ amt? 
‚zur 2rtlten Potenz erhebt, fo erhält man: 
17 2%41,.0-122n,02>1+2nt1,e, 


| 
woraus das Stattfinden derfelben erhellet, und ferner ift: 


vs | — 
i 


— 
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welcher letzte Ausdrud offenbar für n=w verfchwindet, fo daſſ folge | 
1 

lich für n=@ der Ausdrud (1427.02) —,=1 wir. 


Menn man in der Gleihung (P) die Zahl AO feht, fo daſſ 
das Epiel ohne Ende fortgeht, fo ift dieſes ber für die Perfon / vor 
theilhaftefte Fall, und wenn # und folglih @ als bekannt angenom— 
men werden, fo nimmt man die Summe der Logarithmen von einer 
hinreichend großen Anzahl a —1 der erften Factoren im zweiten Theile 
der Gleichung (8), damit 2”. wenigftens — 10 ift, und die Summe 
der Logarithmen der folgenden bis in's Unendliche fortlaufenden Facto— 
ren wird fehr nahe ausgedrüdt durch: 


log & I ((—-1)log 2 Et 0,4342945 
an—1 on—1 4 22 -1 


| 
| 
| 
| 
{ 
| 
| 


Addirt man diefe beiden Summen zufammen, fo erhält man den 
Logarithmus von #’ +s=r, woraus fi alfo für das anfängliche Ver⸗ 
mögen der Perfon A der Werth s ergibt, welhen die Perfon 4 
der Perfon Z vor dem Spiele geben muſſ, damit der Vermoͤgenszu⸗ 
fand der Perſon B ungeaͤndert bleibt. Setzt man z.B. »— 100, 
fo findet man v—= 107, 98 Thaler, fo daſſ die Perſon A, wenn ihr 
urforüngliches Vermögen 107,89 Zhaler beträgt, vernünftigermeife nur. 
7,59 Thaler auf diefes Spiel feßen muff, während diefe Summe nah 
dem Prinzipe der mathematifchen Hoffnung unendlich groß wäre. | 


Yubanun 9 HER. 


Neber die Wahrſcheinlichkeit der mittlern 
Depobachtungsrefultate. 


Die Aufgabe, welche wir hier behandeln wollen, iſt bereits der Ge— 
genſtand der Arbeit mehrerer Geometer und beſonders Laplace's, 
deſſen Unterſuchungen uͤber dieſen intereſſanten Gegenſtand man in der 
Theorie analytique des Probabilités (Iv. IL. chap. IV.) und in den 
‚drei Supplementen zu diefem großen Werke findet, gewefen. Die Als 
‚gemeinheit der Analyje Kaplace’s, die Wahrheit und die Wichtigkeit 
der Gegenſtaͤnde, auf welche er ſie angewandt hat, laſſen ohne Zwei— 
fel nichts Weſentliches zu wuͤnſchen übrig; aber dennoch hat es ung 
Heſchienen- daſſ einige Punkte dieſer Theorie noch weiter entwickelt 
werden koͤnnten, und daſſ die bei Gelegenheit des Studiums derſelben 
gemachten Bemerkungen die Schwierigkeiten aufklaͤren und auch in der 
Praxis nicht ohne allen Nutzen fein koͤnnten. 


1. 65 fei s die Anzahl der betrachteten Beobachtungen, z eine 
ganze und pofitive Zabl, und wir wollen annehmen, daff jede diefer 
‚Beobachtungen mit 2741 Fehlern behaftet fein kann, welche durch: 


Bu 00,009, 7 0 nz 


ausgedrückt werden. Ferner wollen wir annehmen, daff die Wahrfchein: 
lichkeit deffelben Fehlers in diefer ganzen Beobachtungsreihe diefelbe fei; 
es jei n eine diefer Zahlen, welche pofitiv, negativ oder Null ift, und 
durch N wollen wir die Wahrfcheinlichkeit des Fehlers nr bezeichnen; 
jo haben wir, da die Summe der Wahrfcheinlichkeiten aller möglichen 
Fehler die Gewiffheit ift: 


Sir =TT, 
wo fich die Summe I auf alle Werthe des Fehlers n von n= — 7 
bit nr erftredt. Es fei M die Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe 


der Sehler der s Beobachtungen = m ift. Diefe Wahrſcheinlichkeit ift 
dieſelbe, als die, mit s vollfommen gleichen Würfe, wovon jeder 
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37-1 Flächen hätte, die mit den Zahlen —z,... +27 bezeichnet 


find und verfchiedene Grade der Wahrſcheinlichkeit haben, indem N die 
MWahrfcheinlichfeit für das Treffen der Fläche mit der Zahl n ift,. die 


Summe m zu werfen. Der Werth von 7 ift alfo der Coefficient der 
mten Potenz von 2 in der Entwidelung der sten — des Poly⸗ 


nomes: 
Vn) 


welches aus 227-1 Gliedern beſteht, oder was daſſelbe iſt, das von 
- 2 unabhängige Glied in der Entwidelung von: 


-m[2(N 9] 


nach den Potenzen diefer Veraͤnderlichen, wie ſolches aus den erften 
Kegeln der Wahrfcheinlichkeitsrechnung folgt. 

| Um dieſes Glied zu erhalten, wollen wir, wie gewöhnlich, durch 
e die Bafis des Neperfchen Logarithmenſyſtemes und mit m das 
Berhältniff des Kreisumfanges zum Durchmeffer bezeichnen, und be 
merken, daſſ 


* SUN ER 2000, DDr. 2T 


It 


ift, wo der erfte Werth ftattfindet, wenn m’ eine ganze pofitive ode 


negative Zahl, und der zweite, wenn n'—0 ift. Hieraus ergibt ſich 
leicht, wenn man evV-ı für Z in die vorhergehende Größe fett, daſſ 
das gefuchte Glied, oder der Werth von MM folgender ift: 


—1 t — 
—— ee A 


Es fei nun p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ die Summe der s Feh— 
fer zwifchen zwei Zahlen w und w’ — fo iſt klar, daſſ der Werth 


von > die von m=u bis m=w genommene Summe ber Werthe 
von M iftz aber zwifchen diefen Grenzen ift die Summe der Werthe 


von em mov —ı gleich : 2 


„nV I 


J Zen: 
und man hat folglich: 
P= 
1 AU VomE RR N eu 1 
me. (Sau Wir er -)an 


sin. I 9 
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| Da der mittlere Fehler der Quotient aus der Summe aller Feh— 
fer und ihrer Anzahl ift, fo ift diefe Wahrfcheinlichkeit in die Wahr: 


ſcheinlichkeit, daſſ der mittlere Fehler zwifchen — ae liegt. 
| F 


| 2. Um dieſem legten Ausdrude eine folhe Form * geben, daſſ 
man die Fehler nach unmerklichen Graden wachſen laſſen kann, wollen 
wir das Intervall, worin ſie alle liegen, oder den poſitiven Ueberſchuſſ 
des größten über den kleinſten, mit 24 bezeichnen, und bdaffelbe in 
27-1 gleiche Theile theilen, wovon & einen folchen Theil bezeichnet, 
fo daſſ 22 = (27-1) if. Zu gleicher Zeit wollen wir: 


Game 


2a 


— koa=b—.c, a 


feßen, fo ift N eine Sunction von ©, welche wir 9 of x bezeich- 
nen fünnen, und der Werth von 9% verwandelt fih in: 


ee a 
a Ay EN 7 
p= | zafreV=') e ay% KR NA je r 


er sm 


wo die Werthe von 7, auf welche fich die Summe 3 bezieht, nach 
gleichen Incrementen — — @ zunehmen und fih von 2 =— a bis ra 


2i-1 
erfireden, und das Integral in Beziehung auf « von = — @i+1)« 


(@i+1): a. 
Be 0 — — nehmen iſt. Die Fehler der Beobachtungen wers 
den jet nicht mehr durch ganze Zahlen ausgedrüdt, und > ift die Wahr: 
ſcheinlichkeit, daſſ die Summe der Fehler © der Ss Beobachtungen zwi: 
ſchen die gegebenen Grenzen 5 -— ce und b+c fällt. Wir wollen num 
annehmen, dafj zZ unendlich groß werde, ohne daff @, 5 und c ee 


hören, endliche und gegebene Größen zu fein, jo daff (27--1)sun; = r 
=Zao ift, die Grenzen in Beziehung auf & gleich EwW und bie Difs 
ferenz @ unendlich Elein werden. Nimmt man aledann @ für das Dif: 
ferenzial von © und verwandelt die Summe 3 in cin beftimmtes Ins 
tegral, fo nimmt der Werth von 9 folgende Form an: 


ge $ — ER ——— d 
Di -/ Glare ae) ed V A sinca— (1) 
To CN) « —(A & 


Diefe Mahrfcheinlichkeit bezieht fih nun auf den Fall, wo die Be— 
obachtungsfehler alle zwifchen — @ und +a liegende Größen haben 


| 
| 
koͤnnen, und da ihre Anzahl unendlich groß ift, fo ift die Wahrfcheine 
lichkeit fa dx eines beliebigen © derfelben unendlich) klein. Die Fune 
tion fx kann jede beliebige Form haben; fie kann continuirlih, oder 
digcontinuirlich fein, wofern alle Werthe derfelben von = — a bis 
z=a nur pofitiv find und die Einheit nicht überfchreiten, und ihre 


Eumme, oder dad Sntegral / JE dz==1 ift, welche Bedingung 


ausdrückt, daſſ jeder Fehler zuverläffig zwifchen die Grenzen a fällt, 
Wenn diefe Function gegeben ift, fo erhält man durch zwei ſuc— 
ceffive Integrafionen den zugehörigen Werth von >. 
Wenn man in der Gleichung (1) die Zahl sl fest, — erhält 
man die Wahrfcheinlichfeit: 


a — — da 
an — 4æ)e⸗ —— 
an a & 


daſſ der Fehler einer einzigen Beobachtung zwifchen den Grenzen b—c 
und 5+e liegt. Wenn. nun das Intervall von b—c bis d5+E 
außerhalb der Grenzen Ha der möglichen Fehler fällt, d. h. wenn ſo— 
wohl b—c, ald 54 c größer oder Feiner, ald @ ift, abgefehen vom 
Zeichen; fo ift Har, daſſ diefer Wert) von = 0 fein muſſ, wogegen 
dieſe Wahrfcheinlichkeit zur Gewiffheit, oder — 1 wird, wenn das 
Intervall von b— c bis 346 das Intervall von —a bis +a@ ganz 
in ſich fchließt. Und allgemein, wenn wir fx für alle nicht zwiſchen 
den Grenzen Sa liegende Werthe von = als —0 betrachten; fo müf 
fen wir haben: 
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bre 
p — ER t d T, 
⁊ nn 


Um über diefen Punkt die Nichtigkeit unferer Analyfe zu zeigen, 
wollen wir bemerken, daff fi der Werth von p, wenn man die Ord— 
nung der ISntegrationen nach æ und @ umkehrt, folgendermaßen aus⸗ 
druͤcken laͤſſt: 


p= 
— (et en N N BE 
Ef Er Pe 


Aber es ift: 


sinka 
| 1 
13 da=z!iı,ve=—4Hn, 


0 & A 
jenachdem die Gonftante A ypofitio oder negativ iſt, und der Unterſchied 
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der beiden Integrale in Beziehung auf « ift folgih =O, oder =, 
jenachdem die beiden Größen He — x md b— c—x gleiche, oder 
entgegengefegte Zeichen haben. Das Integral in Beziehung auf = ver— 
fhwindet alfo für alle Werthe diefer Veraͤnderlichen, welche entweder groͤ⸗ 
Ber, als bc und 6—«, over kleiner, als d+c ud b— find, 
und muſſ nur auf die zugleich zwifchen den Grenzen Ha und zmifchen 
den Grenzen d 0 bc liegenden Werthe von x erfiredt werden. 
Wenn man alfo fx für alle außerhalb der Grenzen Ha liegende Wer- 
the von x ald gleich Null betrachtet, fo hat man: 


’b+e 
p=}, fd, 
HH 


was bewiefen werden follte. 

4. Ehe wir weiter gehen, wird es nicht unzwedmäßig fein, die 
Formel (1) auf einige fpecielle Beifpiele anzuwenden. 
Der einfachfte Fall ift der, wo alle zwifchen den Grenzen a 
liegenden Fehler gleich möglich find. Die Junction fx ift alddann eine 


1 EN 
Conſtante und zwar — —. Folglich ift: 


24 


= 
| a a er sınaa 
* fx ec N l dx — 
ask 


FR, 4 
[2007 


und mithin: 


1 Lf? /sinaa\ssincda 
p=—/ ( ) cosbade, 
: ur — 0— Üc [04 


welches Integral fich für alle ganzzahligen Werthe von s durch ‚die be— 
kannten Formeln unter endlicher Form erhalten laͤſſt. 
Zweitens wollen wir annehmen, daſſ 


1 — 
ee 
fei, und daff die Grenzen a gleich = feien, fo wird der Bes 
dingung —* ee dzs=1 genügt, und man hat: 
e * 


a reg 
At Re NEE EN 
—— 


folglich: 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 31 


* 


* 
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a*s ) 1J— 

2 2 _ —. Ä da | 
— e * cosbasınca —, 
IT « 7 


welcher Ausdrud ſich auf folgende — bringen laͤſſt: 


MET Tesbacstadu)de, ; 


wo das Integral in Beziehung auf € fo genommen wird, daſſ es für 
— 0 verfchwindet. Das Integral in Beziehung auf @ wird dur 
die befannten Formeln erhalten, und nad verrichteter Integration hat, 
man: 


pr „292 Serge 
—2—— * te Ss )de 


Penn man NER, ce—c'V s fest, fo erhält man: 


1 ct — 
Fix —— NS de. 


“ Hieraus fieht man, dafj, wenn die Grenzen bc, zwifchen welche 
die Summe der Fehler fallen muff, der Quadratwurzel aus der Ans 
zahl s der Beobachtungen proportional find, die Wahrfcheinlichfeit 2, 
daſſ diefes ftattfindet, in der hinfichtlich der Form der Function fx ge 
machten Vorausſetzung von diefer Zahl s unabhängig if. In derfel 
ben Vorausſetzung entfpriht 4=O der größte Werth von > gegen b, 
was a priori einleuchtend war. 


Als letztes Beifpiel wollen wir 


1 
RZ ——, IZR 
———— 
nehmen, ſo wird die Bedingung, Ha ee erfüllt. Ferner hat 


man: 


a - — Zee 
/ ee u RE. Hi; oder — es, 
hs a 


jenachdem die Größe @ pofitiv oder negativ ift, woraus folgt: 


A sinca 
— e " cosba de, 


Io a& +. 
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oder: 


p=&/(/ ee, 


wo das Integral in Beziehung auf e für c=O verfchwindet. Menn 
man die Integration in Beziehung auf @ nach den gewöhnlichen Re— 
geln verrichtet, fo erhält man: 


1 F s 
P=— (su tarerm) 
und endlich: 


1 j BUS ) 
er na #48 007 93 1 nee 
P IT ( i n6 524 b? — c? 


Wenn man b=b's, c=c's feßt, fo liegt der mittlere Fehler 
zwifchen den Grenzen b’=&c’, und die ihnen entiprechende Wahrfchein- 
lichfeit p wird von der Anzahl der Beobachtungen s unabhängig. Hier: 
aus folgt, daſſ in dieſein befondern Beifpiele der mittlere Fehler nicht 
‚gegen Null, oder eine andere: beftimmte Grenze convergirt, wenn die 
Anzahl der Beobachfungen s immer größer und größer wird, fondern 

daſſ, wie groß Ddiefe Zahl auch fein mag, immer diefelbe Wahrfchein- 
lichkeit vorhanden ift, daſſ der zu befürchtende mittlere Fehler zwifchen 
ı gegebenen Grenzen Heat. 

5. Die imaginären Ausdruͤcke kommen nur ſcheinbar im zweiten 
Theile der Gleichung (1) vor, und man kann leicht daraus fort- 
ſchaffen. 

Es ſei zuvoͤrderſt: 


Ef: Do) — „Jesinexdz) —o2, 


‚und ferner: 
> 1 a 
5 = Sxcosaxdx=cosp 
/ pP 739 
/ 1 ‘Aa 2 . 
uf /*sinaxdz=siny. 
9 — — 


Wenn man in der Formel (1) die Elemente des Integrales in 
Beziehung auf «, welche gleichen und entgegengefeßten Werthen die— 
fer Beränderlichen entfprechen, zufammennimmt, fo verwandelt ſich dieſe 
Formel in: 

31* 


4814 


p=—/ 0 RL 
0 


Die Größe e ift =1, wenn «=0 iſt; aber für jeden andem Werth 
von « ift fie Eleiner als 1. Denn dem Ausdrucke von 92 kann man 


folgende Form geben: | ı 
ef“ f[xcos@axdx je cosax' dx’ J 

— — 
ef I sinazda/ Sx'smazx'dx'. | 

« — (A — 2 
Verwandelt man jedes diefer beiden Producte einfacher Integrale in 


ein doppelte Integral, und dann die Summe der beiden doppelten 
Integrale in ein einziges; fo erhält man: 


e=/_ DER BEIEH cos ( — Nadxdx', 
welche Größe Eleiner ift, als: 


FE — —— oder <1. 


Denn zieht man das erfte Döbnette Stege von dem zweiten ab, D 
erhalt man das Integral: | 


ZRH 


@® 


fe le [1 — cos (x — N)alfaefx' dd’, J 
Ba) 2 
deffen fammtliche Elemente nach der Vorausſetzung pofitiv find, und 
welches : folglich felbft eine pofitive Größe ift. 

Diefe Bemerkung ift von Michtigfeit und wird und dazu Dienen, 
- den Werth von D auf eine einfachere Form zu bringen, wenn Die Be 
zahl Ss der Beobachtungen fehr groß ift. 


6. Wir wollen die Zahl s ald unendlich groß betrachten, fo dafl 
die folgenden Formeln an diefer Grenze ffreng richtig und deſto mehr 
genähert find, je größer s if. Da nun die Größe g Feiner, als 1 
ift, wenn die Veränderlihe « nicht = O ift, fo folgt, daſſ die Potenz 
0° an der Grenze sS=-w nur für unendlich kleine Werthe dieſer Vers 
anderlichen endlihe Werthe hat und umendlich Elein wird, fobald & eis 
nen endlichen Werth hat. Entwickelt man alfo die Größe 0 nad den 
Potenzen von @, fo kann man bei den beiden Ba Gliedern ic 
Reihe ‚ftehen bleiben, und wenn man: ’ 


/ 
N 
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HS „[ezde=k,f“ I x2d«=k' 


ſetzt, ſo erhaͤlt man auf dieſe Weiſe: 
* e—=1—4(k' — k?)a?2. 


Dieſe Form des Werthed von Q läfft jedoch in dem Falle eine Aus: 

‚nahme zu, wo die Grenzen = unendlic) find, Es ift alsdann möglich, 
daſſ daS zweite Glied der Entwidelung von go nad) den Votenzen von & 
nur die erfte Potenz diefer Veraͤnderlichen enthält, welche alsdann das 
Zeichen nicht mit & änderte, oder wenn man will ıV or ausdruͤckte. 
Dieſes findet wirklich ſtatt, wenn 


/z=—A4+z) 


ift, wie wir im letzten Beifpiele des $. 4 gefehen haben. 
Allein wir laffen diefen befontern Sal unberudfichtigt, und «8 
‚genügt, die Urfache defjelben angegeben zu Be weil er ohne Zwei— 
fel in der Praxis nicht vorfommt. 
3 Man könnte vielleicht auch befürchten, daſſ der Coefficient k'! _ k? 
des zweiten Gliedes von g Nul würde, und man das folgende Glied 
‚der Entwidelung, welches eine höhere Potenz von @, als die zweite: 
enthielte, beibehalten muͤſſte; allein es laͤſſt ſich leicht zeigen, daſſ 
dieſe Größe k’ — k2 immer poſitiv iſt, welches nothwendig iſt, damit 
e1 wird, und daſſ fie ferner niemals — O fein kann. Denn wegen 


J GE hat man: 


— k2= 
—* — — — “ fazde [fe z'dı 


‚ober was daſſelbe ift: 


| 


4 pa | 

I Tg 1 Fi (12 ae) fıfa' dedı'. 
I ua; —(I 

| Ferner Fann man: 

| 

; ke nf 2 x )fxfe'dedı' 


feßen, und wenn man für Ak’ — k2 vie halbe Summe diefer Werthe 
feßt, fo erhält man die pofitive Größe: 
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| 


4 Se I afededs, | 


welche niemals — 0 wird, weil alle Elemente diefes doppelten Inte— | 
grales nothwendig pofitiv find. 
Nun wollen wir der Kürze wegen 


1(k' —k2)—h2 | 


= — 


und — — für @ ſetzen, fo erhalten wir: 


wo bie neue Veränderliche y endliche Werthe befommen kann; aber von 
welcher Befchaffenheit diefe auch fein mögen, jo hat man an der Grenze, 
s—@ Doch immer: 


0’ — eher? j 
Nach dem Werthe von szngp haben wir zu ——— Seit p=ka, / 
und die Gleichung (2) verwandelt fich folglich in: 
dy 


* — — 
— — cos(ks — b — Sın ee — 
pP * 0 ( 7; Vs y [4 


„oder was daffelbe ift, in: | 
0 
—. — —— b+927=dy))ds, 3 
H S, 0 


wo das Sntegral in Beziehung auf z von = —c bis z=e zu neh— 
men iſt. Eigentlich dürfte man der Veränderlichen y nur endliche Werz 
the beilegen; allein wegen des Erponentialfactors e-h?J? ann man 
das betreffende Integral bis ins Unendliche erftreden, ohne einen merk 
lichen Fehler zu befürchten, weil diefer Factor für fehr große Werthe 
von Y fehr Flein wird. Dieſes Integral wird alsdann Durch Die bes 
Fannten Formeln erhalten, und man hat endlich: 


(ks—btz)? 


—— e z, (8 
pP 2 he 2 


Menn fx conflant und = — ma fo hat man: 


und folglich: 


Wenn die Grenzen a unendlich find, fo hat man in dem Falle, wo: 


iſt: 
| NIT ra 


woraus folgt: 


was mit dem zweiten Werthe von p in $. 3, Bar für alle Werthe 
‚von s ftattfinden muſſ, übereinftimmt. 

7. Für denfelben Werth von c wird das Marimum von pa in 
Beziehung auf d dur die Gleichung: 


(ks — b+z)? 
- * a Eye, 
—L[ 

oder wenn man die Integration verrichtet, durch folgende: 
| (ks--b+e)? (ks—b— c)? 

ET ah? s 
\ welche fich auf: | 

c(ks— b) e(ks — b) 
2h?s Oo a@h?s 
e ur - 

reducirt und 5=ks gibt, beftimmt. Wenn man zu gleicher Seit a 


EhrVs feßt, fo verwandelt fich die Formel (3) in: 


ir? 
a dr‘ 


—— 
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wo da3 Integral fo zu nehmen ift, daſſ es für r=0O verfchwindeh 
Diefes ift die Wahricheinlichkeit, dafj die Summe der Fehler ciner ſehr 
großen Anzahl s von Beobachtungen zwiſchen den am R s--2 hrVig 


oder der mittlere Schler zwifchen den Grenzen k— —— und k+ 2 

* — 
liegt, fo daſſ, wenn die Größe 7 und die davon abhaͤngige Wahrfcheins 
lichfeit diefelben bleiden, fih diefe Grenzen ohne Ende zufammenzichen, 
je größer s wird, und man kann .diefe Zahl immer fo groß nehmen, 
daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit hat, daſſ der mittlere Fehler 
beliebig wenig von der Größe Ak verfchieden iſt. Der durch ‚die Glei— 
chung (3) gegebene Werth von p nimmt von feinem Marimum an fehr 
fchnell ab, und wenn 5 von ks * noch um eine Groͤße verſchieden 


iſt, welche etwas kleiner iſt, als fo iſt dieſer Werth von p uns 


merklich, wenn die Zahl s immer als fehr groß vorausgefeßt wird. 

Sp oft die pofitiven und negativensFehler gleich möglich find, d. D, 
wenn die Function fx für gleiche und entgegengefeßte Werthe von * 
Diefeibe bleibt, ift die Größe = 0, und der mittlere Fehler nähert 
fih dieſem Werthe O ebenfalld fortwährend, je größer die Anzahl S 
der Beobachtungen wird, Aber wenn durch irgend eine conftante Urs 
jache die Fehler in dem einen Sinne über die in dem andern das Ueber: 
gewicht befommen, fo ift die Größe k nicht mehr — O und ihr Werth 
muff befannt fein, um die fefle Grenze angeben zu Fonnen, gegen 
welche der mittlere Fehler ohne Ende convergirt. Es ift Har, daſſ 4 
abgefehen vom Zeichen, nicht größer fein kann als a; denn der mittlere 
Sehler kann offenbar die Grenze der möglichen Fehler nicht überfihreiz 
ten. Hierzu ift erforderlich, daſſ A? <a? ift, und in der That hat 
man: 


fa = ad ’a a 
ar—h2Za? j Sxdıx Ix'dx' af zfxdx x’fx'dzt 
y — € — ii 0) — 9 A --( 


Ki: * 2: / "td dx! 
— — * * 
Er EL: Ixax, 


eine pofitive!Größe, weil alle Elemente diefes doppelten Sntegrales po— 
fitiv find, | 

8. Die vorhergehende Analyfe laͤſſt ſich auch leicht auf folgende 
Aufgabe anwenden, welche die vorhin gelöfte als befondern Fall unter 
fich begreift. | 

Es fei # die Summe der Fehler von s Beobachtungen, indem 


jeder mit einem gegedenen Goefficienten multiplicirt iſt; die Fehler der 
x 
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Iſten, 2ten, Sten, :.. (Ss — Nten Beobachtung wollen wir refp. mit 


&,Ejr Eor ... &,_,, und die Goefficienten, womit fie refp. multipli: 
eirt werden, mit Y, Yır Yar-- «+ Ys_, bezeichnen, fo daff 


' E= yetyıs ıTY2 at. A 2-23 


iſt, und man ſoll nun die Wahrſcheinlichkeit finden, daſſ die Summe 
E zwifhen gegebenen Grenzen liegt. 

Bunächft wollen wir, wie in $. 1, annehmen, daſſ alle die mög- 
lichen Fehler durch ganze Zahlen oder Null von — bis +7 ausge— 
drüdt werden. Um aber die Aufgabe in ‚ihrer ganzen Allgemeinheit 
aufzufaffen, nehmen wir an, daſſ die Wahrfcheinlichfeit deffelben Feh— 
lers nicht für alle Beobachtungen diefelbe ift, und wir bezeichnen da= 
ber die Wahrfcheinlichkeit eines beliebigen Fehlers n in der erften Be— 
obachtung durch N, in der zweiten durch N, ,... und in der letz— 
fen durch N,_ı. Ferner fei @ ein Factor von folcher Befchaffenheit, 
daſſ alle die Producte Ey, EYys EYgr EYags ... EYs_, ganze Zah— 
len find, we$ immer genau, oder mit einem beliebigen Grade von Anz 
naͤherung zu erreichen iſt. Endlich wollen wir der Kürze wegen 


| (EN ER) CN RL (IN 203 N ER MT 


feßen, wo fich die in diefem Producte vorkommenden Summen 3 auf alle 
Werthe vonn, vonn=—: bis ni erfireden. Die Wahrfcheinlich- - 
keit, daſſ 8 einer gegebenen ganzen Zahl m gleich ift, ift der Coeffi— 
cient von 2 in der Entwicdelung von 2’ nach den VPotenzen von Z, oder 
das von Z. unabhängige Glied in dem Producte ZUR, Bezeichnet man 
dieſe MWahrfiheinlichkeit mit 27 und mit / den Werth von Z', wenn 


hierin eV —ı für geſetzt wird; fo hat man: 
Mi fi MeV ide: 
2 IT 


Bezeichnet man alddann die Mahrfcheinlichkeit, daff 8 zwifchen 
zwei gegebenen ganzen Zahlen u und m’ liegt, oder einer berfelben 
gleich ift, mit 2, fo ift fie die Summe der Werthe von M, von mu 
bis m=u, und ihre Werth ift folalich: | 

—(u- Hay Zi_,-wW+H0/ ZI 
a re ao. 

a eg sin 46 

dur Herftellung der Gontinuität zwifchen den möglichen Werthen 
jeder Beobachtung wollen wir das gegebene Intervall 2, worin fie 
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| 
alfe liegen müffen, in 224-1 gleiche Theile, jeder =@, theilen, und | 
außerdem E 
| (2i+1)60__ | 


2a | 


no=xz, vo=(b— ce, Wo=(b+c)E, 


feßen; fo braucht nur nod ® unendlid) flein und 2 unendlich groß anz | 


genommen zu werden, bamit fich die Fehler ftetig ändern. An dieſer 


Grenze werden die Integrale in Beziehung cuf & von «= — 0 bis 
&—@ genommen, die Summen 2verwandeln ſich in beſtimmte, von 
x = — a bi3 x —=a genommene Integrale, indem @ das Differenzial 


dx ausprüdt, und wenn man N=ofz fest, fo hat man z. B.: 
zul ° SzeV TI dz. | 
— 4 4 


Die übrigen Summen 3 verwandeln ſich ebenſo in beſtimmte In⸗ 
tegrale, und wenn man: 


| 
r ö 
fest, fo geht der Werth von p über in: | 


„ 
( 
. 


ea dz)( WA) | 


a Ya —i | 
CH Sr dz), 


und nach verrichteten Reductionen erhält man für den Werth von pä 


1.26% : — da 
p=/ Pe’VT—Ismca—, 
I — — & 


Die Größe 8 ift aus diefer Formel verfchwunden, und in der 
That ift p die Wahrfcheinlichkeit, daſſ gE zwifhen (6 — 0) 6 und 
(b-+0)8, oder daſſ die Summe Z zwifhen (b — cc) und (b-+e) liegt, 


was von E nicht mehr abhängig ift. Die imaginären Ausdrüde were 
den aus diefer Formel weggefchafft, wenn man: 4 


(Sszosrzadz) +([/ fesinyzade) —e?, } 
— fxzcosyeadre=cosp, 
9 — œ 


1 a . . 
zu: fesinyzade=sinp 
0 ar. 
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fett. Wenn O1, Pır Par Par... die Werthe von 9 und p be: 
‚zeichnen, wenn man in den legtern für 7 und fx fucceffive Y, und 
Br Yy, und f,x, elc. fegt, und — 


2. 0. 77— — 
REN ... Fp.7=>V%, 


‘fo verwandelt fich der Ausdruck von p in: 


| P=zf, Reos(y = beysinen, 


oder was daſſelbe iſt: 


p=— f“(J, Reosw-b+ze)de)de. ( 


Ale Factoren von. I? reduciren fich auf die Einheit, wenn = 0 
ft, und es wird, wie in $. 3, bewiefen, daſſ fie für jeden andern 
"Werth von & fämmtlich Eleiner find, als 1. 
| 9. Um aus diefer Formel Refultate abzuleiten, welde praftifchen 
Nutzen haben, wollen wir insbefondere den Fall betrachten, wo die 
Bahl Ss fehr groß iſt, und ald unendlich angefehen werden Fan, 
Wenn man in diefem Falle durch r die der Größen @, 01, 09, :-- 
Q,_, bezeichnet, welche für denfelben Werth von @ am wenigften von 
‚der Einheit verfchieden ift, fo hat man A<rS, und folglich hat das 
(Product A nur für unendlich Heine Werthe von & endliche Werthe. 
Dieſer Schluff kann jedoch falfch fein, wenn die Coeffictenten Y, Yı, 
Yar ... eine fortwährend abnehmende Reihe bilden. Denn es fann 
alsdann gefchehen, daſſ die Factoren Q@, Or, Par... ohne Ende ges 
‚gen die Einheit convergiren, fo daff man den Factor 7 unter ihnen 
‚nicht angeben fann, welcher fih der Einheit am meiften nähert, und 
es folglich möglich ift, daſſ das Product aus diefen unendlich vielen 
Factoren für alle Werther von @ eine endliche Größe if. In dem fols 
| genden 8. werden wir ein Beifpiel diefed befondern Falles anführen; 

allein in dem gegenwärtigen $. wollen wir den allgemeinen Fall bes 
trachten, wo das Product R für den Grenzwerth S=@ unendlid) 
Hein wird, fobald man « einen endlichen Werth gibt. 

| Für einen beliebigen Inder 2 fei: 


a a 
% zfsedemhu, f. zfyzxdz—=ki,, 
—ı — 


10 2\—h? 
yck,—k?)=h?, 
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außerdem wollen wir bemerken, daſſ | | 


J:,A2de=1 


ift, und jeden der Factoren von FR nach den Potenzen von «@ entwi⸗ 
ckeln, indem wir nur die beiden erſten Glieder jeder Reihe beibehalten; 
ſo erhalten wir: | | 


R=(1—y2h2a2)(1 —y?h2a2)...(1—y2.,hl_ je). | 


| 
Mir wollen — ſetzen, ſo daſſ die neue Beränderlihe Y' 
eine envliche Größe fein Fann, und wenn wir den Logarithmus von R 
nad) den Potenzen diefer Veraͤnderlichen entwideln, fo erhalten wir: 
Se a ne a SEN | 
log R —_—y? — —1y eng 3% Bar: — celic., | 
; N a 
wo fih die Summen & von 7=0 bis =s—1 erflreden. Wenn | 
man annimmt, daſſ die Größen y?h?, y2,h2, y2h2, ... Ni 
ohne Ende zunehmen, und bezeichnet die größte derfelben Durch H?, fo | 
find diefe Summen 2 refp, Fleiner als sH®, sH*, sH®,.... und 
folglich verfchwinden alle Glieder der Entwidelung von log R an der! 
Grenze s=@, mit Ausnahme de3 erften, und man hat blos: | 
| —_ı 2zyEh? | 


1 
lgR=— — y?zyyhyı er | 


Zu gleicher Zeit reduciren fih die Größen P, Pi, Par... reſp. 
auf ayk, ayıkı, Yaka,... Man hat alfo V=a@Zy,k, und 
die Formel (4) verwandelt fich in: | 1 


| 

1.2 7,2 x | 

Fels SE FT cos @y +2) edy)dz 

— — —— za 
p | e | (2Y, i 1972 ‚) 4 


PA $ — 


Wegen der ſchnellen Abnahme der Elemente des Integrales in Be 
ziehung auf Y Fann man daffelbe, ohne einen merklichen Fehler zu. bez 
fürchten, von y=0 bis y=@ erftreden, ſo daſſ man dieſes Inter 
gral unter endlicher Form erhalten Tann, und man hat: 
(2y,;k;—b+2)? 


1 ö f& —— 
RN se aV zyhr 
x = V 3272 h} 9). 


r —t 


Zur denfelben Wert) von ec entfpricht das Marimum von p- in 
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Beziehung auf 5 dem Wertbe = 8 y;h,, und diefe Wahrfcheintichkeit 
nimmt zu beiden Seiten ihres größten Werthes fehr ſchnell ab, fo 
daſſ Ib ganz —— wird, ſobald ſich 5 von 2Y, k, um eine mit 


er oder — 


— 723 
| ak, und c=2r V 37ER fest, fo erhält man: 


p=y: fe "ar, 
wo das Integral mit 7 anfängt. Diefes ift die Wahrfcheinlichkeit, daſſ 
‚die Summe £ zwifchen den Grenzen: 


Zy,Rk;&2rV 2 vehr, 


vergleichbare Größe entfernt. Wenn man 5 


| 1 
oder — LG zwifchen den Grenzen: 

Ss 
| E34; Zr 1/2 —— Der 
we 2y,k,——V 27} A? und — 2yyk,+—V 2y247 
| A) , 


liegt. Da Sy? h2<H2s ift, fo folgt, daff man s immer fo gruß 
! : 1 
nehmen Fann, daſſ man eine gegebene Wahrfcheinlichkeit hat, daſſ —E 


| | > 1 - a 
‚beliebig wenig von der Größe * 2y, k, verfchieden ift, welche lebte 


(® 1 5 | 
‚Größe folglich der Werth von —E bei einer unendlich großen An— 


zahl von Beobachtungen fein A 

N 19. Um ein Beifpiel von der im vorhergehenden $. erwähnten Aus 
nahme zu geben, wollen wir. «= 0 feßen, und annehmen, daff das 
Waͤhrſcheinlichkeitsgeſetz fü: alle Beobachtungen, fowie für gleiche und 
entgegengefeßte Sehler daffelbe fei, fo daſſ die Winfel 9 RR 
in $. 8 verſchwinden. Bee wollen wir yv=1l, Ya Beh... 


und allgemein Y,= feßen, woraus folgt: 


as 
ER am 
— ni — 


Außerdem ſei: 
2% 
J® = e N TR 


wo das obere Zeichen ftaftfindet, wenn die Veränderliche x pofifiv, 
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und das untere, wenn fie negativ iſt. Diefer Ausdrud von JS: 


gibt: 
n ur 
jede). JIxd«=4, 
Jo 03% 


| 
und genügt folglich der Bedingung *  Jede=1. Der zugehörige 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
| 


Werth von Q, iſt: 


X 1 
08- da= — — 


. Br 1)? | 


und hiernach hat man: 


1 
— 


Da nun die Anzahl der Factoren des Nenners unendlich groß iſt, 
ſo iſt derſelbe nach der bekannten Zerlegungsart der Erponentialgrößen 
in Producte diefer Art gleich: | 


IT #404 


Ds ET 


* 


£ To 
Man hat folglich unter endlicher Form: 
R=— ———, 


ey“ 


und wenn man diefen Werth in die Formel (4) fubftituirt, = 0 feßt, 
und die Integration in Beziehung auf 2 verrichtet; fo folgt: 


0) SAD. )R 7. I 17 


1 Er 
0 cu Aro 0 ga _. 778 


P- 
Die genauen Merthe diefer Integrale ergeben ſich aus "einer be: 
Fannten Formel, und der Werth von p verwandelt fich endlich in: 
e2(dte) _ 1 e2e—-cd)_1 
—5 — (e2i)41) 2 (26-911) 


Diefes ift alfo die Wahrfcheinlichkeit, daff der Werth von Z oda 
der ins Unendliche fortlaufenden Reihe: 
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et3: +4, +42; +... 


zwiſchen b—a und 5+@ liegt. Wenn man 5=0 feht, fo reducirt 
ſich diefe Mahrfcheinlichkeit auf: 


rg 


1-+ e” ?° 


p= 


Hieraus folgt, daſſ, ohne für c eine fehr große Zahl nehmen zu 
muͤſſen, indem man z. B. c>5 ſetzt, eine ſich der Gewiſſheit fehr 
naͤhernde Wahrfcheinlichkeit vorhanden ift, daſſ die Summe E zwifchen 
‚den Grenzen He liegt. Seht man 5=0, fo hat man: 


ya 2 


" 2(ı+e=2) 
Ki die Wahrfcheinlichfeit, dafj D zwifchen den Grenzen ce und Ze 
liegt, welche, wie man ficht, halb fo groß ift, als die vorhergehende, 


Wenn das Wahrfcheinlichfeitsgefeß daffelbe ift, wie in dem eben 
betrachteten Beſſpige und man nimmt für die Goefficienten Y, Y, Yyı 


. die Reihe 1, 4, 4, ..., fo findet man, daff fich die Formel (4) 
in. nie verwandelt: 


ee 


‚aber man bat: 


| 


ER cos(b— 2)4 — 2 
— 0 ehra 1 „dee er) ,- 26-2) 


jo daſſ man die Integration in Beziehung auf z verrichten kann 
und 


— 2(b—c) —2(btec) 


P=— [are — — )-— arc (tang=e 


)] 


Mir die Wahrfcheinlichkeit erhält, daff der Werth der ins Unendliche fort- 
laufenden Reihe: 


e30 e11 5 San. ee 
zwiſchen den Grenzen 5 — ec und 5-+c liegt. 
dur 4=0 verwandelt ſich diefer Werth von p in: 


& 
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2 | 2C | —2C 
p=-- [ereltang=e” )— arc(lang=e )] 
nz 


| 
| 
| 
ie arc (lang = — | 

% | 
welche Größe fehr wenig von der Einheit verfchieden ift, wenn € zwar 
keine fehr große Zahl, aber doch größer, ald 5 oder 6 Einheiten iſt. 
| 
| 


Str bc wird diefer Werth von p halb fo groß oder gleich: 


2 —2C 
—---arc(lang ze ). 
T 


lm 


Wenn man diefe Nefultate mit dem im vorhergehenden $. vers 
gleicht, To fieht man, daſſ die Wahrfcheinlichkeiten der Werthe von E 
fehr verfchieden find, jenachdem die Coefficienten Y, Yır Yar- -- eine 
abnehmende unendliche Neihe bilden, oder alle einen endlichen Werth 
haben, wie in dem Folgenden vorausgefegt werben foll. 

11. In den meiften Fällen ift die unmittelbar durch die Beob— 
achtungen gegebene Größe nicht die unbekannte Größe felbft, welche 
man beftimmen will, fondern eine Function derfelben, deren Werth Sich) 
von einer Beobachtung zur andern ändert. Sollen aber die Rechnun— 
gen, befonders bei einer fehr großen Anzahl von Beobachtungen, nicht 
unausführbar fein, fo muff diefe Function eine lineare fein, worin 
die Unbekannte ſchon hinreichend genau befannt ift, damit die Daran 
vorzunehmende Correction fehr klein wird und Die höhern Potenzen der⸗ 
ſelben als die erſte vernachlaͤſſigt werden koͤnnen, ſo daſſ die Function 
in Beziehung auf dieſe Correction, welche alsdann die wirkliche unbe⸗ 
kannte Größe der Aufgabe iſt, linear wird, Wir wollen fie durch u 
bezeichnen, durch A, ven Näherungswerth der der (+ 1)ten Beobadye 


tung entfprechenden Function, durch A,+ ug; ihren verbefferten Werth, 


durch D, den durch dieſe Beobachtung gegebenen Werth derfglben Func— 
tion, und, wie im Vorhergehenden, durch &; den unbekannten Sehler 
diefer Beobachtung; fo haben wir auf diefe Weife: | * 


‚Bras=Arug: 


und wenn wir: 


feßen, fo daſſ oͤ der Unterfchied zwifchen dem beobachteten und dem 
ſchon befannten Näherungswerthe ift, fo verwandelt ſich Die vorher⸗ 
gehende Gleichung in: 


gun I: 
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Eine ähnliche Gleichung erhält man fir jede der betrachteten s 
‚Beobachtungen; die Coefficintn 9%, 9), Ga, ... und die Größen 
6,0,,09,... find in jedem befondern Falle gegeben, und es kommt 
alsdann darauf an, aus diefem Syfteme von Gleichungen den am mei- 
ſten von den Beobachtungsfehlern befreiten Werth der gefuchten Größe 
‚abzuleiten. 
| Su dem Zwecke wollen wir diefe Gleichungen vefp. durch die Coef— 
ficienten y, Yır Ya, . .. multiplicien, und dann alle zuſammenaddi— 
ven, fo erhalten wir: | 


Ezu3yg,— 2y,0;, 
wo fih die Summen 3, wie im VBorhergehenden, von ⸗—0 big 
_E 


I=s—1 erftreden. Je mehr s zunimmt, defto mehr nähert fich 
F 


| 1 
dem Werthe — 2y;K;, und der Werth, welchem fi w zu gleicher 
Zeit nähert, ift folglich: 


— 


27,0 5 
u [4 4 2 (6) 
2 Zr 
— 
— 2 — 
und wenn man dieſen Werth für z nimmt, ſo druͤckt Vz e ' dr 


! A 

die Wahrſcheinlichkeit aus, daſſ der zu befuͤrchtende Fehler oder der 
Unterſchied zwiſchen dieſem und dem wahren Werthe von zz zwifchen 
den Grenzen: 
| „aVann 

F ah, 27i 

iegt. 

Bei derſelben Wahrſcheinlichkeit iſt alſo der zu befuͤrchtende Fehler 
deſto kleiner, je kleiner der Coefficient von 7 in dieſem Ausdrucke iſt. 
Man muſſ alſo das Syſtem von Factoren Y, Yır Var»... wählen, 
fir welches der Werth diefes Goefficienten en Minimum wird, und 
wenn man fein Differenzial in Beziehung auf irgend einen Goefficienten 
SO fest; fo erhält man: 


y;h22y,4— 91272 ?=0, 


voraus folgt: 


Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. 2c, 32 
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wo ein conftanter, den fammtlichen Factoren Y%, Yı, Ya, - ++ 98 

meinfchaftlicher Goefficient ift, welcher ganz willfürlich bleibt, wie man 

fieht, wenn man dieſen Ausdrud von y; in die vorhergehende Gleis 

hung fubftituirt. Der Werth von u verwandelt fich alsdann in: 
"di —— 


—— 


7 — h? 
u= — - + —— (7) 
Rang 
h? h?. 
4 1 
und die Grenzen des zu befuͤrchtenden Fehlers ſind: 
2r 
ve 


— 


4 


—— 


12. Sn dem befondern Sale, wo die Sehlerwahrfcheinlichkeit für 
alle Beobachtungen Diefelbe ift, und wo folglich alle die Größen A, 
hy, ha, ..., fowie die Größen KR, kr kg, +... einander gleich 
find, hat man blos: 


Bi 24,9%; kz G; 
— 348 + 37 (8) 
und für die Grenzen des zu befürchtenden Fehlers: R 
Srh | 2 


+ J 
al 20° | 
Wenn die Goefficientn g, 9,4, Ya, +. . eine abnehmende uns 
endliche Neihe bildeten, wie 3. B. die Reihe 1, 4, 4, . »., fo hätte 
man: : | 
1? 

a RR f 

und die Grenzen hätten folglich einen endlihen Werth en 
ftatt fich immer mehr zufammenzuziehen, je größer die Anzahl der Be 
obachtungen wird, Allein man muſſ bemerken, daſſ die Coefficien⸗ 
ten Yr YırYar «+, da fie den Coefficienten 9, 91, Jar Jar +-* 
proportional find, auch eine abnehmende unendliche Neihe bilden wirz 
den, fo daff, da diefer Fall unter die in $. 11 erwähnte Ausnahme 
gehört, die eben gefundenen Formeln nicht darauf anwendbar find. 
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Denn wenn man daffelbe Wahrſcheinlichkeitsgeſetz fuͤr die Fehler an— 
nahme, wie in dieſem $., fo hätte man: 


es) 
h=0, —4/ e "z?dx?=1. 


0 


2rV 6 | 
Da nun * die — des Fehlers von z find, fo wären 


die des Werthes von Z gleich ag 


27 oder u und die ent: 
forechende Wahrfcheinlichkeit würde — durch: 


4rnt 

1— EIVE 
4rı f 

14 Be — 


waͤhrend ſie nach den vorhergehenden Formeln durch das mit r Nahe 


gende Integral: 
3 fi er 
T € 

ausgedrückt würde, | 


Wenn derfelbe Zehler in der ganzen Beobachtungsreihe wieder als 
gleih wahrfcheinlih und Die Coefficienten Y, war V7 2 0e. alle Der 
Einpeit gleih angenommen werden, fo wird der aus der Gleichung (6) 
abgeleitete Werth von u ausgedrüdt durch: 


ks 


F 
j ae (9) 
| =q 29 


und die Grenzen des mit der Wahrſcheinlichkeit — — — zu be⸗ 
fuͤrchtenden Fehlers ſind: 


— 


= 1; 


Dieſe Grenzen Fonnen nicht fo eng fein, als die, welche der For: 
mel (8) entfprechen, für welche ihre Ausdehnung ein Minimum ift, 
& Bu alfo, abgefehen von Zeichen, das Verhaͤltniſſ: 


AB 


32° 


| 
| 
fein, was fich leicht zeigen Läfftz; denn bezeichnet man die Summe ver 
Duadrate der Unterfchiede zwifchen je zwei der Eoefficienten 7, 91, Jar 
.. mit 42, und die Summe der Producte aus je zwei Diefer Coef⸗ | 
fiienten mit @, fo bat man: s 
(29° =297720; 
alfo: Ausg 20) (10) 


daher: | 7x 
29 42 
VsV 222 TE s2q®" 
welche Größe offenbar Eleiner ift, ald 1, ausgenommen in dem Falle, 
wo die Gocfficienten 9, 91, 92, . .. ale einander gleich find umd 


folglich I=0 ift. 
13. Nach dem Ausdrude von &, in $. 11 hat man: 


3(,—h)?=8(g,u—0,—k)2, 
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und wenn man z dur die Bedingung beſtimmt, daſſ dieſe Se 
ein Minimum el, fo findet man: | 
== ELSE —— J 
247 245 % 
was mit der Formel (8) übereinftimmt. Hieraus folgt alfo, daſſ die 
vortheilhaftefte Beftimmungsart von z darin befieht, die Summe der 
Duadrate aller Beobachtungsfehler, nachdem jeder um die Grüße k 
vermindert ift, zu einem Minimum zu machen, und wenn man 
— O fest, fo ift diefe Methode die der fleinften Quadrate, wie 
Laplace zuerft bewiefen hat. - Aber wenn die pofitiven und negativen 
Fehler nicht gleich wahrfcheinlich find, fo gibt diefe Methode ſowohl, als 
die gewönnlihe, wo man die Summe der Fehler =O0 macht, einen 
unvollftändigen Werth von z, und um denfelben vollftändig zu machen, 
muſſ man für jede befondere Aufgabe den Werth der Conftante / Een 
nen; jedoch kann man bemerken, daſſ der Goeffiiient von Ak in ver 
dormel (8) Kleiner ift, ald in der Formel (9), welche fich auf die 
zweite Methode bezieht, Hieraus folgt, daſſ man durch Weglaſſung 
des Gliedes mit k einen groͤßern Fehler zu begehen Gefahr läuft, went 
man von dem gewöhnlichen Verfahren Gebrauch nacht, als wenn man 
die Methode der Fleinften Quadrate anwendet, worin aljo ein Vorzug 
diefer letzten Methode befteht. 
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14. Wir wollen nım annehmen, daſſ die betrachteten s Beobach— 
tungen aus mehrern Gruppen beftehen, wo in jeder das MWahrfchein- 
lichfeitögefeß der Fehler daſſelbe if. In der erften Gruppe fei s’ die 
Anzahl der Beobachtungen und A, k die Werthe von hi, kr, in der 
zweiten Gruppe s'', A“, A' die analogen Größen, u. f. f.; fo haben 


wir 2 der Formel (7): 
— * G — ———— — ae ZU qyreke. 


a EEE LU N NEE N EN A 
me mm u nm — reg) 


— 2 + Z’g? tele. 


und die Grenzen des mit der Wahrfcheinlichkeit: 


2 . 2 
— dr 
Vi 


zu befürchtenden Fehlers find: 


h'? 


1* Bea ey gelte. 


wo fi) die Summe >’ auf die erſte Beobachtungsgruppe, 2 auf die 
weite, ec. erſtreckt. 

Dieſer Werth von zu feßt nicht voraus, daſſ die Zahlen s’, S“, ... 
ſehr groß find, und es ift zu feiner Anwendung nur erforderlich, daſſ 
ihre Summe oder die Zahl s aller Beobachtungen fehr groß if. Wenn 
man, obgleich die Zahlen s', s’, ... nicht nothwendig fehr groß find, 
den Werth von wu nach der Negel im vorhergehenden $. für jede Be— 
D beſonders beſtimmt, und die Re der 1ften, 2ten, 
sten, ... Beobachtungsreihe mit U, U, U”, ... bezeichnet, fo daſſ: 


Urg=rgd;tkig,, 
U Z"0? 22" 9,0; +k'2'g,, 
elc. 
ift, und man feßt ferner der Kürze wegen: 


I ,2 


1 
22 FE, m zug —g, ele; 


fo verwandelt fich der vorhergehende Werth von z in: 
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_8U+3' U'+- 8" U" tete, 
7 ee 


welche Formel alfo zur Berechnung des Werthes von u nad mehrem 
Gruppen verfchiedenartiger Beobachtungen dient, wenn die durch Die 
Negel im DRS AEDRUDER $. gegebenen Werthe von w und die Größen 
g, e', 8*, ... für alle diefe Beobachtungsgruppen bekannt find. Zu 
gleicher Zeit Hehnieh die Grenzen ded mit der obigen Wahrfcheinlichkeit 
zu befurchtenden Fehler folgende Form an: 
*25 

V s+s'+38"+ete. 

15. Die Anwendung der vorhergehenden Formeln fordert, daſſ 
man die beiden Größen A und A für jede Art von Beobachtungen kenne, 
namlich die Größe A, um den Werth der Unbekannten bilden und die 
Größe A um die Grenzen des an diefem Werthe mit einer beftimms 
ten Wahrfcheinlichkeit zu befürchtenden Fehlers haben zu Fonnen. Die 
natürlichfte Vorausſetzung, welche man in Beziehung auf die erfte Dies 
fer beiden Größen machen kann, befteht offenbar darin, fie als Null 
oder die pofitiven und negativen Fehler als gleich möglich zu betrachten; 
aber wenn diefe Gleichheit nicht ftattfindet, fo ift auch niht = 
und in fehr vielen Fällen Fann man den wahren Werth von A auf fol 
gende Weife beftimmen. 

Geſetzt, man wendete Inssajlise zwei — —— Syſteme von Coef⸗ 


fieienten Y, Yyr indnn bie 
beiden Gleichungen: { 


2y,, Zu2y,g9— Yu 
Sy Zu2y,n— 23V 
gebildet, fo erhielte man, wenn man die erfte mit 2Y’,9,; und die zweite 
mit 2Y,9g, multiplicrt und dann die Refultate von einander abzicht: 
SVEN N— Er N2Yıder 
wo der Kürze wegen: 
yı2Y' Re 2 hH=Vi F 
geſetzt ur Nun 3% aber nach dem Obigen ($. 9) die Wahrſchein 
lichkeit 


— = je" "Br ſtatt, daſſ die Summe Iyze, zwifchen den 
Grenzen: 


905 
kzyl 2 rhV zyy? 


liegt, indem das Mahrfcheinlichkeitsgefeß bei allen Beobachtungen als 
daſſelbe und ihre Anzahl s als fehr groß vorausgefeßt if. Wenn man 
k2yz für den Werth diefer Summe nimmt, jo wird der correfpon= 
dirende Werth von /k ausgedrudt durch: 
k= 2 Tee —2yr wzridi 
er 27 

und die Grenzen des an dieſem Werthe mit der obigen Wahrfcheinlich- 
feit zu befürchtenden Fehlers find: 


arhV 25% 
+ 


2 y% 


— 


Sollte das Intervall dieſer Grenzen ein Minimum werden, ſo 
muͤſſte yy in Beziehung auf Z confiant feinz aber es ift leicht einzu= 
ſehen, daſſ die Coefficienten y, und yz nicht fo beſchaffen ſein koͤnnen, 
daſſ dieſes ftattfindet. _ 

2 Wenn man den einen diefer beiden Eoefficienten als conftant und 
den andern ald g, proportional betrachtet, jo bat man: 


i vun: 2) 
Es u eine von i unabhängige Größe ift. Hieraus folgt: 
u zyr2 = 2 [s(2yD?— (299? 292 ]=u2 42 297, 
sy =u[2g9°—s29} ]=— #4, | 
wo 42 diefelbe Bedeutung wie in $. 12 hat. Der Werth von k und 
die Grenzen des zu befürdtenden Fehlers find folglich: 


2rhV 202 
- und — 
4? | A 


J EHE; 240: PA 


K= 


2 EFT 
und die entfprechende Wahrfcheinlichkeit ift wieder —— — e dr. 


Penn die Summe, welche 42 ausprüdt, gegen 2g7 fehr groß 
ift, fo wird der Werth von A mit derfelben Genauigkeit al3 die Un- 
befannte u beſtimmt; aber wenn die Coeffiienten 9, 91, ar +:-- 
einander gleich, oder wenn ihre Unterfchiede nur fehr Hein find, fo wird 
die Größe A= 0, oder fehr Hein, und die Grenzen des an dem Werthe 
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von A zu befürchtenden Fehlerd finden nicht mehr ſtatt, fo daſſ man 
alsdann k durch Fein Mittel mehr beftimmen Fann. | 
Wenn die betrachteten Beobachtungen die Beſtimmung des Coef— 
firienten einer periodifchen Ungleichheit zum Zwede haben und fie ums 
faffen die ganze Ausdehnung diefer Veriode, fo nähert fich die Summe 
ber Eoefficienten 9, 91, 92, ». . Immer mehr und mehr dem Werthe 
Null, in eine je größere Anzahl von Theilen diefe Periode getheilt, oder 
je größer die Anzahl der Beobachtungen iſt. Wenn man alfo 39, ver 
nachläffigt, fo hat man 4d?zs2g7, und der Werth von %k, fowie die E 
Grenzen des zu befürchtenden Fehlers reduciren fich reſp. auf: 
=20i erh 
A FH und — 
Dividirt man alſo in dieſem Falle die Summe der Größen Ö, 
6, gr... durch ihre Anzahl, fo ergibt fich unmittelbar, ob die 
Größe Te einen merklichen Werth hat, und der mit entgegengefeßtem 
Zeichen genommene Quotient drüdt diefen Werth fehr genau aus. | 
16. Statt diefe Größe zu beftimmen, koͤnnte man fie aus dem 
Derthe von zz zu eliminiren fuchen. Zu dem Zwecke wollen wir den 
durch die Formel (6) gegebenen allgemeinen Ausdrud von zz wieder 
betrachten. Wenn man annimmt, daſſ die Größen k, und A, für alle % 
Beobachtungen diefelben find, fo verwandeln fich diefer Ausdrug und 
die ſich darauf beziehenden Fehlergrenzen reſp. in: 
27,0 


kz 7 ** Eu 
— — SR Fi und „zehVaR Re 
279. 27,9; <Y,U 
Mir wollen alfo feßen: | 
| 27,=0, 
wodurch einer der Factoren Y, Yı, Yar » + . beftimmt wird, und hier 
auf wollen wir die Sehlergrenze in Beziehung auf alle übrigen zu eis 


nem Minimum macen, fo erhalten wir die beiden Differenzialgleis " 
chungen: 


Zdy,=0, 2yhH21, 41, — 23? 29,dy,=0. 


Multiplicirt man die erſte durch einen unbeſtimmten Factor 0, 
addirt fie hierauf zu der zweiten und feßt dann den Goefftcienten Me 
Differenziales =O, fo erhält man: 


ONE HEY V:. 
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Der fich aus diefer Gleichung ergebende Werth von y; iſt von der 
Form: 


| Yzuyte), 
wo ze und 6° zu beftimmende Gonftanten find. Subftituirt man nun 
diefen Werth in die vorhergehende Gleihung und fekt dann den Coef— 
fiienten von 7, außerhalb des Summenzeichend &, fowie das in Be- 
ziehung auf zZ conftante Glied einzeln gleih Null, fo erhält man: 
u0'29,402s=0, 
4‘ sy ‚2 — 
woraus folgt: 
— u? ” 
hear — 4 = [s 29? — (29)?] 29: 


F 


Hiernach verwandelt ſich der Werth von , in: 


FH (u —29,), 


und der Factor 1 bleibt unbeftimmt. Der Werth von w ift folglich: 
ze, s2%— (z 9)? 

— SUR 
wo 42 diefelbe Größe wie früher bezeichnet, und nach verrichteten Re— 
ductionen werden die Grenzen des zu befürchtenden Fehlers ausgedrückt 


durch: 
+ 27 Vs 


A ' 


ndem die entfprechende Wahrfcheinlichfeit wieder — 17; = —— iſt. 


Wenn 42 eine gegen s ſehr kleine Größe ift, fo find diefe Grenzen 
lluſoriſch und man kann von diefem Werthe von zu Eeinen Gebrauch 
nahen. Wenn 27, eine fehr Eleine Größe ift, fo find diefer Werth 
nd dieſe Grenzen fehr wenig von dem durch die Gleichung (8) geges 
venen MWerthe von zz und von ben fih darauf beziehenden Fehlergren- 
en verfchieden. 

17. Wir wollen und nun mit der Beftimmung der Größe 7 be= 
häftigen, welche man: Eennen muff, wenn man die Schlergrenzen der 
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verfchiebenen vorhergehenden Formeln berechnen will. Zu dem Zwecke 
wollen wir bemerken, daff man ftatt der in $. 1 und 2 betrachteten 
Summe der Fehler der s Beobachtungen auch die Summe ber Werthe 
einer beliebigen Function dieſer Fehler haͤtte betrachten koͤnnen. Die 
Wahrſcheinlichkeit p, daſſ dieſe Summe zwiſchen zwei gegebenen Gren⸗ 
zen b—c und d+ec (äge, würde ſich ohne weitere Schwierigkeiten 
nach diefen beiden $$. beftimmen lafjen, und wenn man diefe Function 
mit p bezeichnete, fo gäbe die Formel (1) auch noc den Werth von 
p, wenn man in ber imaginären Erponentialgröße, welche das Inte— 
gral in Beziehung auf = enthält, PX für = feßte und alle übrigen 
Bezeihnungen beibehielte. Wenn man alsdann die Zahl S fehr groß 
annimmt, ferner: 


Ja S2f99’da=K, 1(K'—K?) = H? 


fett, und die Beobachtungsfehler wieder mit &, &1, &2,... bezeich— 
net, fo findet man, wie in $. 7: Ä 


P== er dr - 
für die Wahrfcheinlichfeit, daf die Summe: 
ps+pe,+983+ . . +98,_1=895 
zwifchen den Grenzen: 
Ks+2rHVs 


1 
Man kann alfo die Zahl s immer fo groß annehmen, daſſ — pP 
F 
mit einer gegebenen Wahrſcheinlichkeit beliebig wenig von verſchieden 
ift, und wenn man: a 
Sp — t 
F u 


fest, fo find die Grenzen des mit der Wahrfcheinlichkeit ꝓ zu befuͤrch⸗ 
tenden Fehlers: | 6: 


2r H- 
Vs Ä 
Mir wollen nun 9r—x? feßen, in welhem Falle X und die 
Größe A! in 8. 6 einander gleich find, fo daſſ man nach diefem $. hat: 
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K=k=3ahr+k2. 
Die vorhergehende Gleichung verwandelt fich alfo in: 


he+4k2= 2.3; 


aber nah $. 11 hat man: 
| 22? = 2(ug,—0)%, 


und wenn man folglich für zz feinen durch die Formel (8) gegebenen Werth 
fubftituirt,, deffen Fehler am Eeinften ift, fo ergibt ſich die Gleichung: 


25(h?-+1%k2) 292 = 
— —2 EHRGEIZ 2 
‚oder reducirt? 
2sh? 397 +42k? + (294,09? — 297 209? =0, 


welche den Werth von z gibt, wenn der von KA gegeben ift. . 

Diefe Formel ſtimmt mit der von Laplace zu demfelben Zwecke 
gegebenen tberein, wenn man k=0 feßt, und alle die Goefficienten 
9, 91, 95, . . einander gleich find. In diefem legten Falle ift A=0 
und die vorhergehende Formel gibt: 


d'? 4 
h? — —, oder h=——, 
2 sV?2 


s? 

wo 4/2 in Beziehung auf die Größen 6, d,, 09, ... daſſelbe be— 
zeichnet, wie 4? in Beziehung auf die Goefficienten 9, 91, Qar- +» 
d. bh. die Summe der Quadrate der Unterfchiede zwifchen je zwei der 
Größen 00.20. ur 

Im Allgemeinen hängt der Febler, welchen man begeht, wenn 
man für / den fich aus der eben gefundenen Gleichung ergebenden Werth 
nimmt, von dem Fehler des angewandten Werthed von z und von dem 


1 
Fehler der Gleichung —23=K ab. Da die Grenzen der lebtern 


eine neue Unbekannte ZI enthalten, fo kann man fie, fowie auch die 
des an dem Werthe von A zu befürchtenden Fehlerd nicht genau be= 
ſtimmen; allein diefes verhindert nicht, diefen Werth von A in den For 
meln der vorhergehenden $$., wo er durch fehr Eleine Größen von der 


Kleinheitsordnung des Bruches — 
V; 


multiplicirt ift, anzuwenden. 


| 
| 
| 
18. Wir wollen num annehmen, daſſ irgend eine Größe, welche | 
wir der Kürze wegen mit A bezeichnen wollen, ihrer Natur nad alle 
möglichen Werthe'zwifchen gegebenen Grenzen @ und 5 haben Fönne, und | 
e3 fei x irgend einer diefer Werthe Wenn man zur Beftlimmung der 
Größe 4 eine Reihe von Verſuchen anftellt, fo ift die Wahricheinlich 
feit, daff der durch einen diefer Verfuche gefundene Werth nicht größer 
ift als =, im Allgemeinen von einem Verſuche zum andern veränders 
ih, und wir wollen fie für den zten Verſuch mit Im x bezeichnen, 
Die Wahrfcheinlichkeit, daſſ diefer Werth genau —=x fein wird, kann 
nur unendlich Elein fein, weil die Anzahl der möglichen Werthe unendz | 
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dF,& 
lich groß ift, und wenn man ER ET: x ſetzt, fo wird fie ausge: 


| 
druͤckt durch /, ade. | 


Es bezeichne A eine gegebene Function von U, welche rn | 
brochen von =a bi8 2b waͤchſt, und wir — durch a 
ihre beiden aͤnßerſten Werthe bezeichnen. Groͤßerer Allgemeinheit wegen 
wollen wir die Wahrſcheinlichkeit ſuchen, daſſ die Summe der ſich aus 
s fucceffiven Beobachtungen ergebenden Werthe von X zwifchen geges 
benen Grenzen liegt. 


Zuvörderft wollen wir annehmen, daſſ X nur o, um gleichviel von 
einander verfchiedene Werthe haben Fünne, worauf; wir en md 
den Unterfchied zweier auf einander folgender Werthe von A unendlich 
Klein fegen wollen. Wir wollen aljo annehmen, daſſ =, und d, Viele 
fache derſelben Größe © find, fo daff a, =p,® und db, Ro 0) iſt, 
wo >, und 41 ganze poſitive oder negative Zahlen find. Durch zo 
wollen wir einen zwifchenliegenden Werth von A bezeichnen, indem 2 
auch eine ganze Zahl, oder Null if. Sekt man g, -Ppı = —h 
fo ift. die Anzahl der Werthe von A gleih v, und ihre conftante Dif— 
ferenz gleihb ©. Es fei On die Wahrfcheinlichkeit des Werthes von z, 
welcher bei ber nten Beobachtung X=7@ entfpricht. Endlich feii M' 
Die Wehrfcheinlichkeit, daff bei s Beobachtungen die Summe der Wer— 
the von X=mo ift, wo m eine zwifchen sp, und sg, — 
ganze Zahl iſt; fo iſt leicht einzuſehen, daſſ AZ der Coefficient von 
in der Entwickelung des Productes: 


zUQ, .2ZUQ,.2E2Q, ... 2UQ, 


nach den Potenzen von Z ift, wo fich jede der Summen & auf alle 
Werthe von z, von p, bis 3, erſtreckt, und folglich jede diefer Sums 
men v Glieder hat. Man Fann auch fagen, daff M der von Z unabs 
bangige Theil des Productes aus diefer Function von Z und aus mM 
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ft, und wenn man in diefem Producte eV —T für Z und der Kürze 
wegen | 


— TQ,—p 
ſetzt, fo ergibt ſich: 


| — — „Fe en !de, 

| an.) — 

wo e die Bafis des Neperfchen RR und 7 das Ver- 
haͤltniſſ des Kreisumfanges zum Durchmeſſer ift. 

| Dur) p wollen wir die Wahrſcheinlichkeit bezeichnen, daſſ dieſelbe 
Summe der # Werthe von A zwifhen u und uw liegt, wo u 
und u’ ganze Sahlen, oder Null find, welche zwifchen den Grenzen sp, 
md 547, liegen. Dffenbar ift 2 die Summe der Werthe von M, 
welche man erhält, wenn man m alle Werthe von mu bis mZzu' 
incluſive beilegt. Mit Beruͤckſichtigung der Summe der zugehoͤrigen 


Werthe des Factors eV 1 ergibt fich aber: 


J * Pre HI, wW-HOV Zi 
fi: 18 — 


| Endlich fei: 


sind 9 


— —— — 
uozc-—-e, Wo=c-4e, *7 IR, 


| jo folgt: 


sin sing: & 
| und die Grenzen in Beziehung auf @ find + — Wenn o unendlich 
| groß oder co unendlich Flein ift, N verwandeln fie ich in wo, und man 


| kann e für +10 und 1 für sin 3.0« feßen, wodurch fich der Aus: 


druck von D in folgenden — 
— — - ° 


er 1 
P=— Pe ARTE (11) 


_n & 

Zu gleicher Zeit fallen die Größen Z® und On mit X und /,r dx 
zufammen, die in P vorkommenden Summen 3 verwandeln fich in be- 
ſtimmte Integrale nach ©, deren Grenzen @ und d find, und man hat: 
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b ZT b —— 
P=/, Y; — — Fr we Tide... 
j Be 
fi Se eV Tide. (12) 
a . 


19. Die Formel (11) drückt auf die allgemeinfte Weife die Wahr⸗ 


ſcheinlichkeit aus, daſſ die Summe der $ Werthe der Function X, welche 
fi) aus einer gleichen Anzahl ſucceſſiver Beobachtungen ergeben, zwis 
fchen den Grenzen e — & und ce, welche gegebene und zwiſchen 


| 


sa, und sd, liegende Größen find, liegen. Wenn man zz (bi 


fo ift p die Wahrfcheinlichkeit, daff der durch das mittlere Reſultat dies 


fer s Beobachtungen ausgedrücdte Werth von A zwifhen den Grenzen | 
= (ce) liegt. Da das Nefultat jeder Beobachtung nach der Vor⸗— 


ausfesung zwifchen den Grenzen @ und 5 liegen muſſ, ſo muff man 


haben: ° 
fo > | 
Snede=ı,f, fadazi,...f, S,tdz=1. (13) 
a 7a ai a 


Die Größen fi 2, Fox, ... find übrigens beliebige Functionen 


von x, deren Werthe fammtlich pofitiv find und die Einheit nicht übers 
ſchreiten. Wenn diefe Functionen gegeben find, fo kann man den ges 


nauen Werth von p berechnen; allein meiftens ift Das MWahrfcheinliche 
feitögefeg der Werthe von A unbekannt und von einer Beobachtung zut | 


andern veränderlih. Die s Zunctionen, fi %,JSaF, ... find folglich 


alsdann ebenfoviele unbekannte Größen, aber gleihwohl kann man bei 


einer beträchtlichen Anzahl von Beobachtungen aus den vorhergehenden 
Formeln einen Werth von p ableiten, welcher defto mehr genähert ift, 
je größer die Zahl s tft. 


Wenn c—e=sa, und cte=sb, if, fo find die der Wahre 
ſcheinlichkeit p entfprechenden Grenzen die Grenzen a, und 5, ſelbſt, 


zwifchen welchen nach der Vorausſetzung ber unbefannte Werth von X 


liegt. Alsdann muff folglih p der Gewillheit oder der Einheit gleich. 


fein, was fich in der That darthun läfit. Bu dem Zwecke wollen wit 


in dem 1ften, 2ten, ... legten der s Integrale, durch deren Produck 


p auögedrüdt wird, refp. X, und æ1, A, und %g,... A, und z, 


für X und = feßen, und dann diefe Werthe in den von > ſubſtitui⸗ 


ren, ſo verwandelt ſich die Gleichung (11), wenn man: 
X, +X%,4+X%,+... +I3s=06 
feßt, in: | 
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1 b fpb b pr? Ara — d 
ET. Ki — ia sine«—)% 
A a a a —n & 


—— La X%o DEE Bx2.. dz,. 


Nun iſt aber: 

| 8 AB d * 
(6- —1 

e SINE —TZ sın(e+0 — c)a— 
— EEE eh + )a— 
et; da 
=4/ sme-o+9de“. 

— 6) 0 


| Nach den Grenzen der Integrale in Beziehung auf 2,7 25»... 
z, fann die Summe 0 weder Feiner fein ald sa, , noch größer als 
sb,; in dem Falle, welchen wir betrachten, find folglich die beiden 
Goefficienten +0 —c, E—0-+-c poſitiv, mithin jedes der beiden 
feßten Integrale =, und man bat folglich: 


an ER, — d 
5 Bea lsnea——nı, 
=) & 
Be folgt: 


EI S.. a: ats. J,t..dr]: day... da, 


welhe Groͤße ſich vermoͤge der Gleichungen (13) auf die Einheit reducirt. 
| 20. Daraus, daff das Integral I: n*dz=1 ift, und daff 
mt nur pofitive Werthe hat, folgt, dafj die Integrale: 


b 2 \ 
J. 1.7000 xdz, [, Suzsinaxdz 


‚Heiner find, ald die Einheit, fo daſſ man ſetzen kann: 
b 
Syzosexde= 0,605 Pyr 


b ® 
Hr — snaxXdx—g,sinYpy, 
wo 0, und 9, reelle, Größen find, wovon die erfte als pofitiv betrac)- 
‚tet wird, Setzt man alddann: 


De bee AR 
9 rpe tYst.. tr =%, 


(14) 


* 
9 
— 
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ſo verwandelt ſich die Formel (12) in: 


Fuͤr zwei gleiche und entgegengeſetzte Werthe von « find auch die 
correfpondirenden Werthe des Winkels Y einander glei und enfgegene 
geſetzt, während die der Größe ZÜ einander gleih und von einerlei Zei⸗ 
chen find. Hiernach und vermittelft des Werthes von P verwandelt‘ 
fich die Formel (11) in folgende: | 


ZEN“ i da 
P=— / R.cos(w— ca)sınea —. (15) 
14 0 & 


Kir @—0 ift jeder der Factoren von A der Einheit gleich und 
für jeden andern Werth von «@ Heiner als 15 denn der Werth von 07 
laͤſſt fich folgendermaßen ausbrüden: 


b 6 
— 
e=/, Inzeosaxdz. | Sur cosaX' dx 


26 b 5 
ar pzsinaxde.f_ InztsinaxX dx’, 


wo X’ den Werth von X ausdrüdt, wenn man darin x’ für 7 ſetzt. 
Nun ift aber diefe Gleichung dafjelbe als: | 


2b f'b 
er = fi InIme cos X— K)dxdx', 


und der Werth von oE,, ift offenbar Kleiner, als die Duabratwurzel aus | 


db geb * 
— ER dxdx', over als hy JnAx) und folglich Fleiner 
als die Einheit. Hieraus folgt, daſſ, wenn die Anzahl s der Factoren 
des Productes FR fehr groß ift, daſſelbe nur für fehr Eleine Werthe 
von & merklihe Werthe hat. Man Fann daher alödann einen Nähes 
rungswerth des in den Formeln (15) enthaltenen Integrales in Ber 
ziehung auf @ erhalten. 
21. Wenn wir der Kürze wegen: 


| fxy,#de=k,, NS wrrde=k,, — 


ſetzen und die erſten Theile der Gleichungen (14) nach den Potenzen 
von « entwickeln, fo erhalten wir: 
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2 
x & 
cos =1—-—h, htete, 
en Fin 2 2.3.4 


0,07 p, Zahn — 5 kllHete 


Die Größen k,, ki, ha .. . wachen nicht fo fchnell, als die 
Potenzen (db, —a,), by —a,), (bk,—a,)®, :.., was fchon 
hinreichend ift, damit diefe Entwidelungen Neihen bilden, welche zuleßt 
immer convergent werden, und folglich für 0,cosyp, und ON, 
angewandt werben koͤnnen. Hieraus ergeben ſich für 0, und P, Reis 
ben, wovon die eine nur gerade und Die andere nur ungerade Poten- 
zen von & enthält, nämlich: 

0„=1-—-e:h,tetl,-— etc. 
9, zeck,— wgnt ee, 


wo der Kürze wegen: 
aus n — k?) — 8 2 
A Eh KERN) =En 


elc. 


= 


geſetzt ift, und hieraus folgt: 
logo „= — ar: h,tet(l,— zhr)+ elc., 
ne" nT1+at(l,— Hh2)-tete.], 
Ferner wollen wir der Kürze wegen: 
| a ks, sh,hs, sl, —4hz)=1s, ete. 
ſetzen, wo ſich die Summen Z von n=1 bis n=s erſtrecken, fo er- 
gibt fich hieraus: | | 
* Kun? (1-+0@5 /s-+ete.) 
| v—=aks— a8gs-+.ede., 

cos — ca)=cos(ks— c)a +03 gssin(ks — c)a-+ete. 

Die Größen k, h, &, ... können ſich mit s ändern, aber fie koͤn⸗ 
nen nicht mit diefer Zahl ohne Ende zunehmen, und bilden immer, wie 
die Integrale Any, Kin, Ki, ..., woraus fie abgeleitet werden, eine 


‚Reihe, welche nicht fo fchnell zunimmt, als die Der Potenzen von b md 
Poiſſon's Wahrſcheinlichkeitsr. ꝛtc. 33 
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Wenn wir diefe — in die Formel (15) ſabſtituiren, ferne 

d6 

ER 

YV5 14 ſ V; N 

feßen, und Die eine diefer Formel, welche von ber Sleinhette 
ordnung des Bruches — find, d. h. die Glieder, welche außerhalb der 
Sinus und Coſinus ich s dividirt find, vernachläffigen; fo kommt: 


2 — 620 (ks—c)6 „ 26 d6 

= — cos —— —— SN— =. — 
— — V5 Vs‘ 3 
(16) | 


2 DRITTER NENNE S EHE EN | 
eh a 2 ine > Beide, J 
aV 5. v5 V5 ( | 


Sollen diefe Integrale nicht unbeftimmt fein, fo muff A eine po— 
fitive Größe fein, was auch in der That flattfindetz denn nach ber 
Bedeutung von. k, und /’, hat man: | 

an 


N. senxed [hd f, Eee X f,z'da', 
welche Größe fich durch ein einziges doppelte Integral, namlich durch: 
21, = [MN Syaız'dedit, 

oder was bdaflelbe if, durch: | | 
an [fon efsdee 


ausdrücken läfft. Addirt man nun diefe beiden Gleichungen zufammen, 
fo hat man: 9 


h | — 2 N ; : 
4m,= a —— X) In In dd, | 


und diefer Werth von 4A, ift offenbar pofitiv und Tann auch nich 


Null fein, weil alle Elemente des doppelten Integraled poſitiv find 
Daffelbe gilt alfo auch von A, und von A. | | 


Hierauf erhält man durch die befannten Regeln den genauen 
Werth des zweiten in der Formel (16) enthaltenen Integrales, und 
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as erſte kann man, wenn man will, auf eine einfachere Form 
ringen. 

22. Wenn man c=e nimmt, fo ift p die MWahrfcheinlichkeit, 
afj die Summe der dur) Ss Beobachtungen gegebenen MWerthe von X 


wijchen den Grenzen 0 und 28 liegt. Differenzirt man p in Bezie⸗ 


d 2 —— 22.—ks)6 
—2 2 e Drop Ska > d& 


des aV s D) 0 * Us 
2 2 RE LER 6 
= — sın ee 3 sade, 
7 Sa 1) REN 


ind Did: ift die unendlich Feine Wahrfcheinlichkeit, daff die Summe 
ver Rerthe von AK genau — 2 if. Wir wollen nun: 


2:—ks+2uV hs 


eben, fo haben wir: 


ar 5 Ve F 
eV h)de — 
YB e " cos(2 u ) — 


opraus folgt, wenn man in Beziehung auf differenzirt: 


MR —— Psin@suV he de=- * — 


0 


Megen — Vhs bat man folglich: 
— 
— 
Ib wenn X, Hr durch Die te Beobachtung gegebenen Werth von X 
ezeichnet, fo ift Pau die Wahrfcheinlichkeit, daſſ: 


(3u— 2 us)e=", (17) 


2%, —ks+2uV hs (18) 
ft, wo fih die Summe F auf alle Beobachtungen erftredt. u 


Wenn wir das Differenzial u u zwiſchen gegebenen Grenzen Sy 


MB rriten , fo erhalten wir; 
33° 


P=-——_ — 7 (19) 


fir die Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Summe IX, zwifchen den Gren- 
sah Aa 1 
zen ks+2yV hs und der mittlere Werth von X oder — 2X, zwi⸗ 


ſchen den Grenzen: 


liegt. 
Dieſes ergibt ſich auch aus der Gleichung (16), wenn man: 


——2 yVhs 


ſetzt, und die Sintegrationen verrichtet. 
Man kann y immer fo groß nehmen, daſſ der Werth von > be: 
liebig wenig von der Einheit verfchieden ift. 3. B. für y=3 hat man: 


= 2 
I e ” du=0,000919577 
7 b) 


nach der Tafel der Werthe diefes Integrale, welche fi) am Ende der 
Analyse des Refraetions von Kramp befindet, und da 


nn 
a — to 
*— —— — er du 
.e/ 6 F 


ift, fo folgt; 
| p=1— 0,000022091, 


welche3 fehr wenig von der Gewiffheit verfchieden if. Man kann & 
alfo als höchft wahrfcheinlich betrachten, daſſ fi) der aus den Beob— 


1 e e e 
achtungen ergebende Werth von — IX, fortwährend der Größe k na 
F 


hert, und daſſ, wenn man dieſen Werth fuͤr den von nimmt, der ji 


2,/ } | 4 
befuͤrchtende Fehler kleiner iſt, ad + — wo Y eine wenig be 


F 
traͤchtliche Zahl ift. | 
Es verdient bemerkt zu werden, daſſ die durch Ss dividirten umi 


bei dem Uebergange von der Gleichung (15) zu der Gleichung (16) ver 
nachläffigten Glieder nach den Integrationen in Beziehung auf z di 


—y? € r 
Erponentialgröße @ zum Factor haben würden, wodurch fie unab 
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hangig von der Größe der Zahl s noch fehr verkleinert werden, denn 


fegt man 3. B. y—=%, fo ift der Factor e 7° <0,002, und er nimmt 
für größere Werthe von Y fehr ſchnell ab. 


23. Die Curve, deren Gleihung: 


y=f, * 
iſt, druͤckt das Wahrſcheinlichkeitsgeſetz Der Werthe von A bei der nten 
Beobahtung aus, fo daff das Flächenelement ydx derfelben die durch 
die entfprechende Abſciſſe x ausgedrudte Mahrfcheinlichkeit des Werthes 
von A, und die ganze von der Curve eingefchloffene Fläche die Wahr: 
ſcheinlichkeit ift, daſſ diefer Werth nicht größer ift, als x. 


Die Curve, deren Gleichung: 
— 
N. —— — Fe t 


ift, ift in Beziehung auf die Reihe ber 5 Beobachtungen die Curve 
der mittlern Wahrfcheinlichkeit. Nach den Gleichungen (13) iſt Die 
ganze von z=a bis z—=b genommene, von diefer Curve eingefchlof= 
fene Fläche der Einheit gleich, und wenn man die Abfcifie ihres Schwere 
punkte mit x, bezeichnet, fo hat man: 


1 :b 
Ef, zf, de =8,. 


Seht man nun in dem Ausdrude von A, in d. 14. XX- ſo folgt: 


: b — b In 
nel. z/„edx, k=— 3 /, far =ZEr 


und diefe Abſciſſe =, ift folglich in allen Fallen die Grenze, welcher fich 
das mittlere Nefultat aus einer Reihe von Beobachtungen ohne Ende 
nähert. Bezeichnet man mit An den beſondern Werth von A, welcer 
1 & | 
durch die zıte Beobachtung gegeben wird, fo il — An das in Nede ſte— 


hende mittlere Reſultat, die Formel (19) gibt die Waͤhrſcheinlichkeit >, 
daſſ ſein Werth zwiſchen den Grenzen: 


liegt, und wenn man in dem Ausdrucke fuͤr ms 14 auch A=* 
st, ſo erhält man: 
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h=_-2| /, =, »de-([/#f2d2) ]. ie 


Man kann diefes Nefultat auf eine andete Form bringen, went 
man in der Öleihung (19): 


uV hzv, yV h=ö 


feßt, wodurd man: 


ee h dv (21) 


e 1 Be 
für die Wahrfcheinlichkeit erhält, daff der Werth von — Mm zwifcher 
den Grenzen: 


3 >= 


— 
liegt. Die ——— kleine Wohrſcheinlichkeit eines 3rotIch niet 


MWerthed =, — — ſich aus der Formel (17), wenn man aJ 


für d ſetzt, und fie mit —— multiplicirt. 
ſi ve p 


Man fieht, daff diefe Wahrfcheinlichkeit. für einen — Wert 
von Ö von zwei unbekannten Größen 3 und @ abhängen würde, waͤh 
rend Die Wahrfcheinlichkeit der vorhergehenden Grenzen, deren Kennt 
niff genügt, nur von der einen unbekannten Größe A abhängt, dere 


Werth wir nun noch nad den s Beobachtungsrefultaten zu berechne 
haben, 


24. Zu dem Zwecke fei: 

za, +2, fa, a2 40, be, FD, 
fo haben wir: | 

Bin —— 

yon * — 2/,2zd2—0, 
wodurch fich die Gleichung (20) in: 
a 
—— — —— 


verwandelt, und wenn wir: 
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Betr en) icnz 


feßen, fo ift die Größe k im-$. 21. das Doppelte diefes Werthes 
von A. 
Nach der Formel (17) ift die unendlich Heine Wahrfcheinlichkeit 
der Gleichung (18) von der Form: 
du 
V: 
wo U eine Sunction von z ift, welche für gleiche und entgegengefeßte 
MWerthe von zw denfelben Werth mit demfelben Zeichen und vom ber 


vo . 1 
Kleinheitsordnung des Bruches —— hat. Wenn man die Gleichung 
F 


ed, 


(18) auf den vorhergehenden Werth von X anwendet, und folglich 2 h 
für A ſetzt, fo ergibt fich daraus: 


1 
h=-2(n—#,)’+uo, 


wo 0 eine von 2 unabhängige Größe ift, die ebenfall von der Klein: 
1.%% 
heitsorbnung V; if. Werden diefelben Formeln (17) und (18) auf 
F 


den Fall von X=x angewandt, fo geben fie: 
* 1 


und für die Wahrfcheinlichkeit dieſer Gleichung: 
du! 
Vz 
wo 0° und U’ Größen von der Kleinheitsordnung des Bruches . 


find, und wovon Die erſte von u’ unabhängig, aber Die zweite eine 
Sunction von a’ ift, welche weber das Zeichen, noch den Werth für 
gleiche und entgegengefehte Werthe von u’ Andere, Die Wahrfcheinlich- 
keit, daſſ dieſe beiden letzten Gleichungen gleichzeitig flattfinden, ift das 
Product ihrer reſp. Wahrfcheinlichkeiten, wie wenn diefe beiden Glei— 
ungen zwei von einander unabhängige Ereignifle wären; denn da Die 
MWahrfcheinlichkeit jeder derfelben unendlich Klein ift, fo kann jede diefer 
Gleihungen die Wahrfcheinlichkeit der andern nur um eine unendlich 
kleine Größe der zweiten Ordnung ändern. Wenn man nun & zwi⸗ 
ſchen dieſen beiden Gleichungen eliminirt, der Kuͤrze wegen: 


2 
e "tu Udu, 


- 
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ı 1 1 
— Iınzm, — (in —m)o'—A, N von 
F Ss \ 


25 
ſetzt und das Quadrat von 0’ vernachlaͤſſigt, ſo hat man: 
hzutuo—u’A, 
und die Wahrſcheinlichkeit dieſes Werthes von A iſt eine unendlich kleine 
Groͤße der zweiten Ordnung, naͤmlich: 
(er +uwV+Wu0) dudu', | 
Ic f N 


indem auch das Product UU’, welches nad SE: Borausfeßung eine 


Größe von der Kleinheitsordnung des Bruches — ift, vernachläffigt 
wird. 

Menn mir diefen Merth von 3 in die Formel (21) fubftituiren, 
nach den Potenzen der Größe wo —u’A entwideln und das Quadrat 


1. . 
derfelben, welches von der Kleinheitsordnung des Bruches — wäre, 
vernachläffigen; fo erhalten wir: — s | 


Da — — (uo—u'}), 


wo »’ der Werth von 7 für * = u iſt. F 
Re Werth von p wäre ih Wahrfcheinlichfeit der Grenzen N 
2 n 7 des mittlern NRefultates — Em, wenn der fubftituirte Werth 


von Ah gewiff wäre; aber da die verfchiedenen Werthe von 2 nur wahr: 
Iheinlic find, fo ift die Mahrfcheinlichkeit diefer Grenzen, welche jee 
dem diefer Werthe entfpricht, das Product aus dem entiprechenden Wer: | 
the von p und der Wahrfcheinlichkeit des Werthes von A. Die Total | 
wahrfcheinlichfeit derfelben Grenzen, oder ihre, fih auf alle Werthe von ir 
hı beziehende Wahrſcheinlichkeit ift das auf alle Werthe von z und w, Bi 
welche den Coefficienten von dudw! nicht unmerklich klein machen, erz RK 
firedfte Integral’ diefes Productes. Wenn Ah alfo wieder die Größen 3 


von der Kleinheitsordnung des Bruches - vernachläffigt und bemerkt, N 


daſſ die mit einer ungeraden Potenz von z oder zw‘ multiplicirten Glie- 


der bei den Integrationen verſchwinden; jo erhält man für die gefuchte — 
Wahrfcheinlichkeit: 


2 OHR BERN 42 
_——— fi EURE def fe “en dudut, 
gen er ER PR | 


und da man Die Integrale in Beziehung auf zw und w’ ohne merkli= 
chen Fehler von — M bis +0 erſtrecken Fann, fo reducirt fie fich auf: 


— v2 
>, ‚pt ER 
— 2 
V zu N) { 


welche Feine andere ift, als die Durch Die Formel (21) —6 
wenn man darin A= u ſetzt. 


Bei dem Grabe von Annäherung, wobei wir ftehen geblieben fi ", 


d.h. wenn die Größen von der Kleinheitsordnung des Bruches — 


vernachläffigt werden, ift die Größe u der Werth von 2, welchen man 


in die Formel (21), oder vielmehr in die Grenzen des mittlern Reſul— 


bringen: 


tates —— welchem die Formel (19) entſpricht, ſubſtituiren muſſ. 


Dieſer Werth von A aͤſſt ſich auf die beiden folgenden Formen 


A SR 
2s 


1 ng 
h=,—:15 37, — (Z2n)2] 


4 ; 1 
welche gleichbedeutend find, wenn man bemerkt, daff| — XI. —ın ge 
Ss 


fest ift. Die numerifche Berechnung des erften Ausdrucdes nach den 
Abweichungen der Beobachtungen zu beiden Seiten des mittlern Werthes, 
d. b. nach den Werthen von Au_— m, ift immer leicht, während bie 
Berechnung des zweiten Ausdrudes im Allgemeinen weit weniger be: 
quem und oft ganz unausführbar ift. 


Die Formel (21) und den durch Beobachtungsdata ausgedrüdten 


Werth von A verdankt man Laplace, welcher viele intereffante Ans 


wendungen davon gemacht hat. Lagrange ift der erfte, welcher die. 


Wahrfcheinlichkeit des arithmetifchen Mitteld aus Beobachtungsrefultaten 


der Rechnung unterworfen hatz*) allein er hatte das MWahrfcheinlich- 


*) Tome V. des anciens Memoires de Turin. 
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feitägefeß der Werthe der Unbekannten al3 bekannt angenommen, und 
Laplace ift es, welder zuerft Die MWahrfcheinlichfeit des mittlern Re— 
fultates bei einer großen Anzahl von Beobachtungen von diefem Gefeße 
unabhängig gemacht hat. Die vorhergehende Analyfe ift, wie es uns 
fcheint, geeignet, die Zweifel zu befeitigen, welche über die Anwendung 
des Werthes von A und über den Grad der Genauigkeit der Formel 
(21) noch flattfinden könnten. *) 

25. Die Größe X, , gegen welche das mittlere Nefultat der Ber 
obachtungen convergirt, wenn ihre Anzahl immer größer und gros 
er wird, ift nicht nothwendig einer der Werthe von A, welche die 
größte MWahrfcheinlichfeit haben, und durch die einzelnen Beobachtuns 
gen am häufigften gegeben werden; es kann fogar gefchehen, daſſ ihre 
Mahrfcheinlichkeit völlig Null ift, fo daſſ diefer Werth von A durch 
keine fpecielle Beobachtung gegeben werden kann. Dieſes findet ;. B. 
ſtatt, wenn alle die Functionen Im?” für denſelben Werth von x vers 
fchwinden und dieſſeits und jenfeits dieſes Merthes ſymmetriſch find, 
In dem betrachteten allgemeinen Falle, d. h. in dem Falle, wo die 
Mahrfcheinlichkeitscurve, deren Gleichung y= Ir iſt, ſich von ciner 
Beobachtung zur andern ändert, kann ed auch gefchehen, daſſ Die Schwer 
yunfte der Flächen aller diefer Curven nicht auf derfelben Drdinate lies 
gen. Alsdann ändert fih die Abſciſſe =, mit ber Anzahl s der Beob⸗ 
achtungen, und wenn man s in zwei Theile s’ und s, heilt, welche 
noch fehr große Zahlen find, fo find die mirtlern Reſultate diefer bei⸗ 
den einzelnen Reihen von s’ und s, Beobachtungen nicht mehr dieſel⸗ 
ben, obgleich der in jeder Reihe zu befürchtende Fehler fehr klein ift und 
beide eine fehr große Wahrfcheinlichkeit haben. 

Die Berechnung der fernern mittlern Lebensdauer ift 
eine der finnreichftien Anwendungen, welde man von den vorhergehenz 
den Kormeln gemacht hat. Gefekt, man betrachtete eine ſehr große 
Anzahl 5, 3. B. eine Million, zu Dderfelben Zeit geborner Kinder, 0 
ift, wenn x irgend eine Zeit und /,* die unendlich Heine Wahrſchein— 
lichkeit, daſſ eins diefer Kinder die Zeit x überlebt, bezeichnet, und 
wenn man die Lebensdauer als einen eventuellen Gewinn betrachtet, 
die Summe aller möglichen Werthe von 2, jeden mit feiner refp. Wahre 


fcheinlichFeit multiplicirt, oder f xf„z dx der Gewinn, oder die Lebens— 


hoffnung dieſes Kindes. Die mittlere Lebensdauer iſt alſo der Quo— 
tient aus der Summe dieſer ſich auf alle Kinder beziehenden Integrale 


*) Premier Supplöment a la Theorie analytique des probabilites. 


923 


1 | 
und ihrer Anzahl s, oder =—2 f: zf, dx, indem jedes Integral 


von <=0 bis zu einem Werthe von = erſtreckt wird, welcher In® 
verfchwinden oder unmerklich klein macht, und welchen man als die 
Grenze des menfchlihen Lebens betrachten Fann. Diefe Größe haben 
wir aber vorhin mit x, bezeichnet, und ihr Näherungswerth ift folg: 


j >» i N 
lich — An, indem für A), A2, ... die Alter genommen werben, 


in welchen s andere Individuen geftorben find, die in demfelben Lande, als 
die betrachteten Kinder umd zu einer der Geburt diefer fo nahe als müg= 
lid) liegenden Zeit geboren find. Diefelben Werthe von —J— 
dienen auch zur Berechnung der Wahrſcheinlichkeit, daſſ die Differenz 


nr 
7, — — An oder ber Fehler von z, — 2An zwiſchen gegebenen 


Grenzen liegt. Die unbekannte Function Im? iſt für die verfchiedenen, 
zu berfelben Zeit und in demielben Lande geborenen Kinder fehr verschieden, 


. . . 1 * 
aber die mittlere Function — 2, und folglich die mittlere Lebens— 
dauer 2 of fy? dx ändert fi) ohne Zweifel nur fehr langfam 


mit der Erlöfchung von Krankheiten und der Verbeſſerung der ſocialen 
Verhaͤltniſſe. Die Erfahrung allein kann uns lehren, ob dieſe mittlere 
Lebensdauer ſtationaͤr iſt, oder ſich in großen Zwiſchenzeiten merklich 
aͤndert. 

Nach denſelben Prinzipien berechnet man den mittlern Gewinn 
und ſeine Wahrſcheinlichkeit, welche man in einer ſehr großen Anzahl 
von Spekulationen nach den bekannten Verluſten und Gewinnen einer 
andern ſehr großen Anzahl ähnlicher Spekulationen, d. h. deren mittlere 
MWahrfcheinlichkeit als diefelbe betrachtet wird, erwarten kann. 

26. Wenn man durch eine Reihe von Beobachtungen irgend cine 
Größe A beftimmen will, fo fest man dabei ftillfehweigend voraus, 
daſſ es unter allen Werthen, welche die Größe 4, a priori haben fann, 
einen von ſolcher Befchaffenheit gibt, - daſſ es eben fo wahrfcheinlich ift, 
denfelben bei jeder Beobachtung zu Hein als zu groß zu finden, und 
man nimmt ferner an, daſſ diefer unbekannte Werth für alle Beobach- 
tungen derfelbe ift, und gerade dieſer Werth von A iſt es, welchen 
man willen will, d. h. daſſ alle Curven, welche fih aus der Gleichung 
* ergeben, zu beiden Seiten eines ihrer Punkte ſymmetriſch find, - 
und daſſ diefer Punkt für dieſe verfchievdenen Curven derſelben Abfeiffe 
entfpricht, welche den unbefannten Werth von — darftellt. In diefer 
Vorausſetzung liegen die Schwerpunkte der Flächen diefer Curven und 
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z ; ; ER, 
der der Fläche der mittlern Curve, deren Gleichung Y= Pr zf,e if 


auf derfelben gemeinfchaftlichen Drdinate, deren Abſciſſe denfelben Werth 
ausdrüct. Wenn man die Beobachtungen vervielfältigt, fo ift Die Größe 


2, , welcher ſich die erhaltenen Werthe ohne Ende nähern, conftant, - 


oder von der Anzahl s der Beobachtungen unabhängig, und man bat 
die durch die Formel (19) ausgedruͤckte Wahrfcheinlichkeit, daſſ das 


1 | 
mittlere Nefultat — Am fi von =, , oder von dem wahren Werthe 
2, V h 


von A nicht um eine größere oder Kleinere Größe, als VE ent⸗ 
2, 


fernt. Der Werth von h wird, wie man weiter oben geſehen bat, 


auch durch die Beobacytungen gegeben, und ift von.dem Grade ihrer | 


Genauigkeit abhängig, To daſſ, wenn «8 fih 3. B. um die Meflung 
eines Winkels handelt, diefe Größe A für zwei mit verfehtedenen In— 
firumenten ober von verfchiedenen Beobachtern angeftellten Verſuchs— 


reihen fehr verfchieden fein kann. Wenn es fih um die Größe eines j 


Phaͤnomenes, wie z. B. um ben Unterfchied der Barometerhöhen zu 
zwei verjchiedenen Zeiten des Tages, handelt, fo if h aud von zus 


fälligen und veränderlichen Urfachen abhängig, welche auf diefe Baro— 
meterhöhen einen ungleichen Einfluſſ haben, und welche man dem Zu: 
ftande der Atmoſphaͤre zufchreiben kann. 


2V h j 
Wie Hein aber die Grenze —;- ded zu befürchtenden Fehlers 


| V55 
1 o 
auch fein mag, wenn man. — 37m für den Werth von 4 nimmt, 


und welche Wahrfcheinlichfeit fie and) haben mag, fo darf man dabei doch 


nicht aus den Augen verlieren, daſſ diefer Werth ber Bedingung der 
Symmetrie aller "Functionen zu beiden Seiten defjelben Werthes 


von x fubordinirt ift. Wenn durch irgend eine unbekannte Urfache, wie 
die Fehler der Anfirumente, oder Die veränderlichen Umftände, welcye 
auf die fraglichen Erfcheinungen Einfluff haben, die Zehler in dem 


einen oder dem andern Sinne dad Uebergewicht befommen, oder vie 


mehr, wenn fich die Größe von A während der Dauer der Beobach- 
tungen ändert; fo findet Die in Rede ftehende Vorausſetzung nicht flatt. 


1 . , £ ; R \ 
Die Größe — An ift immer der Näherungswerth der Abſciſſe 5° 


aber x1 drüdt nicht mehr die Größe aus, welche man beflimmen 


wollte, und die Beobachtungen find unbrauchbar. ° Es wäre alfo von 


Wichtigkeit, wenn man aus den Beobachtungen feldft erkennen koͤnnte, 


* 
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ob fie mit der Vorausfekung der Symmetrie von na verträglich find, 
und in der That gibt es Bedingungen, welchen die Beobachtungen 
genügen müffen, wenn diefe Hypothefe auf die Püpbefeheinicifeitögeisge 
der MWerthe von A anwendbar ift. 

27. Solche Bedingungen erhält man, wenn man für die Func— 
tion X eine ungerade Potenz von & — x, nimmt, d. h. wenn man, 
indem 2 eine ungerade pofitive Zahl bezeichnet, 


X=(2—ı,) 


fest. Nach den Bezeichnungen in — 24. find die Größen An, kn 
in‘. 21; 


u! 
T In ER Hal" 
— zdz, Petn * & zz 


An der Vorausſetzung, daſſ alle die Functionen mx zu beiden 
Seiten deffelben Werthes von = ſymmetriſch find, ift diefer Werth 
—x2,, und man bat: 


K2=h(- 3, 0: —.bi, 
wodurd der Werth von n—=0 gemacht wird, und die Größen k, Ah 
in $. 21. find alsdann: 
Bag: ——— z2if’ 2dz. 


Nach 8. 22 wird alfo durch die Formel (19) die Mahrfcheinliche- 
feit p ausgedrückt, daſſ der abfolute Werth von Z(An —x,)' kleiner ift, 
als 2yV hs. Diefe Wahrſcheinlichkeit iſt z. B. =, wenn man 
-y—=0,47614 nimmt. Uber wenn die Anzahl s der Beobachtungen 
fehr groß ift, fo ift es fehr wahrſcheinlich, daſſ das mittlere Beobach- 


1 
tungsrefultat — ſehr wenig von x, verschieden, und daſſ zu 
gleicher Zeit die Summe — 71)2 fehr nahe der Werth von 
— * 
2 „zeif'zd: oder von 2 hs if. Wenn man alfo der Kürze 


wegen: i 


feßt, fo hat man eine fehr wenig von p verfchiedene Wahrfcheinlich- 
feit, daſſ diefes Werhältniff ” Eleiner, als vV 2 ift, und wenn man 
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für y den Werth; nimmt, welcher pP= gibt, fo kann man Bi 1 
gegen 1 wetten, daſſ 


r<(0,47614)V 2 over r < 0,67336 


ift, wenn die Borausfehung /, 2 =f,(—2) wirklich ftattfindet. Wenn 
man alfo das Berhältniff 7 für einen beftimmten Erponenten berechnet, 
und man findet feinen Werth größer als 0,67336 oder etwas Eleiner 
als dieſen Bruch, fo ift dieſes ſchon eine genügende Anzeige, daſſ Die 
Hypothefe f,2=/„(— 2) nicht wahrfcheinlich ift, und daſſ folglich Die 
Beobachtungen nicht zur Beſtimmung des gefuchten wahren Werthes 
von A geeignet find. 


28. In fehr vielen Fällen, und befonders in der Aftronomie, iſt 


die Größe, welche man durch die Beobachtungen beftimmen will, eine 


gegebene Function mehrerer Elemente, welche fchon näberungsweife bes 


fannt find, und woran blos noch fehr Eleine Gorrectionen vorgenommen 
werden follen, deren Producte und höhern Potenzen, ald die erfte ver- 
nachläffigt werden. Die gegebene Function wird alddann eine lineare 


Function diefer unbekannten Correctionen, welche man fucceffive allen | 
durch Beobachtung erhaltenen Nefultaten gleichfet, wodurch man ebenfos 


viele Bedingungsgleihungen erhält, als man Beobachtungen hat. Die 
Anwendung diefer. linearen Gleichungen zur Beſtimmung der Correctios 
nen der Elemente nach einer großen Anzahl von Beobachtungen hat 
febr viel zur Vervollfommnung der aftronomifchen Zafeln beigetragen. 
Es ſcheint, daſſ Euler und T. Mayer die erften gewefen find, 
welche fie angewandt haben, der erfte in feiner Abhandlung über die 
Libration des Mondes und der andere in feiner Schrift uber die Per— 
turbationen des Supiterd und Saturns, weldhe 1750 von der Parijer 


Akademie ‚gekrönt wurde. Da aber die Anzahl diefer linearen Gleichuns 
gen immer größer ift, als die der zu beftimmenden Unbekannten, fo 


fand bei ihrer Auflöfung immer die Unannehmlichfeit flatt, daſſ man 


— 


aus demſelben Syſteme von Gleichungen verſchiedene Reſultate ableiten 


konnte, wenn man verſchiedene Rechnungsmethoden anwandte, und 
dieſe Unannehmlichkeit fand bis zu der Zeit ſtatt, wo Legendre eine 
directe und einfoͤrmige Methode in Vorſchlag brachte, welche allgemein 
unter dem ihr von ihrem Erfinder gegebenen Namen der Methode 
der kleinſten Quadrate angenommen wurde.*) Sie beſteht be— 


kanntlich darin, daſſ man von dem Reſultate jeder Beobachtung die 


lineare Function abzieht, welche einen Naͤherungswerth liefert, der Un— 


*) Es ift jetzt allgemein bekannt, daſſ Gauß dieſe Methode weit früher als Le— 
gendre entdeckt und angewandt hat. 
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terfchied ift der Beobachtungsfehler, dal man die Summe der Qua 
drate aller dieſer Unterfchiede bildet und dann ihre fucceffive in Bezies 
bung auf die Correctionen aller Elemente genommenen Differenziale 
—0 fegt, wodurch man‘ ebenfo viele Gleichungen erhält, ald man 
unbekannte Größen zu beftimmen hat. Diefe Methode, wenn fie 
auch nur den Vortheil der Gleichfürmigfeit und Beftimmtheit gewährte, 
würde den Beobachtungswiffenfchaften fehon einen fehr wichtigen Dienft 
leiften; allein fie ift auch zugleich die Methode, welche an dem Werthe 
jedes Glementes den kleinſten Fehler befürchten läfft, wie Laplace 
durch die Wahrfcheinlichkeitsrechnung gezeigt hat. Zum Schluffe wol: 
len wir noch bemerken, daff, wenn man, nachdem man die Correctios 
nen der Elemente nach der Methode der EHleinften Quadrate berechnet, 
und ihre MWerthe in die linearen Ausdrüde der Beobachtungsfehler fub- 
flituirt bat, die Summe der ungeraden Potenzen aller diefer Fehler 
bildet und fie durch die Duadratwurzel aus der Summe ihrer doppelten 
Potenzen dividirt, die Größe des Quotienten ein Kriterium an die 
Hand gibt, wornach man die Beobachtungsrefultate verwerfen, oder 
beibehalten muff, wenn fie tbrigens eine hinreichende MWahrfcheinlichkeit 
haben. Denn es würde fich ergeben, daſſ es fehr wahrfcheinlich ift, 
daſſ diefer Quotient ein wenig beträchtliher Bruch fein muff, und 
durch eine ziemlich complicirte Nechnung koͤnnte man für eine beliebige 
Anzahl corrigirter Elemente den genauen Werth diefes Bruches für einen 
beftimmten Grad von Wahrfcheinlichfeit beftimmen. 


Mubang EV. 


Ueber Die Anwendung Der Wahrſcheinlichkeits⸗ 
rechnung auf die Naturphiloſophie. 


Die Naturerſcheinungen ſind groͤßtentheils von ſo viel fremdartigen 
Umſtaͤnden umhuͤllt, und eine ſo große Anzahl perturbirender Urſachen 
miſchen ihren Einfluff mit ein, daſſ es ſehr ſchwer wird, jene Erſchei⸗ 
nungen in ihrer Reinheit zu erkennen. Man kann dieſen Zweck nur 
dadurch erreichen, daſſ man die Beobachtungen oder Verſuche verviel⸗ 
fältigt, damit fich die fremdartigen Ginflüffe gegenfeitig aufheben und 
durch die mittlern Nefultate diefe Erſcheinungen und ihre verfchiedenen 
Elemente hervortreten. Je größer die Anzahl der Beobachtungen iſt, 
und je weniger fie fi) von einander entfernen, defto mehr nähern fid) 
ihre Nefultate der Wahrheit. Diefe leste Bedingung wird durch die 
Mahl der Methoden, durch die Genauigkeit der Inftrumente, und dur) 
die Sorgfalt, mit welcher man beobachtet, erfüllt. Hierauf beftimmt 
man durch die Theorie der Wahrfcheinlichfeiten Die vortheilhafteften mitt: 
lern Nefultate oder die, bei welchen der Fehler am kleinſten iſt. Aber 
dieſes genuͤgt noch nicht, ſondern man muſſ auch die Wahrſcheinlichkeit 
beſtimmen koͤnnen, daſſ die Fehler dieſer Reſultate zwiſchen gegebenen 
Grenzen liegen; denn ohne dieſes wuͤrde man von dem erreichten Grade 
der Genauigkeit nur eine unvollffändige Kenntniff erlangt haben. Die, 
Formeln, vermittelft welcher man dieſen Zwed erreichen kann, find folge 
lich eine wahre Vervollflommnung der Methode der Wiffenfchaften, und 
e3 ift daher von hoher Wichtigkeit, fie kennen zu lernen. Die zu ihe 
rer Ableitung erforderlihe Analyfe ift die feinfte und fchwierigfte der 
Theorie der Wahrfcheinlichkeiten, und die erhaltenen Formeln haben 
den merkwürdigen Bortheil, daſſ fie von Dem Wahrfcheinlichkeitäges 
fee der Fehler unabhängig find und nur Größen enthalten, welche durch 
die Beobachtungen felbft gegeben werden, oder der Ausdrud derſelben 
ſind. | 

Sede Beobachtung wird durch eine Function der Elemente, welche 
man beftinmen will, analytiſch ausgebrüdt, und wenn biefe Elemente 


fhon näherungsweife befannt find, fo wird diefe Function eine lineare 
Function ihrer Correctionen, Wenn man fie der Beobachtung felbft 
gleich fest, fo bildet man. eine fogenannte Bedingungsgleichung, und 
wenn man eine große Anzahl folcher Gleichungen hat, fo verbindet man 
fie fo mit einander, daſſ man ebenfo viele Gnögleichungen erhält, als 
3. Elemente gibt, deren Gorrectionen man alddann durch die Auflöfung 
diejer Gleichungen beftimmt. Aber welches ift die vortheilhaftefte Ber: 
bindungsart Diefer Gleichungen, um die Endgleichungen zu erhalten? 
Welches ift das WahrfcheinlichFeitsgefeß der Fehler, womit die daraus ab— 
geleiteten Elemente noch behaftet fein koͤnnen? Dieſes lehrt die Theorie 
der Wahrfcheinlichkeiten. Die Bildung einer Endgleichung vermittelft 
der Bedingungsgleichungen lauft darauf hinaus, daſſ man jede ber 
letstern durch einen unbeflimmten Factor multiplicirt und die Producte 
zufammenaddirt; aber man muff das Factorenfyfiem wählen, bei wels 
chem der zu befürchtende Fehler am Eleinften wird. Nun ift aber ein= 
leuchtend, daſſ, wenn man die pofitiven Fehler. eines Elementes durch 
ihre reſp. Wahrfcheinlichfeiten multiplicirt, das vortheilhaftefte Syſtem 
das ift, worin die Summe dieſer fammtlich pofitiv genommenen Pros 
ducte ein Minimum iſt. Denn ein pofitiver oder negativer Schler muſſ 
al3 ein Berluft betrachtet werden, Bildet man alfo dieſe Summe von 
Producten, fo wird durch die Bedingung des Minimums das Syſtem 
der zu wählenden Factoren beftimmt. Auf diefe Weife findet man, 
daſſ diefes Syftem das der Goefficienten der Elemente in jeder Bedin— 
gungsgleihung ift, fo dafj man eine erfte Endgleichung bildet, wenn 
man jede Bedingungsgleihung refp. durch ihren Goefficienten des erften 
Elementes multiplicirt, und alle fo gebildeten Producte zufammenaddirt. 
Eine zweite Endgleihung wird gebildet, wenn man ebenjo den. Eoeffi- 
cienten des zweiten Elementes anwendet, u. ſ. f. Auf dieſe Weife 
entwickeln fich die Elemente und Gefeße der in einer großen Anzahl 
von Beobadhtungen enthaltenen Erfeheinungen mit der größten Evidenz, 
und man kann den Ausdrud des bei jedem Glemente zu. beftirchtenden 
mittlern Fehlers beftimmen. Dieſer Ausdrud gibt die Wahrfcheintichkeit 
der Fehler, womit das Element noch behaftet fein Fann, und welche 
der Zahl proportional ift, deren byperbolifcher Logarithmus die Einheit 
iſt, zu einer Potenz erhoben, welche den Quotienten aus dem negativ 
genommenen Duadrate des Fehlerd und dem Producte des Duadrates 
dieſes doppelten Ausdrudes und dem Verhältniffe des Kreisumfanges 
zum Durchmeſſer sum Erponenten hat: Der Coefficient des negativen 
Duadrates des Fehlers in diefem Erponenten kann alfo als ein Mo— 
dulus der Wahrfcheinlichkeit der Fehler betrachtet werden, weil, wenn 
der Fehler derjelbe bleibt, die Wahrfcheinlichfeit fhnel abnimmt, wenn 
Poiffon’s Wahrfcheinlichkeitsr. ıc» 34 
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dieſer Goefficient zunimmt, fo daſſ das erhaltene Refultat, wenn man 
fo fagen darf, defto mehr gegen die Wahrheit wiegt, je größer diefer 
Modulus ift, welchen wir daher das Gewicht des Reſultates nen— 
nen. VBermöge einer merfwürdigen Analogie diefer Gewichte mit der 
nen der Körper in Vergleich zu ihrem gemeinfchaftlihen Schwerpunkte 
gefchieht e8, daſſ, wenn daflelbe Element durch verfchiedene Syfteme, 
jede von einer großen Anzahl von Beobachtungen, gegeben wird, das 
fih aus alten ergebende vortheilhaftefte mittlere Kefultat durch) den Duos 
tienten aus der Summe der Producte jedes Partialrefultates mit ſei⸗ 
nem Gewichte und der Summe aller Gewichte ausgedrüdt wird. Fer— 
ner ift das Totalgewicht der verfchiedenen Syſteme die Summe. ihrer 
Partialgewichte, jo daſſ die Wahrfcheinlichfeit des fih aus der Ger 
fammtheit der Beobachtungen ergebenden: mittlern Refultates der Zahl 

proportional ift, welche die Einheit zum byperbolifchen Logarithmus 

hat, diefe Zahl zu einer Potenz erhoben, deren Erponent dem Producte 

aus dem negativ genommenen Quadrate des Fehlers und der Summe 

aller Gewichte gleich ift. Jedes Gewicht hängt zwar von dem Wahr: 

fcheinlichfeitsgefeße der Fehler in jedem Syſteme ab, und dieſes Gefek 

ift faft immer unbefanntz allein wir haben den Factor, welcher es ent— 

halt, vermittelft der Summe der Quadrate der Abweichungen der Bes 

obachtungen des Syftemes von ihrem mittlern Nefultate eliminirt. Es 

wäre alfo zur Vervollſtaͤndigung unferer Kenntnijfe über die durch eine 

große Anzahl von Beobachtungen erhaltenen Nefultate zu winfchen, daſſ 

man neben jedes Nefultat auch da3 ihm entfprechende Gewicht fekte. 

Zur Grleichterung der Berechnung diefes Gewichtes entwickeln wir feis 

nen analytiichen Ausdruck, wenn nur drei Elemente zu beflimmen ſind; 

aber da diefer Ausdrud immer complicirter wird, je größer die Anzahl 

der Elemente wird, fo ‘geben wir ein fehr einfaches Mittel zur Beſtim— 

mung des Gewichtes eines Nefultates für eine beliebige Anzahl von 

Elementen. 

Wenn man auf diefe Weiſe die Exponentialgroͤße erhalten hat, 
welche das Wahrſcheinlichkeitsgeſetz der Fehler ausdruͤckt, ſo erhaͤlt man 
die Wahrfcheinlichkeit, daſſ der Fehler des Reſultates zwiſchen gegebenen 
Grenzen liegt, wenn man von dem Producte aus dieſer Exponential— 
größe und dem Differenziale des Fehlers das Integral innerhaib dieſer 
Grenzen nimmt, und mit dem Duotienten aus der Duadratwurzel deö 
Gewichtes des Reſultates und aus dem Verhaͤltniſſe des Kreisumfanges 
zum Durchmeſſer multiplicirt. Hieraus folgt, daff bei derfelben Wahr: 
fcheinlichfeit die Fehler der Nefultate fi umgekehrt wie die Quadrate 
wurzeln aus ihren Gewichten verhalten, ur zur Eye ihrer 
reſp. — dienen kann. 
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Um diefe Methode mit Erfolg anwenden zu Fünnen, muͤſſen die 
Umftände der Beobachtungen oder Verfuche fo abgeändert werden, daſſ 
‚man conftante Fehler vermeidet. Auch muff die Anzahl der Beobach- 
tungen fehr groß und zwar defto größer fein, je mehr Elemente man 
zu beftimmen hat; denn das Gewicht des mittlern Nefultates nimmt 
zu wie der Quotient aus der Anzahl der Beobachtungen und der An— 
zahl der Elemente. Ferner müffen die Elemente bei diefen Beobachtun= 
gen einen verfihiedenen Gang befolgen; denn wenn zwei Elemente ges 
nau denfelben Gang befolgten, fo würden ihre Coefficienten in den Ber 
dingungögleichungen einander proportional fein, diefe Elemente bildeten 
nur noch eine einzige unbekannte Größe und es würde unmöglich fein, 
fie durch diefe Beobachtungen zu unterfiheiden. Endlich, müffen die Bes 
obachtungen möglichft genau fein; denn durch diefe erfte aller Bebin- 
gungen wird dad Gewicht des Nefultates, deffen Ausdrud die Summe 
der Quadrate ihrer Abweichungen von dieſem Nefultate zum Divifor hat, 
bedeutend vergrößert. Bei Anwendung diefer Vorſichtsmaßregeln kann 
man von der vorhergehenden Methode Gebrauch machen und den Grad 
des Zutrauend beftimmen, welchen die aus einer großen Anzahl von Be: 
obachtungen abgeleiteten Nefultate verdienen. (Laplacce.) 
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Kerſeboomſche Sterblichkeitstafel. 
Alter. Lebende. Sterbende. [Mittler eh yurer, Lebende. Sterbende. Fine 


Dauer. auer. 
0 | 1000 196 34,975 | 48 378 8 21,07 
1 801 36 42,26 49 370 8 20,51 
2 768 32 43,18 50 362 8 19,94 
3 756 27 44,01 51 351 9 19,36 
'4 709 21 44,67 52 345 9 18,85 
5 688 12 45, 2 336 9 18,32 
6 676 12 44,78 54 327 a 17,80 
7 664 11 44,57 55 319 - 9 17,22 
8 653 7 44,31 56 310 9 16,69 ° 
9 646 7 43,77 57 301 10 16,15 
10 639 6 43,24 58 291 9 15,69 
11 633 6 42,65 | 59 283 9 15,16 
12 627 -6 2,05 | 60 272 N) 14,62. 
13 621 5 41,43 | 61 264 10 14,08 
14 616 5 40,77 62 254 9 13,60 
15 611 5 40,10 63 245. 10 13,06 ° 
16 606 5 39,42 64 235 10 12,573 
17 601* 5 38,74 65 225 10 12,09 
18 596 6 38,06 66 215 10 11,61 
19 590 6 37,41 67 205 10 11,12 
20 581 7 36,80 68 | 195 10 10,64 
21 577 6 36,23 69 185 10° 10,16 
22 571 6 35,60 | 70 175 10 9,69 
23 565 6 |- 84,97 I 7ı 165 10 9,21 
24 559 7 34,34 72 155 10 8,74 
25 552 BR 1 887 7 145 10 8,28 
26 544 9 33,24 | 71 135 10 7,82 
27 53 10 82777.51.%7 125 11 7,36 
28 525 9 32,38 36 114 10 6,97 
29 516 9 31,93 77 104 11 6,55 
30 507 8 31,49 78 93 11 6,20 
31 499 9 30,97 79 82 10 5,90 
32 490 8 30,53 80 72 9 5,58 
33 482 7 30,02 | 81 63 9 5,24 
31 475 7 29,45 82 54 8 4,94 
35 468 7 28,87 83 46 7 4,6% 
36 461 7 28,29 81 39 7 4,28 
37 454 8 27,71 85 32 6 4,09. 
38 446 7 27,18 86 26 6 3,69 
39 439 7 26,61 87 20 5 3,50 
40 432 26 26,02 88 15 4 3,33 
41 426 6° 25,37 1 89 ı u 3 3,18 
2 420 7 21,73 | 90 8 2 3,00 
43 413 7 24,13 91 6 2 2,67 
44 406 6 23,53 92 4 1 250.2 
45 400 | 7 22,86 93 3 1 2,00 
46:| 393 | 7 22,25 04 | 2 1 1,50 
47 se 8, | 21,55 1 1,00 


33 
Süuüßmilch'ſche Sterblichkeitstafel. 


Alter. ingind e. | Sterbende. Poauer | Alter. Lebende, |Sterbende. en. 
1) 250 28,99 316 18,54 
1 89 37,22, 308 17,99 
2 43 41,21 300 17,45 
3 25 43, 291 16,96 
4 14 | 43,78 282 16,46 
5 12 43,81 273 15,98 
6 11 43,72 264 15,48 
7 9 43,56 255 15,00 
8 8 43,26 246 14,51 
9 7 42,89 237 14,02 
10 5 42,44 228 13,54 
il 4 41,83 219 13,05 
12 4 41,15 210 12,57 
13 4 40,46 201 12,08 
14 4 39,76 .192 11,60 
15 4 39,06 182 11,19 
16 4 38,36 172 10,78 
17 4 37,66 162 19,38 
18 4 1.836,96 152 10,00 
19 4 | 83625 112 9,63 
20 5 35,53 132 9,29 
21 5 | 34,89 122 8,97 
22 5 34,24 112 9 8,68 
23 5 33,59 103 9 8,35 
24 5 32,94 94 9 8,05 
25 5 32,28 85 8 7,80 
26 5 31,62 77 8 7,51 
27 6 30,95 69 7 7,26 

‚28 6=| 30,29 62 7 6,97 
29 6 29,68 55 6 6,73 
‚30 6 29,07 4) 6 6,43 

81 6 28,46 43 6 6,19 
32° 6 27,85 37 5 6,03 
33 6 | 27,23 32 4 5,81, 
34 6 26,61 28 4 5,50 
85 7 | 25,99 24 4 5,25 
36 7 -| 25,42 20 3 5,10 
37 7 24,85 10 3 4,82 
38 7 24,28 14 2 4,64 
39 7 23,71 12 2 4,25 
40 7 23,11 10 2 3,90 
41 7 22,56 8 2 3,62 
42 7 21,98 6 10R| : 8/50 
43 7 21,39 5 1 | 3,00 
44 7 20,81 RR, 1) 2,50 
45 7 , 20,22 | 1.30) 2,00 
46 | 8 19,62 2. 1102| 1790 
17 I 8 | 1908 ı 
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Sterblichfeitstafel 
nach den Erfahrungen über Frauen der preuß, allgemeinen Wittwens 
Verpflegungsanftalt, a 

Alter. ebende. Sterbende. Ar Te CE Ater. | Lebende. Sterbenbe, u 
15 | 10809 181 40,65 1 58 | 5865 157 14,50 
16 | 10628 171 40,33 | 59 |. 5708 165 13,88 
17 | 10457 161 39,98 I 60 | 5543 173 13,28 
18 | 10296 152 39,60 I 61 | 5370 181 12,69 
19 | 10144 144 39,19 | 62 | 5189 189 12,12 
20 | 10000 137 38,75 | 63 | 5000 197 11,56 
21 9863 | 181 | 3828 | 6a | Asos | 205 | 1101 
22 9732 125 37,78 | 65 | 4598 213 10,48 
23 9607 119 87,77 1 66 | 4385 222. 9,97 
24 9188 114 36,73 | 67 | 4163 231 9,47 
25 9374 110 36,17 | 68 | 3932 238 9,00 
26 9264 106 | 35,60 | 69 | 3694 242 8,55 
27 9158 103 35,00 | 70 | 3452 244 8,11 
28 9055 101 34,39 | 71 | 3208 245 7,69 
29 | ı 8954 100 33,78 I 72 | 2963 246 7,28 
30 | 8854 | 100 33,15 | 73 | 2717 246 6,89 
3 8754 100 32,53 1 74 |: 2421 245 6,53 
32 8654 100 .| 31,90 | 75 | 2226 242 6,20. 
33 8554 100 31,26 I 76 | 1984 236 5,89- 
34 8154 99 30, ‚63 | 77 | 1748 224 |: 5,62 
35 8355 99 29,98 | 78 | 1524 200 5,87 
36 8256 98 . 29, 33 1 79 | 1318 184 5,13 
37 8158 98 28,68 so | 1134 162 4,88 
38 8060 98 28,02 1 sı 972 145 4,61 
39 | 7962 97 27,37 | 82 827 | 134 4,34 
40 .| 7865 .97 26,70 | 83 693 | 126 4,08 
41 7768 ‚9 26,02 [ 81 567 114 3,87 
42 | 7671 98 25,35 I 85 453 ° 97 3,72 
43 7578 98 24,67 | 86 356 79 3,60 
44 7475 98 23,99 | 87 277 62 3,49 
#5: |. 12377 99 23,30 | ss | _215 49 3,85 
46 | 7278 100 22,61 | 89 166 39 3,19 
47 |. 7178 101 21,91 | 90 127 31 3,01 
48 7077 103 21,22 I 91 96 24 2,82 
49 6974 105 20,52 I 92 72 19 2,60 
50 6869 107 19,83 | 93 53 15 2,85 
51 6762 110 19,14 | 94 38 12 2,08 
52 6652 115 | 1845 95 26. 9 1,81 
53 | 6587 121 172,76 | 96 108 7 1,50 
54 6416 127 17,09 | 97 10 5...) 1,20 
55 6389 134 | 16,42 | 98 5 ic). 0,90 
56 6155 1411 | 1577 | 9 2 2.050 
75 | 6014| 19 |) 15,18 | | 
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Garlislefhe Sterblichkeitstafel. 


—* F 
Alter. Lebende. ge Alter Lebende. Stgrben Alter. Lebende. Sen 


32 Jahr 


35 
34 


5528 
5472 
54117 
5562 
5307 
5251 
5194 
5136 


5075. 


3009 
4940 
4869 
4798 
4727 
4657 
4588 
4521 
4458 
4397 
4338 
4276 
4211 
4143 


| 4073 


—— —— — —— 


4000 
3924 
3842 
3749 
3643 
3521 
3395 
3268 
3143 
3018 
2894 


2771 


2648 


69Jahr 2525 
70 


2401 
71 2277 
72 2143 
73 1997 
74 1841 
75 1675 
76 1515 
77 1359 
78 1213 
79 1081 
80 953 
81 837 
82 725 
83 623 
81 529 
85 445 
86 ‚367 
87 296 
88 232 
89 181 
90 142 
91 105 
92 75 
93 54 
94 40 
95 30 
96 23 
97 18 
98 14 
99 11 
100 9 
101 7 
102 5 
103 3 
104 1 


HNNDDDNSGMRUe 


. Alter. 


— 


Mittlere 
Dauer. 


38,72 
44,68 
47,55 
49,82 
50,76 
51,25 
51,17 
50,80 
50,24 
49,57 
48,82 
48,04 
47,27 
46,51 
45,75 

45,00 
44,27 
43,57 
42,87 
42,17 
41,46 
40,75 
40,04 
39,31 
38,59 
37,86 

‚37,14 
36,41 
35,69 
35,00 
34,34 
33,68 
33,03 
32,36 
31,68 


Alter. 


9536 


Mittlere 
Dauer 


31,00 
30,32 
29,64 
28,96 
28,28 
27,61 
26,97 
26,34 
. 25,71 
25,09 
24,46 
23,82 
23,17 
22,50 
21,81 
21,11 
20,39 
19,68 
18,97. 
18,28 
17,58 
16,89 
16,21 
15,55 
14,92 
14,34 
13,82 
13,31 
12,81 
12,30 
11,29 
11,27 
10,75 
10,23 
9,70 


Alter. 


Mittlere 
auer. 


9,18 
8,65 
8,16 
7,72 
7,38 
7,01 
6,69 
6,40: 

6,12 

5,80 
551 
521 
4,93 
4,65 
4,39 
4,12 
3,90. 
BTL 
3,59 
3,47 
3,28 
3,26 
3,37 
3,48 
3,53 
3,53 
3,46 
3,28 
3,07 
2,3% 
2,28 
1,29 
1,30. 
0,83 


| 


Mittlere 


Alter. | Lebende. | Sterbende. Dauer. 


i Alter, 
43 | 0,4404 | 0,0061 | 24,45 
44 | 0,4343 | 0,0063 | 23,78 
45 | 0,4280 | 0,0065 | 23,13 
46 | 0,4215 | 0,0065 | 22,49 
| ar | 0,2150 | 0,0065 | 21,84 
48 | 0,2085 | 0,0069 | 21,14 
49 | 0,4016 | 0,0069 | 20,49 
50 | 0,3947 | 0,0071 | 19,86° 
51 | 0,3876 | 0,0072 | 19,24 
52 | 0,3804 | 0,0074 | 18,61 
53 | 0,3730. | 0,0076 | 17,97 
54 | 0,5654 | 0,0029 | 17,30 
55 | 0,3575 | 0,0080 |. 16,64 
56 | 0,3495 | 0,0081 | 16,08 
57 | 0,3414 | 0,0085 | 15,38 
58 | 0,3329 | 0,9087 | 14,78 
59 | 0,3242 | 0,0088 | 14,16 
60 | 0,3154 | 0,0091 | 13,57 
61 | 0,3063 | 0,0094 | 12,93 
62 | 0,2969 | 0,0097 | 1%36 
| 63 | 0,2872 | 0,0098 | 11,77 
| 64 | 0,2774 | 0,0103 | 11,14 
65 | 0,2671 | 0,0104 | 10,48 
66 | 0,2567 | 0,0107 | 9,98 
67 0,2460 | 0,0110 | 9,35 
68 0,2350 0,0115 8,77 
69 | 0,2235 | 0,0120 | 8,23 
70 | 02115 | 0,0121 | 7,66 


Lebende, | Sterbende, Mittlere 
Dauer. 


| 35,59 
43,43 
44,57 
45,09 
45,31 
45,87 
45,28 
45,10 
44,87 
44,58 
44,23 
43,83 

‚43,41: 
42,95 
42,49 
42,01 
41,19 


1,0000 | 0,2000 
0,8000 | 0,0378 
0,7622 | 0,0255 
0,2367 | 0,0197 
0,7170 | 0,0164 
0,7006 | 0,0140 
0,6866 | 0,0125 
0,6741 | 0,0118 
0,6628 | 0,0102 
9 | 0,6526 | 0,0096 
10 | 0,6430 | 0,0088 
11 | 0,6342 | 0,0083 
12 | 0,6250 | 0,0079 
13 | 0,6180 | 0,0077 
14 | 0,6103 :| 0,0073 
15 | 0,6030 | 0,0069 
16 | 0,5961 | 0,0066 
17 | 0,5895 | 0,0065 | 40,95 
18 | 0,5830 | 0,0063 | 40,39 


19 | 0,5767 0,0061 59,82 


zu pun-0©o 


20 | 0,5705 | 0,0060 | 39,25 
21 | 0,5645 | 0,0059 | 38,68 
22 | 0,5586 | 0,0059 | 38,07 
23 | 0,5527 | 0,0057 | 37,48 
24 | 0,5470 | 0,0056 | 36,85 
25 | 0,5414 | 0,0055 | 36,24 
26 | 0,5359 | 0,0056 | 35,60 
27 | 0,5303 | 0,0055 | 34,96 
28 | 0,5248 | 0,0054 


34,52 71 | 0,1994 | 0,0124 7,12 
29 | 0,5194 | 0,0055 | 33,65 # 72 | 0,1870 | 0,0128 6,53 
30 | 0,5139 | 0,0054 | 833,05 6 73 | 0,1742 | 0,0131 5,91 
31 | 0,5085 | 0,0054 | 32,37 1 74 | 0,1611 | 0,0135 5,34 
32 | 0,5030 | 0,0055 | 31,71 1 75 | 0,1472 | 0,0141 4,82 
33 | 0,4975 | 0,0054 | 31,09 1 76 | 0,1335 | 0,0144 4,27 
34 | 0,1921 | 0,0055 | 30,49 # 77 | 0,1191 | 0,0149 3,78 
35 | 0,1866 | 0,0055 | 29,77- 1 78 | 0,1042 | 0,0152 3,26 
36 | 0,4811 | 0,0056 | 29,09 5 79 | 0,0890 | 0,0157 2,81 
3 0,4755 0,0057 | 28,41 80 | 0,0733 | 0,0163 2,18 
38 | 0,4698 | 0,0058 | 27,77 1 81 | 0,0570 | 0,0164 
39 | 0,1640 | 0,0058 | 27,11 | 82 | 9,0406 | 0,0174 
40 | 0,1582 0,0058 | 26,414 | 83 | 0,0232 | 0,0176 | 
41 | 0,4524 | 0,0059 | 25,78 | 84 | 0,0056 0,0056 


42 | 0,4465 | 0,0061 | 25,11 


— — 


Berbefferungem 


Seite 62. Zeile 23 — 25. von oben lefe man: »Fuͤr m 1 reducirt fich biefer Werth \ 
von w, auf 4, was a priori einleuchtend ift« ftatt: »Der Fall u. ſ. fe - 


Seite 142. Zeile 21. v. o. leſe man: »Wenn jedoch das Geſetz der Reihe unbes 
Eannt ift, fo kann fie zu der Gattung von Reihen 'gehören« ftatt: »Sie 
‚gehört u. ſ. w.« | | 

Seite 166. Zeile 7. v. u, fege man Hinzu: »wenn fie eine ganze Zahl ift, und um 

weniger , wenn fie Eeine ift.< je! 

Seite 215. Beile 23. v. 0, ift zu ſtreichen: »welche zwifchen « und 6 liegt.< 

Seite 412. Beile 6. dv. u. I, früher fi. fpäter, | 

Seite 420. Beile 15. v. u. l. 28. fl. 29. 


Beim Verleger biefes find, außer mehreren andern, nachftehende 
wiffenfchaftlich verwandte Werke erfchienen: 


Cauchy, UL, Vorlefungen Über die Differenzialrehnung, 
mit Fourier's Auflöfungsmethode der beftimmten Gleichungen verbunden. 
Aus dem Sranzöfifchen überfegt von Dr. C. H. Schnufe Mit einer 

Steindrucktafel. 24 Bogen. Lericonf, 8, geh. 1836. 2 Thlr. 
Derfelbe, Vorlefungen über die Unwendung der Snfiniteftals 
rechnung auf die Geometrie. Deutfch bearbeitet von Dr. C. 9. 
Schnufe 28 Bogen, Lericonf. 8. geh. 1840. 2 Thlr. 16 Ggr. 

Pambour, P.M. ©. de, Neue Theorie der Dampfmafdhinen, 
oder vollftändige Anleitung zur Berechnung des Effectes und der Dimen⸗ 
fionen aller Arten von Dampfmafchinen, worin zugleich die Unrichtigkeit 
der bisher gebräuchlichen VBerechnungsmethoden nachgewiefen, und eine, 
Reihe neuer Formeln mitgetheilt wird, welche die Geſchwindigkeit einer _ 
Dampfmafchine bei einer gegebenen Ladung, ihre Ladung für, eine bes 
ſtimmte Gefchwindigkeit, ihre Verdampfungskraft für beftimmte Effecte, 
ihre Nugkraft in Pferdekräften, ihre Nutzkraft für eine gegebene Quan— 
tität confumirten Waſſers und Brennmateriales, ihre Ladung oder Erz 
panſion, welche den größten Nußeffect gibt, rc. ausdrüden.. Nebft einem 
Anhange, welcher eine Eurze Anweifung zum richtigen Verſtaͤndniſſ und 
zum leichten Gebrauche der in diefem Werke vorkommenden mathematis 
ſchen Formeln für diejenigen enthält, welche mit den Lehren der Algebra 
noch nicht vertraut find. Deutfch bearbeitet von Dr. & 9. Schnufe 
18 Bogen. !ericonf, 8, geh. 1839. ı Thlr. 16 Ggr. 

Derfelbe, Theoretifhspractifhes Handbuch über Dampfwas 
gen, enthaltend die Gonftruction der Locomotiven und ihre Anwendungss 
art zur Fortfchaffung der Laften, die Berechnungsart der Geſchwindigkei— 
ten, mit welchen fie beftimmte Ladungen fortbewegen, und der Vortheile, 
welche fie unter allen Umftinden gewähren können, die Angabe der Be: 
dingungen, welche bei ihrer Conftruction zur Erlangung beftimmter Ef: 
fecte erfüllt werden müffen, Unterfuchungen, welche fich auf eine große 
Anzahl in England angeſtellter Verſuche ſtuͤtzen ꝛc. Mach der zweiten, fehr 
vermehrten und verbefferten Driginalauflage deutfc bearbeitet von Dr. C. 
9. Schnufe Mit fünf Figuren Tafeln. 25 Bogen. Lericonf. geb. 
1841. 2 Thlr. 18 Ggr. 


"Syn, Dr. 5. W., Neue Prinzipien des Sluentencalculs, ent: | 


haltend: die Grundfäge der Differenzial- und Variationsrehnung, unab= 


hängig von der gewöhnlichen Slurionsmethode, von den Begriffen des 
unendlich kleinen oder der verſchwindenden Groͤßen, von der Methode der 


Graͤnzen und der Functionenlehre zugleich als Lehrbuch dieſer Wiſſenſchaft 


dargeſtellt, und mit Anwendungen auf die analytiſche Geometrie und hoͤ⸗ 


here Mechanik verbunden. Mit 5 Kupfertafeln, gr. 8. 1826. _ 2 Zhlr. 


Whewelt, W., Elementar-Lehrbuch der Mechanik Zum Ge 


brauche für technifche Lehranftalten und zugleich als ein Supplement zu den 
Lehrblichern der Phyſik. Nach der fünften fehr verbefferten und vermehrten 


Driginalauflage aus dem Englifhen überfegt von. Dr. 6. 9. Schnuſe. e. 


Mit 8 Figurentafeln. 19 Bogen, Lexiconf. 8. geh. 1841. 
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